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内 容 提 要 
本 书 强 调 严 格 性 和 基础 性 , 书 中 的 材料 从 源头 一 一 数 系 的 结构 及 集合 论 开始 ,然后 引 向 分 
析 的 基础 (极限 、 级 数 、 连 续 、 微 分 、Riemann 积分 等 ), 再 进入 寡 级 数 、 多 元 微分 学 以 及 Fourier 
分 析 , 最 后 到 达 Lebesgue 积分 , 这 些 材料 几乎 完全 是 以 具体 的 实 直 线 和 欧 几 里 得 空间 为 背景 
的 . 书 中 还 包括 关于 数理 逻辑 和 十 进 制 系统 的 两 个 附录 . 课程 的 材料 与 习题 紧密 结合 ， 目 的 是 
使 学 生 能 动 地 学 习 课程 的 材料 , 并 且 进 行 严 格 的 思考 和 严密 的 书面 表达 的 实践 . 
本 书 适合 已 学 过 微 积 分 的 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 学 习 . 
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译 者 的 话 


我 认为 国外 的 好 的 数学 教材 , 最 好 是 原文 引进 . 翻译 过 来 , 不 管 译 得 好 坏 , 都 难 
免 串 味 儿 . 但 是 出 版 社 的 明永 玲 同 志 告 诉 我 , 这 本 书 暂时 只 取得 翻译 的 版 权 , 只 好 
翻译 成 中 文 出 版 . 我 知道 自己 的 能 力 有 限 , 很 难 译 出 原著 的 风格 . 但 打开 书 一 看 , 就 
觉得 应 该 把 它 介绍 到 中 国 来 , 所 以 妆 然 接受 了 翻译 的 任务 . 

我 对 此 书 的 赞赏 , 首先 是 它 的 逻辑 的 严格 . 从 实数 (甚至 自然 数 ) 讲 起 , 不 留任 
何 漏洞 . 国内 外 的 实 分 析 教 科 书 , 认真 讲 实数 的 实在 不 多 . 其 次 是 Terence Tao 的 认 
真 的 教学 态度 . 他 的 讲述 , 贯穿 严谨、 透彻 的 精神 , 而 其 苦口 婆 心 的 态度 , 分 外 令 人 
感动 . 第 三 , 此 书 是 基于 讲义 写成 的 , 我 赞赏 它 令 人 读 来 感到 亲切 的 风格 . 

王 晨 同志 用 LaTEX 打出 了 全 部 译 稿 , 我 对 她 表示 诚挚 的 感谢 . 

下 面 是 关于 译 法 的 几 点 说 明 . 

1. 关于 人 名 的 译 法 . 生 于 公元 前 , 中 文 译 名 已 统一 的 , 用 中 文 , 例如 : 欧 几 里 得 
( 约 公 元 前 330 年 ~ 约 公 元 前 275 年 ), 阿 基 米 德 (公元 前 287 年 ~ 公元 前 212 年 )， 
等 等 . 不 太 统一 的 则 用 原文 中 的 写法 . 生 于 公元 后 的 , 原则 上 用 原名 , 查 不 到 原名 
的 , 用 原文 中 的 写法 . 

2. 关于 rational number 的 译 法 . 英语 单词 rational 是 “有理” 的 意思 , 类 似 
于 reasonable. 但 作为 number 的 定语 , 应 该 是 ratio 即 比 例 的 意思 , 所 以 rational 
number 应 是 ratio-number 即 比例 数 之 意 . 故 通 篇 译 为 比例 数 , 而 不 是 有 理 数 . 相应 
地 , irrational number 译作 非 比例 数 或 非 比 数 ， 而 不 是 无 理 数 . 

3. 原 书 分 为 两 卷 出 版 , 共 600 多 页 . 中 译本 开本 较 大 , 页 数 较 少 , 把 两 卷 合 并 
出 版 , 原来 的 两 卷 分 别 作为 第 一 部 分 和 第 二 部 分 . 

4. 原 书 用 语 相 当 口 语 化 (例如 常 有 We are done 等 语 ), 读 来 亲切 、 轻 松 . 译文 
尽力 保持 这 种 风格 , 也 许 有 的 句子 译 得 不 一 定 能 准确 表达 原文 的 风格 , 但 相信 和 意思 
不 会 错 . 

5. 正文 编排 的 体例 与 原 书 基本 一 致 . 

请 读者 把 对 于 译 稿 的 任何 意见 用 E-mail 发 给 我 , 地 址 是 : 

wangkyQbnu.edu.cn 


王 昆 扬 于 北京 师范 大 学 
2007 年 12 月 20 日 


献 给 我 的 父母 , 感谢 他 们 所 做 的 一 切 
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此 书 的 材料 来 源 于 2003 年 我 在 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 教授 高 等 本 科 水 平实 分 析 
系列 课程 的 讲义 . 本 科 生 普遍 认为 实 分 析 是 最 难 学 的 课程 之 一 , 这 不 仅 是 由 于 许多 
抽象 概念 (例如 拓扑 、 极限 、 可 测 性 , 等 等 ) 初次 遇 到 , 而 且 也 是 由 于 课程 所 要 求 的 
证 明 的 高 度 严格 性 . 由 于 认识 到 这 个 困难 , 老师 常常 面临 困难 的 选择 , 要 么 降低 课 
程 的 严格 性 水 平 而 使 其 容易 一 些 , 要 么 保持 严格 的 标准 而 去 面 对 众多 学 生 、 甚 至 很 
多 优秀 学 生 在 与 课程 的 材料 进行 艰难 奋斗 时 的 求助 与 企盼 . 

面 对 此 种 困境 , 我 尝试 用 一 种 稍 许 不 同 的 方式 来 处 理 这 门 课程 . 按照 典型 的 方 
式 , 在 实 分 析 中 一 系列 导 引 内 容 是 预先 假定 了 的 , 假定 学 生 已 经 熟知 实数 , 熟知 数 
学 归纳 法 , 熟悉 初等 微 积分 , 并 且 熟 悉 集合 论 的 基础 知识 , 然后 一 下 子 就 进入 课程 
的 核心 内 容 , 例如 极限 概念 . 通常 确实 会 给 进入 课程 的 学 生 轻 描 淡 写 地 展示 一 下 这 
些 预备 性 的 知识 , 但 在 绝 大 多 数 情况 下 , 这 些 材料 都 不 是 认真 地 叙述 的 . 例如 , 极 少 
有 学 生 能 够 真正 地 定义 实数 , 甚或 真正 地 定义 整数 , 尽管 他 们 可 以 直觉 地 想象 这 些 
数字 并 熟练 地 对 它们 进行 代数 运算 . 我 觉得 这 好 像 是 失去 了 一 个 良好 的 机 会 , 在 学 
生 首次 遇 到 的 课程 当中 , 实 分 析 (与 线性 代数 和 抽象 代数 一 样 ) 是 这 样 的 一 门 课 , 人 
们 确实 必须 全 力 抓 住 一 个 真正 严格 的 数学 证 明 的 本 质 . 正 因 如 此 , 这 门 课程 提供 了 
一 个 极 好 的 机 会 去 回顾 数学 的 基础 , 特别 是 提供 了 一 个 做 出 实数 的 真正 精确 的 解释 
的 机 会 . 

于 是 我 这 样 来 安排 这 门 课 . 在 第 一 周 , 我 描述 分 析 中 的 一 些 众所周知 的 “ 悖 论 ”， 
在 这 些 悖 论 中 , 平常 的 算 律 (例如 极限 与 求 和 的 交换 , 或 求 和 与 积分 的 交换 ) 以 不 严 
格 的 方式 加 以 使 用 而 导出 像 0 = 1 那样 的 荒 雇 的 结果 . 这 就 启发 我 们 提出 这 样 的 要 
求 : 回 到 事物 的 开端 , 甚至 回 到 自然 数 的 真正 的 定义 , 并 且 要 求 从 头 检验 全 部 的 基 
础 原理 . 例如 , 第 一 个 习题 就 是 (只 使 用 Peano 公理 ) 验证 自然 数 的 加 法 是 结合 的 
( 即 (a 十 56) 十 c= 二 a 二 (5b+c) 对 于 一 切 自 然 数 a,b,c 成 立 , 见习 题 2.2.1). 那么 , 即使 
是 在 第 一 周 , 学 生 也 必须 使 用 数学 归纳 法 来 写 出 严格 的 证 明 . 当 推 导出 自然 数 的 全 
部 基本 性 质 之 后 , 我 们 就 转向 整数 (其 原始 定义 是 自然 数 的 形式 差 ); 一 旦 学 生 验 证 
了 整数 的 一 切 基本 性 质 , 我 们 就 转向 比例 数 ” (其 原 义 是 整数 的 形式 比 ); 而 后 我 们 
就 (经 由 Cauchy 序列 的 形式 极限 ) 转 到 实数 . 与 此 同时 , 还 要 涉及 集合 论 的 基础 ， 
例如 演示 实数 的 不 可 数 性 . 仅 在 此 后 (大 约 十 讲 之 后 ) 我 们 才 开 始 进入 人 们 通常 认 
为 的 实 分 析 的 核心 内 容 一 一 极限 、 连 续 性 、 可 微 性 , 等 等 . 

对 于 这 种 处 理 方式 的 回应 是 相当 有 趣 的 . 在 最 初 的 几 周 当中 , 学 生 感 觉 所 讲 的 
材料 在 概念 层面 上 非常 容易 , 因为 我 们 只 涉及 平常 的 数 系 的 基本 知识 . 但 在 理性 层 


Qa 原文 rational, 中 文通 常 作 “ 有 理 数 ”. 一 一 译 者 注 


2 前 言 


面 上 , 这 些 材料 却 是 很 具 挑 战 性 的 , 因为 我 们 是 从 基础 的 观点 来 分 析 这 些 数 系 的 , 目 
的 是 从 这 些 数 系 的 较 原 始 的 属性 推导 出 更 进一步 的 事实 . 有 个 学 生 告 诉 我 , 向 他 的 
非 高 等 水 平实 分 析 课 程 的 朋友 们 解释 如 下 事项 是 何等 的 困难 : (a) 为 何 他 依然 在 学 
习 怎 样 证 明 为 什么 一 切 比 例 数 (rational numbers) 要 么 是 正 的 , 要 么 是 负 的 , 要 么 是 
零 (习题 4.2.4), 而 此 时 非 高 等 水 平 的 学 生 已 经 在 区 分 级 数 的 绝对 收敛 和 条 件 收敛 ; 
(b) 尽管 如 此 , 为 什么 他 认为 自己 的 家 庭 作业 比 他 的 朋友 的 作业 显然 要 更 困难 . 另 
一 位 学 生 相 当 兰 恼 地 对 我 说 , 尽管 她 能 够 明显 地 看 到 为 什么 总 可 以 把 自然 数 n 除 
以 一 个 正 整数 g 而 给 出 商 a 和 小 于 g 的 余数 7( 习 题 2.3.5), 她 还 是 很 难 对 此 写 下 一 
个 证 明 . (我 告诉 她 , 在 本 课程 稍 后 , 她 将 必 能 证 明 那 些 不 能 明显 地 看 出 其 真确 性 的 
命题 , 她 好 像 并 不 为 此 而 特别 感到 欣慰 .) 然而 , 这 些 学 生 非 常 喜欢 家 庭 作 业 , 因为 
当 他 们 坚持 下 去 并 获得 对 于 一 个 直觉 的 事实 的 严格 证 明 时 , 在 他 们 的 思想 中 , 规范 
的 数学 的 抽象 处 理 与 他 们 对 数学 的 (以 及 对 于 现实 世界 的 ) 不 规范 的 直觉 之 间 建 立 
起 了 牢固 的 联系 , 这 常 使 他 们 十 分 满意 . 待 到 他 们 被 要 求 给 出 实 分 析 中 令 人 厌恶 的 
“ 挨 普 西 龙 -和合 尔 塔 ” 证 明 时 , 他 们 已 经 有 了 站 释 直觉 并 具有 认识 数理 逻辑 的 精妙 术 
语 (如 区 分 量词 “对 于 一 切 ” 和 量词 “存在 ”) 的 大 量 经 验 , 从 而 使 得 他 们 能 相当 顺 
利 地 过 渡 到 这 种 证 明 , 而 我 们 就 能 非常 精确 地 同时 快速 地 叙述 课程 的 内 容 . 到 了 第 
十 周 , 我 们 就 赶 上 了 非 高 级 班 的 进度 , 学 生 们 就 该 验证 Riemann-Stieltjes 积分 的 变 
量 蔡 换 公 式 并 证 明 逐 段 连续 函数 是 Riemann 可 积 的 了 . 到 第 二 十 周 系列 课程 结束 
时 , 我 们 就 已 (通过 课堂 讲述 及 家 庭 作业 ) 完成 了 Taylor 级 数 和 Fourier 级 数 的 收 
伍 理 论 , 多 元 可 微 函数 的 反 函 数 定理 和 隐 函 数 定理 , 并 建立 了 Lebesgue 积分 的 控制 
收敛 定理 . 

为 了 纳入 这 许多 材料 , 很 多 关键 性 的 基本 结果 都 留 给 学 生 作为 家 庭 作 业 来 证 
明 , 事实 上 这 正 是 本 课程 的 一 个 本 质 精 神 , 旨 在 确保 学 生 真正 理解 所 介绍 给 他 们 的 
那些 概念 . 这 种 处 理 方式 一 直 保持 在 本 书 中 , 大 多 数 习题 是 证 明 课 文中 的 引 理 、 命 
题 和 定理 . 如 果 希 望 使 用 这 本 书 来 学 习 实 分 析 的 话 , 那么 我 确实 强烈 建议 做 尽 可 能 
多 的 习题 , 也 包括 那些 证 明 “ 明 显 的 ”命题 的 习题 . 这 决 不 是 一 门 只 经 单纯 阅读 就 
可 轻易 理解 其 精妙 之 处 的 课程 . 多 数 章节 都 配 有 一 些 习 题 , 列 于 各 节 的 末尾 . 

对 于 专业 数学 工作 者 来 说 , 此 书 的 进度 可 能 像 是 有 些 慢 , 特别 是 在 最 初 几 章 , 其 
中 着 重 强调 严格 性 (除了 那些 明确 标明 是 “ 非 正 式 的 ”讨论 之 外 ), 并 强调 对 于 许多 
平常 作为 不 证 自明 而 迅速 通过 的 步骤 给 予 理 性 的 证 明 . 最 初 几 章 中 对 于 平常 的 数 
系 (通过 令 人 生 厌 的 论证 ) 建立 了 很 多 “明显 的 ” 性质, 例如 两 个 正 的 实数 的 和 还 是 
正 的 (习题 5.4.1), 或 者 给 定 两 个 不 同 的 实数 , 必 可 找到 一 个 介 于 它们 之 间 的 比例 数 
(习题 5.4.5). 在 这 几 个 黄 基 性 的 篇 章 中 , 同样 也 对 于 非 循 环 论证 进行 了 强调 一 一 
不 可 使 用 后 面 的 更 进一步 的 结果 去 证 明 早先 的 更 原始 的 结果 . 特别 是 , 通常 的 代数 
算 律 在 推导 出 来 之 前 不 予 使 用 (而 且 这 些 算 律 必须 分 别 对 于 自然 数 、 整 数 、 比 例 数 


以 及 实数 进行 推导 ). 这 样 做 的 理由 是 , 它 能 使 学 生 学 会 在 数 系 的 和 谐 的 直觉 的 背 
景 上 , 从 有 限 的 假定 出 发 演绎 出 真确 的 事实 这 种 抽象 说 理 的 艺术 ; 此 种 实践 的 报 偿 ， 
其 后 当 必 须 以 同类 说 理 技巧 去 处 理 更 进一步 的 概念 (例如 Lebesgue 积分 ) 时 就 会 
兑现 . 

由 于 此 书 是 由 我 关于 此 课题 的 讲义 引伸 出 来 的 , 因而 带 有 强烈 的 教学 色彩 ; 很 
多 关键 性 的 材料 都 包含 在 习题 中 , 并 且 在 很 多 情况 下 我 选择 给 出 较 长 的 元 烦 的 然而 
是 构造 性 的 证 明 , 而 不 选取 巧妙 的 抽象 的 证 明 . 在 更 深 的 课本 中 , 学 生 会 看 到 这 些 
材料 的 更 简短 的 、 概 念 上 更 为 凝练 的 处 理 , 那样 做 比 起 严格 性 来 要 更 加 强调 直觉 ; 
但 我 觉得 , 为 了 真正 懂得 研究 生 层 次 或 更 高 层次 的 处 理 分 析 学 的 更 现代 的 、 直观 的 
和 抽象 的 手段 , 首先 了 解 如 何 严 格 地 及 “手工 地 ”做 分 析 是 很 重要 的 . 

此 书 中 的 叙述 十 分 强调 严格 性 及 形式 化 , 但 这 并 不 是 说 基于 此 书 的 讲课 必须 遵 
循 同样 的 方式 . 实际 上 在 我 自己 的 教学 中 , 我 曾 用 课堂 上 的 时 间 来 揭示 隐 于 概念 之 
后 的 直观 形象 ( 画 很 多 非 规范 的 图 形 并 举例 )， 从 而 给 课文 中 的 正式 表示 提供 一 个 
补充 的 观点 .作为 家 庭 作业 而 设置 的 习题 在 概念 和 直观 形象 之 间 提 供 了 本 质 的 桥 
梁 , 要 求学 生 把 直观 与 形式 理解 两 者 结合 起 来 , 以 做 出 对 一 个 问题 的 正确 证 明 . 我 
发 现 对 于 学 生来 说 , 这 是 最 困难 的 工作 , 因为 它 要 求 对 所 学 内 容 的 真确 理解 而 不 只 
是 记 住 或 含混 不 清 地 吸收 . 然而 我 从 学 生 那 里 得 到 的 反馈 是 , 由 于 上 述 缘故 家 庭 作 
业 是 非常 必要 的 , 同时 也 是 非常 有 益处 的 , 因为 这 些 作 业 使 他 们 把 相当 抽象 的 数学 
的 形式 处 理 与 他 们 对 于 譬如 数 、 集 合 以 及 函数 等 基本 概念 的 天 然 的 直觉 联系 了 起 
来 . 当然 , 为 达成 这 种 联系 , 一 个 好 的 助教 的 帮助 是 非常 宝贵 的 . 

至 于 基于 此 书 的 课程 的 考试 , 我 建议 或 者 采用 可 以 看 书 或 笔记 的 开卷 方式 , 以 
与 课本 中 的 习题 类 似 的 题目 (但 宜 更 短 , 别 设置 不 常见 的 圈套 ) 来 考试 , 或 者 采用 回 
家 作答 方式 , 以 比 课本 的 习题 更 难 的 题目 进行 考试 . 课程 的 题材 实在 太 宽泛 了 , 以 
致 没 法 强迫 学 生 记 住 那些 定义 和 定理 , 所 以 我 不 赞成 闭卷 考试 , 也 不 赞成 基于 对 书 
本 的 反刍 式 的 压缩 所 做 的 考试 . (实际 上 , 在 我 自己 的 考试 中 我 总 是 附 上 一 纸 , 列 出 
与 考题 相关 的 关键 性 的 定义 和 定理 .) 使 考试 类 似 于 课程 所 设置 的 家 庭 作 业 , 将 同 
时 有 助 于 启发 学 生 尽 可 能 认真 地 复习 和 理解 他 们 的 家 庭 作业 中 的 问题 (相对 于 使 
用 卡片 或 其 他 此 类 手段 来 死记 材料 而 言 ), 这 不 仅 对 于 考试 , 而 且 对 于 一 般 地 做 数学 
都 是 一 个 好 的 准备 . 

此 书 中 的 某 些 材料 对 于 主题 而 言 不 是 很 本 质 的 ， 若 时 间 不 够 则 可 删 去 ， 例 如 ， 
对 于 分 析 学 而 言 , 集合 论 并 不 像 数 系 那么 基本 , 关于 集合 论 的 两 章 (第 3 章 和 第 8 
章 ) 可 以 不 太 严 格 地 较 快 地 通过 , 或 者 作为 阅读 材料 . 关于 逻辑 学 以 及 十 进 制 系 统 
的 附录 原本 就 是 可 选 的 或 补充 的 阅读 材料 , 大 概 不 必 在 课堂 上 讲授 ; 关于 逻辑 学 的 
附录 特别 适合 于 配合 最 初 几 章 同时 阅读 . 还 有 第 16 章 (关于 Fourier 级 数 ) 在 课文 
的 其 他 地 方 用 不 到 , 因此 可 以 删 去 . 


由 于 篇 幅 的 缘故 , 此 书 分 成 两 卷 ?. 第 一 卷 稍 长 , 但 若 删 去 或 削减 一 些 非 本 质 的 
材料 , 则 可 用 大 约 三 十 讲 完成 . 第 二 卷 不 时 地 涉及 第 1 卷 , 但 也 可 以 给 从 别处 学 完 
分 析 学 初等 课程 的 学 生 讲授 . 此 卷 也 用 大 约 三 十 讲 完成 . 

对 于 我 的 学 生 , 其 通过 了 实 分 析 的 整个 课程 , 更 正 了 赖 以 编 成 此 书 的 讲稿 中 的 
若干 错误 , 并 给 予 了 其 他 的 有 价值 的 反馈 者 , 谨 表 深 深 的 感谢 . 我 也 非常 感谢 很 多 
对 本 书 作 出 更 正 并 提出 很 多 重要 改进 意见 的 匿名 的 评论 者 . 


和 陶 哲 轩 


@ 中 译本 将 两 卷 合 为 一 本 出 版 . 一 一 编者 注 
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第 1 章 引 论 


81.1 ”什么 是 分 析 学 


本 书 是 对 于 实 分 析 的 一 个 高 等 本 科 水 平 的 介绍 . 实 分 析 指 的 是 : 实数 的 分 析 、 
实数 序列 和 实数 级 数 的 分 析 以 及 实 值 函数 的 分 析 . 与 实 分 析 相 关 却 又 不 同 的 有 复 分 
析 、 调 和 分 析 以 及 泛 函 分 析 等 . 复 分 析 指 的 是 : 复数 的 分 析 及 复 函 数 的 分 析 . 调和 
分 析 涉 及 对 于 调和 (振动 ) 如 正弦 振动 的 分 析 , 以 及 这 些 振动 如 何 经 由 Fourier 变换 
合成 其 他 函数 . 泛 函 分 析 则 重点 聚焦 于 函数 (以 及 它们 怎样 构成 如 向 量 空间 之 类 的 
东西 ). 分 析 学 是 对 这 些 对 象 进行 严格 研究 的 学 科 , 它 着 重 于 尽力 明白 、 准确 地 弄 清 
这 些 对 象 的 定性 的 和 定量 的 性 状 . 实 分 析 是 微 积 分 的 理论 基础 , 而 微 积分 是 人 们 用 
以 处 理 函 数 的 那些 计算 规则 的 汇集 . : 

本 书 中 我 们 将 研究 许多 你 从 初等 微 积分 中 熟知 的 对 象 : 数 、 序 列 、 级 数 、 极 限 、 
函数 、 定 积分 、 导 数 等 . 你 已 经 具有 大 量 的 对 于 这 些 对 象 进行 计算 的 经 验 , 但 此 处 
我 们 将 更 多 地 集中 于 这 些 对 象 的 基础 理论 . 我 们 将 涉及 如 下 的 一 些 问题 : 

1. 什么 是 实数 ? 有 没有 最 大 的 实数 ? 在 0 之 后 ,“ 接 下 去 的 ”实数 是 什么 ?( 也 
就 是 说 最 小 的 正 实数 是 什么 ?) 你 能 不 能 把 一 个 实数 分 成 无 限 多 份 ? 为 什么 像 2 这 
样 的 数 具 有 平方 根 , 而 像 -2 这 样 的 数 就 没有 ? 如 果 存 在 无 限 多 个 实数 也 存在 无 限 
多 个 比例 数 , 那么 , 实数 比比 例 数 “更 多 ”这 话 从 何 谈 起 ? 

2. 怎样 取 一 个 实数 序列 的 极限 ? 哪些 序列 有 极限 而 哪些 没有 ? 如 果 你 可 以 制 
止 一 个 序列 跑 向 无 穷 , 这 是 否 意味 着 此 序列 终究 会 停止 变化 而 收敛 ? 你 能 把 无 限 多 
个 实数 都 加 起 来 而 仍 得 到 一 个 有 限 的 实数 吗 ? 你 能 把 无 限 多 个 比例 数 加 在 一 起 而 
终止 于 一 个 非 比 例 数 吗 ? 如 果 你 重新 排列 一 个 具有 无 限 和 的 级 数 的 元 素 , 所 得 到 的 
和 依然 一 样 吗 ? 

3. 什么 是 函数 ? 说 一 个 函数 连续 指 的 是 什么 ? 可 微 指 的 是 什么 ? 可 积 指 什么 ? 
有 界 指 什么 ? 你 能 把 无 限 多 个 函数 加 在 一 起 吗 ? 取 函 数 序列 的 极限 是 什么 意思 ? 
你 会 微分 一 个 函数 的 无 限 级 数 吗 ? 求 积 分 是 什么 意思 ? 如 果 函 数 f(z) 当 z = 0 时 
取 值 3 而 当 z = 1 时 取 值 5( 即 f(0) =3 且 f(1) = 5), 那么 当 z 在 0 和 1 之 间 走 
动 时 , 它 必 须 取 到 介 于 3 和 5 之 间 的 每 个 中 间 值 吗 ? 为 什么 ? 

根据 你 的 微 积 分 知识 , 你 可 能 已 经 知道 如 何 回答 其 中 的 一 些 问题 , 不 过 这 些 东 
西 对 于 微 积分 课程 来 说 大 体 上 只 是 第 二 位 重要 的 . 那里 所 强调 的 是 使 你 实施 计算 ， 
例如 计算 zsinz2 从 z=0 到 z=1 的 积分 . 但 既然 你 熟悉 这 些 对 象 并 已 知道 如 何 
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进行 各 种 计算 , 我 们 就 要 回 到 理论 , 并 力图 真正 理解 所 发 生 的 事情 . 


81.2 ”为 什么 要 做 分 析 


谈 到 分 析 , 一 个 合情合理 的 问题 是 问 “ 为 什么 做 分 析 ?”. 了 解 事情 为 何 起 作用 ， 
在 一 定 的 哲学 意义 上 是 件 乐 事 . 但 一 个 务实 的 人 或 许 会 争辩 说 , 人 们 只 需要 知道 对 
于 处 理 现实 生活 问题 , 事情 怎样 起 作用 就 够 了 . 你 在 入 门 课程 中 接受 的 微 积 分 训练 
肯定 使 你 能 初步 解决 许多 物理 、 化 学 、 和 生物、 经济 、 计算 机 科学 、 金融 、 工程 或 其 他 
某 些 你 终身 要 从 事 的 行业 中 的 问题 你 肯定 会 使 用 链 式 法 则 , L'H6pital 法 则 或 
分 部 积分 等 诸如 此 类 的 法 则 , 而 不 知道 这 些 法 则 为 何 起 作用 , 或 者 不 知道 对 于 这 些 
法 则 是 否 有 什么 例外 之 处 . 但 是 , 如 果 使 用 法 则 时 不 知道 这 些 法 则 是 从 何 而 来 , 对 
它们 的 使 用 有 何 限制 , 那么 就 可 能 产生 麻烦 . 让 我 举 一 些 熟 知 的 法 则 的 例子 来 说 明 ， 
如 果 不 知 其 分 析 基 础 而 滥用 就 可 能 导致 灾难 . 

例 1.2.1( 用 替 相 除 ) ”此 事 你 很 熟悉 : 消去 律 cc = bc 一 > a =b, 当 c=0 时 不 
成 立 . 例如 , 等 式 1 x 0 = 2 x 0 成 立 , 但 若 盲目 把 0 消去 就 得 到 1 = 2, 这 不 成 立 . 
在 这 种 情况 下 , 显然 是 做 了 用 零 相 除 之 事 , 但 在 其 他 情况 下 , 事情 可 能 更 为 隐蔽 . 

例 1.2.2( 发 散 级 数 ) ”你 大 概 见 过 像 下 面 的 无 穷 和 

es 
2 4 8 16 
那样 的 几何 级 数 . 你 也 大 概 见 过 求 此 级 数 的 和 的 下 述 花 招 : 如 果 把 级 数 的 和 叫 作 
5, 然后 两 边 通 乘 以 2, 就 得 到 
28 =2+1+3+3+3+..=2+18 
于 是 5 = 2, 从 而 级 数 的 和 是 2. 但 是 , 如 果 你 对 级 数 


S=1+2+4+8+16+… 
使 用 同样 的 花招 , 就 得 荡 诬 的 结果 
25=2+4+8+16+.…=5S-1 二 5=-l. 


于 是 , 同一 个 理由 证 明了 1 十 当 十 十 寺 十 … = 二 2 并 给 出 了 1 十 2 十 4 十 8 十 … 二 一 1. 
为 什么 我 们 相信 第 一 个 等 式 而 不 相信 第 二 个 ? 一 个 类 似 的 例子 是 级 数 


9 == 全 =1 2: 


可 以 写成 
S=1-(1-1+1-1+:…)=1-5, 
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从 而 5 =3; 亦 或 可 以 写成 
S$S=(1-1)+(-D+{-1)+=040404...， 

从 而 5 = 0; 甚或 可 以 写成 
93=1+(-1+1) 二 +(-1+1) 十 :一 1 二 0 二 0 十 ， 


从 而 5 = 1. 哪个 是 正确 的 ?( 答 案 见习 题 7.2.1.) 
例 1.2.3( 发 散 序列 ) ”上 面 的 例子 有 个 小 小 的 变形 . 设 z 是 实数 并 设 工 是 极 
限 
[= 
改换 变 元 n = m 十 1, 得 


L= lim ztl= lim zxzm 一 zz lim 2zm. 
7 十 1 一 cc 1 十 1 一 co 7 十 1 一 co 


但 车 m 十 1 一 00, 则 mm 一 o0, 故 


lim Zz™= lim ”= lim zx”=L, 
?0 十 1 一 oo 7 一 Do 有 一 CC 
LL=L. 


到 此 , 我 们 可 以 消去 工 并 断定 对 于 任何 一 个 实数 z 都 有 x = 1, 这 是 荒 廖 的 . 但 
是 , 由 于 已 经 知道 用 零 相 除 的 问题 , 我 们 可 以 稍微 聪明 一 点 而 将 上 面 的 结论 代 以 断 
言 或 者 z = 1, 或 者 L = 0. 特别 地 , 我 们 似乎 证 明了 
lim 2”=0 对 于 一 切 z 关 1. 

但 是 如 果 将 其 用 于 特定 的 z 的 值 的 话 , 这 个 结论 也 是 荒 廖 的 . 例如, 用 于 特殊 情形 
2 = 2, 我 们 就 会 断言 序列 1,2,4,8,…… 收敛 到 零 , 而 用 于 特殊 情形 z = -1, 将 断 
言 序列 1, 一 1,1, 一 1,… 也 收敛 到 零 . 这 些 结论 都 是 荒 雇 的 上述 论证 有 什么 问题 
呢 ?( 答 案 见 习题 6.3.4.) 


例 1.2.4( 函 数 的 极限 值 ) ”从 表达 式 lim sinz 开始 , 作 变 量 替换 z = y++n 并 
回顾 sin(y + r) = 一 siny 就 得 到 


Jim sinz 一 im sin(y 十 工 ) = im (一 siny) = — ,lim siny. 
由 于 lim sinz = lim siny, 那么 我 们 得 到 
IT 一 co 4 一 co 


lim sinz 三 一 lim sinz, 
并 一 OO 立 一 Do 
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从 而 


Jim inz = 0 
然后 , 若 作 变量 替换 x = # 一 z 并 回 到 sin(# 一 z) = cos z, 我 们 就 断言 
lim cosz = 0， 
把 这 两 个 极限 都 进行 平方 并 相 加 之 , 我 们 见 到 
im (sin2z 十 cos2z) = 02 十 02 = 0. 
另 一 方面 , 我 们 有 sin2 rz + cos2z = 1 对 于 一 切 zx 成立. 于 是 就 得 到 1 = 0! 此 处 困 


难 是 什么 ? 
例 1.2.5( 交 换 求 和 次 序 ) ”考虑 下 述 算术 事实 考虑 一 个 任意 的 数字 和 矩 阵 , 例 


1 2 3 
4 5 6 
7 8 .29 


并 计算 它 的 各 行 的 和 以 及 各 列 的 和 , 然后 把 全 部 行 和 加 起 来 , 也 把 全 部 列 和 加 起 来 . 
我 们 将 得 到 同一 个 数 一 一 就 是 矩阵 的 全 体 元 素 的 和 : 


1 2 3 6 
4 5 6 15 
7 8 9 24 
12 15 18 45 


用 另 一 个 方式 来 说 , 如 果 你 要 把 一 个 m x n 和 矩阵 的 全 体 元 素 都 加 起 来 , 你 先 把 每 行 
加 起 来 或 先 把 每 列 加 起 来 都 没关系 , 最 后 总 得 到 同一 答 数 . (在 计算 机 发 明之 前 , 会 
计 师 及 记 账 人 员 就 用 这 个 事实 来 避免 他 们 账本 上 的 差错 .) 用 级 数 的 记号 , 这 个 事实 


表示 为 
D0 = D2 ai 
i=1 j=1 j=1 i=1 
如 果 ai 代表 和 矩阵 中 第 i 行 第 ; 列 的 元 素 的 话 . 
现在 我 们 可 能 认为 这 个 法 则 应 该 容易 地 推广 到 无 限 级 数 : 


Oo Do 


DY) Yo 


i=1 j=1 j=1 i=1 


81.2 为 什么 要 做 分 析 7 


实际 上 , 如 果 在 你 的 工作 中 常常 用 到 无 限 级 数 , 你 就 会 发 现 自己 常 是 这 样 来 求 和 的 . 
用 男 一 种 方式 来 叙述 这 一 事实 就 是 , 在 一 个 无 限 和 矩阵 中 , 行 和 之 和 等 于 列 和 之 和 . 但 
是 , 不 管 这 个 命题 多 么 有 道理 , 它 却 实际 上 是 错误 的 ! 举 一 个 反例 : 


1 0 0..0 
= ,0.07 wi 
0 
.| 


如 果 你 把 每 一 行 加 起 来 , 再 把 全 部 行 和 加 起 来 , 你 就 得 1; 但 如 果 你 把 每 一 列 加 起 
来 , 再 把 全 部 列 和 加 起 来 , 你 就 得 0! 那么 , 这 是 不 是 意味 着 对 无 限 级 数 求 和 时 不 可 
换 序 , 而 任何 使 用 此 类 换 序 的 论述 都 是 不 可 信 的 ?( 答 案 见 定理 8.2.2.) 

例 1.2.6( 积 分 换 序 ) ”积分 换 序 是 数学 中 常用 的 技巧 , 就 像 求 和 换 序 一 样 . 假 
设 要 计算 曲面 z = f(z,y) 之 下 的 体积 (我 们 暂且 略 去 积分 限 ), 可 以 平行 于 > 轴 作 
切割 : 对 于 每 个 固定 的 y 值 , 我 们 可 以 计算 出 一 个 面积 /f(z,y)dz, 然后 我 们 把 以 
y 为 变 元 的 面积 积分 得 到 体积 


V= /fse, y) dzdy. 


另外 , 我 们 也 可 以 对 于 每 个 固定 的 > 平行 于 y 轴 作 切割 而 算出 一 个 面积 1 /Atz,y)dy， 
然后 在 z 轴 上 积分 得 
V= // f(x,y) dydz. 


这 好 像 是 说 应 该 总 能 交换 积分 号 : 


/sray = {f fa, avaz. 


而 实际 上 , 人 们 常常 要 交换 积分 号 , 因为 有 时 对 一 个 变 元 先 积 分 比 对 另 一 个 变 元 先 
积分 更 为 容易 . 但 是 , 正 像 无 限 和 有 时 不 可 换 序 一 样 , 积分 换 序 有 时 也 是 危险 的 . 对 
于 函数 e-"Y - zye-*yY 的 积分 就 是 一 个 例子 . 假如 我 们 相信 可 对 这 些 积 分 换 序 : 


co rl 1 poo 
人 小 (eyY 一 rye *Y) dydz = / (e "7 — rye zy) dzdy. 
0 Jo 0 Jo 


y=1 


由 于 


1 
站 (e YY — zye VY)dy= ye Y 
0 


一 e ， 


y=0 
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左 端 就 是 /”e-”dz = -ez|。= 1. 但 是 由 于 
入 (e YY— zye 5) dz 一 Te 2 > = 0, 
0 z=0 
右 端 则 为 万 0dz = 0. 显然 1 和 0, 所 以 一 定 有 什么 地 方 出 错 了 , 但 是 除了 我 们 交换 
积分 次 序 这 一 步骤 之 外 , 你 哪儿 也 找 不 出 错 来 . 那么 我 们 怎样 才能 知道 何 时 可 以 相 
信 积 分 换 序 ?( 部 分 答案 见 定理 19.5.1.) 
例 1.2.7( 极 限 换 序 ) ”假设 我 们 处 理 看 上 去 可 信 的 命题 


2 2 


I :> I 
ri (1 
但 是 我 们 有 
2 2Z2 
lim 一 一 一 一 一 一 ”一 1， 


y 一 0272 十 y2 72+02 
从 而 (1.1) 的 左 端 为 1, 另 一 方面 我 们 有 
让 
z20 pr 0+ 
从 而 (1.1) 的 右 端 为 0. 由 于 1 显然 不 等 于 0, 这 表明 交换 极限 次 序 是 不 值得 相信 
的 . 然而 是 否 有 其 他 情况 使 得 交换 极限 次 序 成 为 合理 的 ?( 部 分 答案 见习 题 13.2.9.) 
例 1.2.8( 再 谈 极限 换 序 ) ”考虑 看 似 可 信 的 命题 


lim lim Bs = lim lim rz” 


一 1 一 nn co rz 一 1 
其 中 记号 z 一 1- 指 的 是 > 从 左边 趋 于 1. 当 z 在 1 的 左边 时 lim z" = 0 从 而 左 
端 是 零 . 但 对 于 一 切 n 我 们 有 im 2"=1, 从 而 右 端的 极限 是 1. 这 是 否 表明 这 类 
极限 换 序 总 是 不 可 信 的 ?( 答 案 名 命题 14.3.3.) 
例 1.2.9( 极 限 和 积分 交换 次 序 ) ”对 于 任 一 实数 y, 我 们 有 


Ed 1 n n 
一 一 dz 一 arctan(z — y) = 上 C2) 三 元 : 


一 Co 1+ (Zz a y)? = 


令 y 一 o0 取 极 限 , 我 们 好 像 应 该 得 到 
站 1 9 1 
A lim, IC 二 yz dz = Lim 1+(r—y) 二 人 z 加 y)2 dz 二 


但 是 对 于 每 个 z, 我 人 有 lim Treo = 0， 那么 我 们 好 像 作出 了 0 = x 的 结论 


十 (YZ 一 Y 


以 上 的 论述 有 什么 问题 ? 是 不 是 应 该 抛弃 (非常 有 用 的 ) 交换 极限 和 积分 次 序 的 技 
巧 ?( 部 分 答案 见 定 理 14.6.1.) 
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例 1.2.10( 极 限 和 求 导 换 序 ) ”考察 当 s > 0 时 


d Z3 3z2(e2 + 22) 一 274 
dr \s2 二 Z2/ (e2 + 22)2 
= 0. 


2:( Zz3 ) 
dz \s2 十 Z2 /| -0 


令 ce 一 0 取 极 限 (上 式 右边 极限 显然 为 0), 可 能 有 人 会 因而 期 望 
=0. 


a 
dz 0 十 22 a 


但 左 端 是 苇 z = 1. 这 是 否 意味 着 交换 极限 和 求 导 的 次 序 总 是 错误 的 ?( 答 案 见 定理 
14.7.1.) 

例 1.2.11( 交 换 求 导 次 序 ) ” 设 f(z,y) 是 函数 f(z,y) := 5 六 .9 分 析 学 中 的 
一 个 通用 的 技巧 是 交换 两 个 偏 导数 的 次 序 , 于 是 期 望 得 到 


of 02f 


特别 地 


但 根据 商法 则 有 
of 和 3zy” 27y 
WT Rt +) 
特别 地 of 9 
Br pr ek el 
于 是 pp 
Bz (0 0) = 
另 一 方面 , 仍 根据 商法 则 
of _ 2z2y? 
Fra nl 未 让 天 例证 方 首 
从 而 这 i 
天 (0 = 人 es v4 二 Y. 
于 是 ; 
Of (0,0) 兰 汪 


OyoOz 


@ 你 可 能 提出 异议 说 此 函数 在 (z,y) = (0, 0) 无 定义 , 但 车 置 f(0, 0) := 0, 则 此 函数 成 为 在 一 切 
(z,y) 处 都 连续 且 可 微 的 , 并 且 事实 上 两 个 偏 导 函 数 祭 , 引 也 在 一 切 (z,vy) 处 连续 且 可 微 . 
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由 于 1 六 0, 所 以 我 们 好 像 证 明了 求 导 换 序 是 不 可 信 的 . 但 是 有 没有 其 他 情况 使 得 
求 导 换 序 是 合理 可 行 的 ?( 定 理 17.5.4 和 习题 17.5.1 给 出 了 一 些 回 答 .) 
例 1.2.12(L’"H6pital 法 则 ) ”我 们 都 熟悉 简洁 优美 的 L'H6pital 法 则 
f(z) _ 1 元 人 ) 


lim 一 一 一 
a0, gs) 一 2 


但 若 用 之 不 当 , 仍 可 导致 不 正确 的 结果 . 例如 , 使 用 此 法 则 于 f(z) := z，9(z) := 1+z 
以 及 zo = 0, 我 们 将 得 到 


. 1 
lm Tz = imi = 


但 这 是 不 正确 的 答案 , 因为 lim i 生 = 5 = 0. 当然, 这 里 所 发 生 的 是 L Hopital 
法 则 只 可 用 于 当 z 一 zo 时 f 加 和 9(z) 两 者 都 趋 于 零 , 而 上 例 中 有 一 个 条 件 被 违 
背 了 . 然而 即使 当 z 一 zo 时 f(z) 和 g(z) 都 趋 于 零 , 仍然 可 能 产生 错误 的 结果 . 例 
如 , 考虑 极限 


lim 2 sin(z 一 ) 
当 z 一 0 时 分 子 和 分 母 都 趋 于 零 , 于 是 好 像 十 分 保险 地 可 以 使 用 L'Hapital 法 则 求 
得 
1 Z2sin(z-) ]i 2z sin(z-4) 一 4z-3 cos(z-4) 
= lim 2zsin(z-4) 一 lim 47-3 cos(z-4). 


第 一 个 极限 根据 挤 压 判别 法 而 收敛 到 零 (由 于 函数 2zsin(z-4) 上 界 于 2|z| 且 下 界 
于 -2|zl, 两 者 当 z 一 0 都 趋 于 0). 但 第 二 个 极限 发 散 (因为 当 x 一 0 时 z-3 趋 于 
无 限 , cos(z-4) 不 趋 于 零 ). 所 以 极限 


lim 27x sin(z-4) -4 cos(z-4) 

发 散 . 那么 人 们 可 能 用 L'H6pital 法 则 判定 lim Wt 也 发 散 , 但 是 我 们 可 以 明 
白地 把 此 极限 重 写 为 lim b Tsin(z™4), 再 次 使 用 挤 压 判别 法 便 知 此 极限 当 z 一 0 时 
收敛 到 零 . 这 并 不 表明 1 THapital 法 则 是 不 可 信 的 (此 法 则 确实 是 相当 严格 的 ; 见 
$10.5), 不 过 使 用 时 还 需 小 心 . 

例 1.2.13( 作 为 极限 的 长 度 ) ” 当 你 学 习 积分 , 了解 它 是 如 何 联系 于 一 条 曲线 
下 方 的 面积 时 , 大 概 会 给 你 演示 某 种 图 形 , 在 这 些 图 上 , 曲线 下 的 面积 是 由 一 束 拢 形 
来 近似 的 , 而 面积 则 作为 Riemann 和 给 出 , 然后 怎么 样 一 “ 取 极 限 ” 就 把 Riemann 
和 换 成 了 积分 , 然后 就 假定 这 个 积分 相当 于 是 曲线 下 的 真实 面积 . 或 许 紧 接着 你 就 
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学 会 了 如 何 用 类 似 的 方法 来 计算 曲线 的 长 度 -一 用 一 东 线 段 来 近似 曲线 , 计算 出 
全 部 线段 的 总 长 度 , 然后 再 取 极 限 看 你 得 到 什么 . 

然而 现在 应 该 不 会 奇怪 , 如 果 这 种 方法 使 用 不 当 , 也 能 导致 荒 雇 的 结果 . 考虑 
顶点 为 (0,0), (1,0) 和 (0,1) 的 直角 三 角形 , 并 假定 我 们 要 计算 此 三 角形 斜 边 的 长 
度 . 毕 达 哥 拉 斯 定理 告诉 我 们 此 斜 边 的 长 度 是 V3, 但 假定 由 于 某 种 缘故 我 们 不 知 
道 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 而 要 用 微 积分 的 方法 来 计算 此 长 度 . 好 , 一 种 方法 就 是 用 水 平 
的 边 和 竖 直 的 边 来 近似 斜 边 . 取 一 个 很 大 的 数 N, 并 用 一 个 由 N 个 等 长 的 水 平 边 
的 “梯子 ” 近似 此 斜 边 , 并 把 梯子 的 N 个 竖 直 边 也 更 换 得 具有 相同 的 长 度 . 很 明显 ， 
这 些 边 的 长 度 都 是 方 , 从 而 梯子 的 总 长 度 为 久 = 2. 如 果 让 N 趋 于 无 限 而 取 极 
限 , 梯子 明显 地 接近 斜 边 , 从 而 作为 极限 我 们 应 该 得 到 斜 边 的 长 . 但 是 , 当 N 一 oo 
时 , 从 的 极限 是 2 而 不 是 V2, 这 样 我 们 就 得 到 斜 边 长 度 的 一 个 不 正确 的 值 . 这 是 
怎么 发 生 的 ? 

你 在 本 书 中 学 的 分 析 学 将 帮助 你 解决 这 些 问题 , 并 使 你 知道 什么 时 候 这 些 法 则 
(或 者 另 一 些 法 则 ) 是 适用 的 , 而 什么 时 候 它 们 是 不 适用 的 , 从 而 把 这 些 法 则 的 有 益 
的 应 用 与 廖 误 隔离 开 . 这 就 能 避免 你 犯错 误 , 并 帮助 你 把 这 些 法 则 应 用 到 更 广阔 的 
领域 中 . 进而 , 一 旦 你 学 习 了 分 析 , 你 就 会 建立 起 “分 析 的 思考 方式 ”, 它 将 在 你 接 
触 到 任何 新 的 数学 法 则 时 , 或 当 处 理 标 准 的 法 则 不 能 完全 处 理 的 情形 时 , 为 你 提供 
帮助 . 例如 , 如 果 你 的 函数 是 复 值 的 而 不 是 实 值 的 , 情况 当 如 何 ? 如 果 要 处 理 球面 上 
的 问题 而 不 是 平面 上 的 问题 , 情况 当 如 何 ? 如 果 你 的 函数 不 是 连续 的 , 取而代之 为 
如 方形 波 或 5 函数 之 类 的 东西 , 情况 当 如 何 ? 如 果 你 的 函数 , 或 积分 限 , 或 求 和 限 
偶尔 成 为 无 限 的 , 情况 当 如 何 ? 你 将 建立 起 这 样 的 意识 , 为 什么 数学 中 的 一 个 法 则 
(例如 链 式 法 则 ) 有 效 , 如 何 将 它 应 用 于 新 的 情形 , 使 它 成 立 的 限制 条 件 (如 果 有 的 
话 ) 是 什么 ; 这 将 使 你 能 够 更 自信 地 并 正确 地 使 用 你 已 学 到 的 数学 知识 . 
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在 本 书 中 , 我 们 将 复习 你 在 高 级 中 学 以 及 在 初等 微 积分 课程 中 学 到 的 材料 , 但 
却 是 尽 可 能 严格 地 去 做 . 为 此 我 们 将 不 得 不 从 最 基本 的 地 方 开 始 一 一 事实 上 , 我 们 
要 回 到 数 的 概念 以 及 数 有 哪些 基本 性 质 . 当然 , 你 已 经 与 数 打 了 十 多 年 交道 了 , 而 
且 你 知道 如 何 按照 代数 法 则 来 化 简 任 何 数 的 表达 式 , 但 是 我 们 现在 要 处 理 一 个 更 基 
本 的 事情 , 那 就 是 : 为 什么 这 些 代 数 法 则 总 有 效力 ? 例如 , 为 什么 对 于 任何 三 个 数 
a, b,c, 表达 式 a(8+ec) 等 于 ao8+ac 总 是 真确 的 ? 这 不 是 一 个 任意 选择 的 法 则 , 它 可 
以 由 数 系 的 更 为 原始 的 也 更 为 基本 的 性 质 来 证 明 . 这 将 教 给 你 一 个 新 技术 一 一 如 
何 用 更 简单 的 性 质 来 证 明 复 杂 的 性 质 . 你 会 发 现 , 即使 一 个 命题 可 能 是 “明显 的 ”， 
它 却 可 能 不 是 易于 证 明 的 , 这 里 的 材料 将 给 你 充分 的 实践 去 做 这 样 的 事 , 并 且 逐 步 
引导 你 去 思考 为 什么 一 个 明显 的 命题 的 确 是 明显 的 . 这 里 你 要 特别 地 学 到 的 一 个 
技术 是 使 用 数学 归纳 法 , 这 是 在 数学 的 许多 领域 中 证 明 事 情 的 一 个 基本 工具 . 


所 以 在 最 初 几 章 中 , 我 们 将 让 你 再 认识 一 下 实 分 析 中 用 到 的 各 种 数 系 . 按照 复 
杂 性 递增 的 次 序 , 它们 是 自然 数 系 NN、 整数 系 ZZ、 比例 数 系 Q 以 及 实数 系 及 (还 有 其 
他 数 系 , 如 复数 系 C, 但 直到 815.6, 我 们 都 不 研究 这 些 数 系 ). 自然 数 系 {0, 1, 2, 3,………} 
是 最 原始 的 数 系 , 但 自然 数 被 用 来 构 作 整数 , 整数 再 被 用 来 构 作 比例 数 . 更 进一步 ， 
比例 数 被 用 来 构 作 实数 , 实数 再 被 用 来 构 作 复 数 . 于 是 , 要 想 从 最 原始 处 开始 , 我 们 
必须 考察 自然 数 . 我 们 将 考虑 下 述 问题 : 人 们 是 怎样 实际 定义 自然 数 的 ?( 这 与 怎 
样 使 用 自然 数 是 非常 不 同 的 问题 . 使 用 自然 数 当然 是 你 十 分 了 解 的 事情 . 这 就 像 知 
道 如 何 使 用 一 台 计 算 机 与 知道 如 何 建造 这 台 计 算 机 是 完全 不 同 的 两 回 事 .) 

回答 这 个 问题 比 问题 本 身 看 上 去 要 困难 得 多 . 基本 的 问题 是 你 使 用 自然 数 已 
经 太 久 了 , 以 致 这 些 数 都 已 深 深 嵌入 你 的 数学 思维 之 中 , 使 得 你 甚至 不 必 思 索 你 在 
做 什么 就 能 作出 关于 这 些 数 的 各 种 不 明显 的 假设 (例如 a+b 总 是 等 于 b+a), 很 难 
让 你 像 第 一 次 见 到 它 那样 去 考察 这 个 数 系 . 所 以 往 下 我 将 不 得 不 要 你 执行 一 个 相当 
艰巨 的 任务 : 暂且 把 你 知道 的 关于 自然 数 的 一 切 放 到 一 边 : 忘记 怎样 计数 , 忘记 加 
法 , 忘记 乘法 , 忘记 代数 算 律 , 等 等 . 我 们 将 逐个 引入 这 些 概念 , 在 这 一 过 程 中 , 明 
白地 鉴别 出 哪些 是 我 们 的 假定 一 一 而 且 不 允许 使 用 更 进一步 的 技巧 , 如 代数 算 律 ， 
直到 我 们 实在 地 证 明了 这 些 算 律 为 止 . 这 好 像 是 一 种 令 人 烦恼 的 限制 , 特别 是 当 我 
们 花费 大 量 时 间 去 证 明 “显然 的 ” 命题 时 会 感到 如 此 . 但 是 这 种 把 已 知 的 事实 暂时 
封存 起 来 的 做 法 对 于 避免 循环 论证 (即使 用 一 个 进一步 的 事实 去 证 明 一 个 更 初等 的 
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事实 , 而 后 又 使 用 这 个 初等 的 事实 去 证 明 那 个 进一步 的 事实 ) 是 必要 的 . 同时 , 这 个 
练习 也 是 树立 你 的 数学 知识 的 牢固 根基 的 一 个 极 好 的 方式 . 更 有 甚 者 , 此 处 你 实行 
的 证 明和 抽象 思考 , 对 于 你 接受 更 进一步 的 概念 , 如 实数 、 函 数 、 序 列 、 级 数 、 微 分 
和 积分 等 , 将 会 有 无 法 估量 的 好 处 . 简 言 之 , 此 处 的 结果 或 许 像 是 平庸 的 , 然而 眼下 
过 程 要 比 目 的 重要 得 多 , (一 旦 数 系 真 正 建立 起 来 , 我 们 就 可 以 恢复 使 用 代数 算 律 等 
等 , 而 不 必 次 次 重新 推导 它们 .) 

我 们 也 要 忘掉 我 们 知道 十 进 制 . 当然 十 进 制 是 一 个 操作 数学 的 极其 方便 的 方 
法 , 但 对 于 数 是 什么 而 言 , 十 进 制 可 不 是 什么 基本 的 东西 . (例如 , 人 们 可 以 不 用 十 
进 制 而 使 用 八进制 或 二 进 制 , 甚或 使 用 罗马 数 系 , 仍然 恰恰 得 到 同一 个 数 集 .) 此 
外 , 若 想 完整 地 解释 十 进 制 数 是 什么 , 那 并 不 像 你 可 能 想象 的 那么 自然 ， 为 什么 
00 423 与 423 是 同一 个 数 而 32 400 与 324 不 是 同一 个 数 ? 为 什么 123.444 4.…. 
是 实数 , 而 … 444.321 不 是 实数 ? 以 及 为 什么 当 我 们 作 加 法 或 乘法 时 必须 关注 小 
数 点 的 位 置 ? 为 什么 0.999… 和 1 是 同一 个 数 ? 最 小 的 正 实数 是 什么 ?” 是 否 就 
是 0.00…01? 所 以 , 为 将 这 些 问题 撤 开 , 我 们 将 尽量 不 涉及 十 进 制 的 知识 , 尽管 我 
们 当然 还 是 使 用 数 的 常用 的 名 称 , 如 1,2, 3 等 , 而 不 使 用 其 他 的 记号 如 I IT III 或 
0 十 十 , (0 十 十 ) 十 十 , ((0 二 十) 十 十 ) 十 十 (参见 下 文 ) 等 那样 的 并 非 不 必要 的 人 造 的 记 
号 . 为 了 完整 起 见 , 我 们 在 附录 B 中 复习 十 进 制 . 


82.1 Peano 公理 


我 们 现在 用 Peano 公理 的 语言 提出 一 个 定义 自然 数 的 标准 方法 , Peano 公理 
是 Guiseppe Peano(1858 一 1932) 首先 提出 的 . 这 不 是 定义 自然 数 的 唯一 方法 . 例如 ， 
另 一 个 途径 是 用 有 限 集 的 基数 , 比方 说 , 可 以 取 一 个 5 个 元 素 的 集合 并 定义 5 是 此 
集合 的 元 素 个 数 . 我 们 将 在 83.6 中 讨论 这 种 方法 . 但 是 我 们 眼下 仅 用 Peano 公理 
的 方式 . 

我 们 怎样 定义 自然 数 是 什么 呢 ? 不 正式 地 可 以 说 

定义 2.1.1( 不 正式 的 ) ”自然 数 是 指 集合 


N := {0,1,2,3,4…} 


的 元 素 , 此 集合 是 由 从 0 开始 无 休止 地 往 前 数 所 得 到 的 一 切 数 的 集 . 我 们 把 N 叫 
作 自 然 数 集 . 

注 2.1.2 ”在 有 些 教材 中 , 自然 数 是 从 1 开始 而 不 是 从 0 开始 的 , 但 这 只 是 一 
个 符号 的 约定 而 已 . 本 书 中 我 们 把 {1,2, 3,…} 叫 作 正 整数 集 , 用 Z+ 代表 ,而 不 


@ 中 国 出 版 标准 (国标 ) 为 N+. 一 一 译 者 注 
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叫 自然 数 集 . 自然 数 有 时 也 被 叫 作 完整 数 (whole numbers). 

这 个 定义 在 一 定 意义 上 解决 了 自然 数 是 什么 的 问题 : 一 个 自然 数 乃 是 集合 N 
的 一 个 元 素 ”. 但 是 , 这 并 不 是 完全 可 接受 的 , 因为 它 遗 留 下 许多 没有 回答 的 问题 . 
例如 : 怎 能 知道 我 们 可 以 无 休止 地 数 下 去 而 不 会 循环 回 到 0? 你 怎样 实行 运算 , 如 
加 法 、 乘 法 或 指数 运算 ? 

我 们 可 以 首先 回答 最 后 一 个 问题 : 可 以 通过 简单 的 运算 来 定义 复杂 的 运算 . 指 
数 运算 只 不 过 是 重复 的 乘法 运算 : 53 是 3 个 5 乘 在 一 起 ; 乘法 只 不 过 是 加 法 的 重 
复 : 5x3 是 3 个 5 加 在 一 起 ; (此 处 没 谈 到 减法 和 除法 , 因为 这 两 种 运算 不 是 完全 适 
用 于 自然 数 系 的 运算 .) 而 加 法 呢 ? 这 只 不 过 是 向 前 数 (shi) 或 增长 的 重复 运作 : 如 
果 你 把 5 加 上 3, 你 所 做 的 只 不 过 是 让 5 增长 3 次 . 另 一 方面 , 增长 似乎 是 一 个 基 
本 的 运算 , 它 没 法 再 归结 为 更 简单 的 运算 ; 的 确 , 它 是 人 们 遇 到 的 关于 数 的 第 一 个 
运算 , 甚至 在 学 习 加 法 之 前 . 

于 是 , 为 了 定义 自然 数 , 我 们 将 使 用 两 个 基础 性 的 概念 : 数 零 0 以 及 增长 运 
算 . 依照 现代 计算 机 语言 , 我 们 用 7 十 十 代表 n 的 增 额 (increment) 或 n 的 后 继 
者 (successor), 于 是 , 壁 如 说 , 3 十 十 = 4，(3 十 十 ) 十 十 = 5, 等 等 . 这 是 计算 机 语言 , 例 
如 C 语言 的 一 个 稍微 不 同 的 应 用 , 在 计算 机 语言 中 , ”+ + 实际 上 重新 定义 n 的 值 
为 n 的 后 继 者 ; 但 在 数学 中 , 我 们 在 任何 情况 下 都 尽力 避免 把 一 个 变 元 定义 两 次 ， 
因为 这 常 引起 混 消 . 很 多 命题 对 于 变 元 的 旧 的 值 是 真确 的 而 现在 却 变 成 假 的 , 反之 
亦 然 . 

于 是 , 似乎 我 们 要 说 N 是 由 0 和 每 个 可 由 0 经 增长 而 得 者 所 组 成 : N 应 是 由 
对 象 

0, 0 十 十 , (0 十 十 ) 十 十 ((0 十 十 ) 十 十 ) 十 十 ,…: 


等 所 组 成 . 如 果 我 们 着 手写 出 关于 自然 数 这 意味 着 什么 , 那么 我 们 看 到 , 应 该 有 下 
述 的 涉及 0 和 增长 运算 ++ 的 公理 : 

公理 2.1 0 是 一 个 自然 数 . 

公理 2.2 若 n 是 自然 数 , 则 nn 十 十 也 是 自然 数 . 

于 是 , 作为 例子 , 从 公理 2.1 和 公理 2.2 的 两 次 使 用 , 我 们 看 到 (0 + +) + + 是 
一 个 自然 数 . 当然 , 这 个 记号 开始 变 得 不 好 使 了 , 所 以 我 们 约定 用 更 熟悉 的 记号 来 
写 这 些 数 : 

定义 2.1.3 ”定义 1 是 数 0++，2 是 数 (0 二 十) 十 +，3 是 数 ((0 十 十 ) 十 十 ) 十 十 ， 
等 等 . (换言之 , 1 := 0 二 十 ，2 := 1 十 十 ，3 := 2 十 十 , 等 等 . 本 书 中 我 们 用 “z := yy 

@ 严格 地 说 , 对 于 这 个 非 正式 的 定义 还 有 另 一 个 问题 : 我 们 尚 不 曾 定义 “集合 ” 是 什么 , 也 不 曾 定义 “ 集 


合 的 元 素 ” 是 什么 . 因此 , 在 本 章 的 其 他 部 分 , 我 们 将 尽 可 能 避免 所 及 集合 及 其 元 素 , 除了 是 在 非 正 
式 的 讨论 中 . 
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表示 命题 x 定义 为 等 于 y.) 

于 是 作为 例子 , 我 们 有 

命题 2.1.4 3 是 自然 数 . 

证 明 ”根据 公理 2.1, 0 是 自然 数 . 根据 公理 2.2, 0 + 十 是 自然 数 . 再 用 公理 
2.2, 1 十 十 二 2 是 自然 数 . 再 用 公理 2.2, 2 + 十 = 3 是 自然 数 . 国 

对 于 描述 自然 数 , 好 像 这 已 经 足够 了 . 但 是 我 们 还 没有 完全 说 清楚 N 的 性 状 : 

例 2.1.5 考虑 由 数 0,1,2,3 组 成 的 数 系 , 在 此 数 系 中 , 增长 运算 到 3 转 回 到 
0. 确 言 之 , 0 十 十 等 于 1, 1 十 十 等 于 2,2++ 等 于 3, 但 3++ 等 于 0( 而 根据 4 的 
定义 , 它 也 等 于 4). 这 类 事情 确实 发 生 在 现实 生活 中 . 

当 使 用 计算 机 来 储存 自然 数 时 , 如 果 从 0 开始 反复 运行 增长 运算 , 最 终 计 算 机 
将 超出 其 记忆 容量 而 使 数字 归 0 (尽管 这 可 能 可 经 过 相当 大 量 的 增长 运算 , 例如 一 
个 整数 的 二 进 制 表示 仅仅 经 过 65 536 次 增长 就 要 回归 ). 注意 , 这 类 数 系 满足 公理 
2.1 和 公理 2.2, 尽管 它 明 显 地 不 合乎 我 们 直观 相信 的 自然 数 系 的 样子 . 

为 避免 这 类 “回归 事件 ”, 我 们 要 加 上 另 一 个 公理 : 

公理 2.3 0 不 是 任何 自然 数 的 后 继 , 即 对 于 每 个 自然 数 nn, 都 有 多 十 十 关 0. 

现在 我 们 可 以 证 明 一 些 回 归 现 象 是 不 会 发 生 的 : 例如 我 们 现在 可 以 用 下 述 命 
题 排 除 例 2.1.5 中 的 那 种 性 状 . 

命题 2.1.6 4 不 等 于 0. 

别 笑 ! 根据 我 们 定义 数 4 的 方法 一 一 它 是 0 的 增长 的 增长 的 增长 的 增长 一 一 
此 数 与 零 不 是 同一 个 数 . 这 一 命题 尽管 是 “明显 的 ” 却 不 必 是 真确 的 (a priori)”. 注 
意 , 作为 例子 , 在 例 2.1.5 中 , 4 的 确 等 于 0, 并 且 在 标准 的 2 字 节 计算 机 上 , 一 个 自 
然 数 , 例如 65 536 等 于 0( 用 我 们 对 65 536 的 定义 , 它 等 于 0 增长 六 万 五 千 五 百 三 
十 六 次 ). 

证 明 ”根据 定义 , 4 = 3 十 +. 根据 公理 2.1 和 公理 2.2，3 是 自然 数 . 于 是 根据 
公理 2.3，3 十 十 冯 0, 即 4 冯 0. 图 

但 是 , 即使 加 上 了 我 们 的 新 公理 , 我 们 的 数 系 仍 然 可 能 会 有 其 他 形式 的 病态 性 
状 : 

例 2.1.7 考虑 由 0,1,2,3,4 五 个 数组 成 的 数 系 , 在 这 个 数 系 中 增长 运算 在 数 
4 处 碰 了 “项 ”. 确 言 之 , 设 0++=1 1++=2 2++=3, 但 4++=4( 或 另 言 
之 , 5 = 4, 从 而 6=4 7= 4, 等 等 ). 这 与 公理 2.1、 公理 2.2 和 公理 2.3 都 不 矛盾 . 
有 类 似 问 题 的 另 一 个 数 系 是 那 种 增长 运算 发 生 回归 , 但 不 回归 到 零 的 系统 , 例如 假 
定 4 二 十 = 1( 从 而 5= 1，6 = 1, 等 等 ). 

@ “a priori” 是 “beforhand” 的 拉丁 词 它 指 的 是 人 们 在 开始 证 明 或 论述 之 前 就 已 知道 或 假定 其 


为 真确 的 事物 . 其 反义词 是 “a posteriori” 人 们 在 经 证 明 或 论述 断定 之 后 才 知 其 为 真确 的 
事物 . 
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有 很 多 方法 禁止 以 上 性 状 的 发 生 , 但 最 简单 的 方法 是 假定 下 述 公 理 : 

公理 2.4 不同 的 自然 数 必 有 不 同 的 后 继 者 ; 也 就 是 说 , 若 n,m 是 自然 数 且 
nm 则 妈 十 十 关山 十 十 . 等 价 地 说 ? ,车 nt 十 十 二 mm 十 十 , 则 必 有 n=m. 

于 是 , 作为 例子 , 我 们 有 

命题 2.1.8 6 不 等 于 2. 

证 明 ” 反 证 之 , 设 6=2. 那么 5+ 十 = 工 + 十 . 于 是 根据 公理 2.4, 我 们 有 5 = 1， 
从 而 4 十 十 = 0++. 再 根据 公理 2.4, 我 们 得 到 4 = 0, 这 与 我 们 前 一 个 命题 相 矛 盾 . 

图 

就 像 从 这 个 命题 可 以 见 到 的 , 我 们 现在 好 像 可 以 保持 全 体 自然 数 彼此 两 两 不 
同 . 但 是 , 仍然 还 存在 一 个 问题 : 就 在 这 些 公理 (特别 是 公理 2.1 和 公理 2.2) 使 我 
们 能 肯定 0,1,2,3,… 是 N 的 互 不 相同 的 元 素 时 , 依然 存在 这 样 的 问题 , 可 能 还 有 
另外 的 不 是 上 述 形式 的 “流氓 ”元 素 存 在 于 我 们 的 数 系 中 : 

例 2.1.9( 非 正式 的 ) ” 设 我 们 的 数 系 由 下 述 整 数 的 全 体 和 半 整 数 的 全 体 组 成 : 


N := {0, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5,.…. }. 


(此 例 标明 是 “ 非 正 式 的 ”由 于 我 们 用 到 了 实数 , 但 我 们 现在 还 不 能 用 这 些 数 .) 可 
以 验证 公理 2.1~2.4 对 于 这 个 集合 依然 成 立 . 

我 们 所 需要 的 是 这 样 一 个 公理 , 它 使 N 中 只 含 那 种 可 从 0 以 及 增长 运算 得 到 
的 数 一 一 以 便 排除 像 0.5 那样 的 元 素 . 然而 , 不 使 用 我 们 正 要 定义 的 自然 数 就 能 把 
我 们 说 的 “可 从 .……: 得 到 ”量化 地 弄 得 更 明确 是 很 难 的 ， 幸运 的 是 , 有 一 个 朴素 
的 解决 办 法 来 处 理 此 事 : 

公理 2.5( 数 学 归纳 原理 )” 设 P(n) 是 关于 自然 数 的 一 个 性 质 . 假设 P(0) 是 
真 的 , 并 假设 只 要 P(n) 是 真 的 , 则 P(n 十 十 ) 也 是 真 的 . 那么 对 于 每 个 自然 数 mu， 
P(n) 都 是 真 的 . 

注 2.1.10 ”此 处 关于 “性 质 ” 指 的 是 什么 我 们 有 点 不 明确 , 但 有 这 样 的 一 些 
P(n) 的 例子 :“n 是 偶数 ", “n 等 于 3”, “n 是 方程 (nw 十 1)? = n2? 十 2n +1 的 解 ", 诸 
如 此 类 . 当然 , 我 们 尚 不 曾 定义 其 中 的 许多 概念 , 但 当 我 们 给 出 了 定义 , 公理 2.5 就 
适用 于 这 些 性 质 . [一 个 逻辑 学 的 注释 : 由 于 这 个 公理 不 仅 说 及 变量 , 同时 也 说 及 性 
质 , 它 与 其 他 四 个 公理 具有 不 同 的 本 质 . 的 确 , 公理 2.5 技术 上 与 其 叫 作 公理 , 不 如 
叫 作 公理 框架 (axiom schema) 它 是 一 个 产生 (无 限 ) 多 个 公理 的 模板 , 比 说 它 
是 单个 独立 的 公理 更 确切 . 要 进一步 讨论 这 种 属性 就 远 超 出 了 本 书 的 范围 , 然而 在 
逻辑 学 的 范畴 中 要 解决 这 个 问题 .] 


@ 这 是 一 个 用 其 逆 否 命题 来 重 述 一 个 部 含 关系 的 实例 , 详 见 A.2 段 . 
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隐藏 在 这 个 公理 后 面 的 不 正式 的 直观 是 这 样 的 . 设 P(n) 具有 这 样 的 性 质 : P(0) 
为 真 , 并 且 只 要 P(n) 为 真 , 则 Pln + +) 亦 真 . 那么 由 于 P(0) 真 , P(0 十 十 ) = P(1) 
也 真 . 由 于 P(1) 真 , 那么 P(1 + +) = P(2) 也 真 . 无 休止 地 重复 这 个 步骤 , 我 们 看 
到 P(0), P(1), P(2), P(3), 等 等 都 是 真 的 一 一 但 是 这 条 推理 的 路 线 决 不 会 让 我 们 断 
定 壁 如 P(0.5) 是 真 的 . 于 是 公理 2.5 必定 对 于 包含 像 0.5 那样 的 “不 必要 ”的 元 素 
的 数 系 不 成 立 ，( 的 确 , 可 以 对 这 个 事实 给 予 一 个 “证 明 ”. 把 公理 2.5 应 用 于 性 质 
P(n) 为 “mn 不 是 半 整 数 ( 即 一 个 整数 加 0.5)”. 那么 P(0) 是 真 的 , 而 且 若 P(n) 是 
真 的 , 则 P(" + +) 是 真 的 , 于 是 公理 2.5 断定 对 于 一 切 自然 数 n，P(n) 是 真 的 . 也 
就 是 说 没有 一 个 自然 数 是 半 整 数 . 特别 地 , 0.5 不 能 是 自然 数 . 这 个 “证 明 ” 并 不 完 
全 名 副 其 实 , 因为 我 们 尚未 定义 像 “整数 ">、“ 半 整数 ” 以 及 “0.5"” 这 些 概念 , 然而 它 
应 该 给 了 你 某 种 关于 归纳 法 原理 是 如 何 能 防止 任何 不 是 “ 真 ” 的 自然 数 的 数 出 现在 
N 中 的 思想 .) 

归纳 法 原理 提供 了 一 个 证 明 一 个 性 质 P(n) 对 于 每 个 自然 数 都 真确 的 方法 . 于 
是 在 本 书 中 往 后 我 们 将 看 到 很 多 具有 下 述 形 式 的 证 明 : 

命题 2.1.11 某 种 性 质 P(n) 对 于 每 个 自然 数 都 成 立 . 

证 明 ”用 归纳 法 . 首先 验证 基础 情形 ”= 0, 即 证 明 P(0)，( 此 处 插入 对 于 
P(0) 的 证 明 .) 现 归纳 地 假定 n 是 一 个 自然 数 而 P(n) 也 被 证 实 . 我 们 现在 来 证 明 
P(n 十 十 ). (此 处 插入 对 于 P(n + 二 ) 的 证 明 , 假定 P(n) 真确 .) 这 就 完成 了 归纳 法 ， 
从 而 P(n) 对 于 一 切 数 n 成 立 . 图 

当然 , 我 们 不 必 在 叙述 的 词语 上 或 在 次 序 上 原封 不 动 地 使 用 上 述 证 明 框 架 , 而 
是 一 般 说 来 使 用 与 上 述 形式 相像 的 方式 来 作 归 纳 证 明 .我们 后 面 还 要 述 及 归纳 法 
的 一 些 花 样 , 如 : 向 后 归纳 (习题 2.2.6)、 强 归纳 (命题 2.2.14) 以 及 超 限 妇 纳 ( 引 理 
8.5.15). 

公理 2.1~2.5 就 是 关于 自然 数 的 所 谓 的 Peano 公理 . 这 些 公理 是 非常 可 信 的 . 
因此 我 们 作出 

假设 2.6( 非 正式 的 ) ”存在 一 个 数 系 N, 称 其 元 素 为 自然 数 , 公理 2.1~2.5 对 
于 此 数 系 成 立 . 

在 下 一 章 对 于 集合 与 实数 规定 了 我 们 的 记号 之 后 , 我 们 将 使 假设 稍 许 更 精确 一 
些 

注 2.1.12 ”我 们 将 把 此 数 系 N 叫 作 自然 数 系 . 人 们 当然 可 能 认为 存在 不 只 一 
个 自然 数 系 , 例如 , 我 们 可 以 有 印度 - 阿拉 伯 数 系 {0,1,2,3,…}, 以 及 罗马 数 系 {O， 
I，II，III，IV,…}, 而 若 我 们 真 的 愿意 自 找 麻烦 , 我 们 可 以 把 这 些 数 系 看 成 是 不 
同 的 东西 . 但 是 这 些 数 系 明 显 地 是 等 价 的 (技术 术语 是 同 构 (isomorphic)), 因为 我 
们 可 以 建立 一 个 一 一 对 应 : 0 0，1 一 I， 2 属 I 等 等 , 此 对 应 把 印度 - 阿拉 伯 
系统 的 零 与 罗马 系统 的 零 对 应 起 来 , 并 且 保持 增长 运算 (例如 , 车 2 对 应 于 II, 则 
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2 十 十 对 应 于 II++). 对 于 这 种 等 价 关 系 的 更 精确 的 叙述 , 参见 习题 3.5.13. 由 于 自 
然 数 系 的 一 切 变种 都 是 等 价 的 , 说 存在 不 同 的 自然 数 系 就 是 毫 无 意义 的 事 , 因此 我 
们 仅 使 用 单独 一 个 自然 数 系 来 做 数学 . 

我 们 不 证 假设 2.6( 即 使 我 们 最 终 将 把 它 包 罗 到 我 们 的 集合 论 公理 之 中 , 见 公理 
3.7), 这 将 是 我 们 关于 数 系 所 作 的 唯一 的 假设 . 现代 分 析 的 一 个 非凡 的 成 就 是 , 只 从 
这 五 个 非常 原始 的 公理 和 集合 论 中 的 某 些 附加 的 公理 出 发 , 就 能 建立 起 所 有 的 其 他 
的 数 系 , 创造 函数 , 并 做 我 们 通常 所 做 的 全 部 代数 和 微 积 分 . 

注 2.1.13( 非 正式 的 ) “自然数 系 的 一 个 有 趣 的 属性 是 , 每 个 单个 的 自然 数 都 
是 有 限 的 , 而 自然 数 的 集合 是 无 限 的 ; 也 就 是 说 , N 是 无 限 的 然而 却 是 由 各 个 有 限 
的 元 素 组 成 的 (整体 大 于 其 任何 部 分 ). 不 存在 无 限 的 自然 数 ; 只 要 接受 了 有 限 和 无 
限 的 概念 , 就 可 以 使 用 公理 2.5 来 证 明 此 事 . (很 显然 , 0 是 有 限 的 , 而 若 n 是 有 限 
的 , 则 显然 m+ + 也 是 有 限 的 . 于 是 根据 公理 2.5, 一 切 自 然 数 都 是 有 限 的 .) 这 样 看 
来 , 自然 数 可 以 趋 于 无 限 , 但 永远 不 能 实际 达到 无 限 ; 无 限 不 是 自然 数 ，( 存 在 其 他 
的 数 系 容 纳 “无 限 的 ” 数 , 例如 基数 、 序 数 以 及 p 进 数 , 但 它们 不 遵从 归纳 法 , 且 完 
全 在 本 书 的 范围 之 外 .) 

注 2.1.14 ”注意 , 我 们 的 自然 数 的 定义 是 公理 化 的 , 而 不 是 构造 性 的 . 我 们 不 
曾 告诉 你 自然 数 是 什么 (所 以 我 们 不 提 这 样 的 问题 : 数 是 由 什么 制 成 的 , 它们 是 物 
理 对 象 吗 , 它们 度量 什么 , 等 等 ) 一 一 我 们 仅 列 出 一 些 你 可 以 用 这 些 数 做 的 一 些 事 
情 (其 实 , 此 刻 我 们 对 它们 所 定义 的 唯一 的 运算 就 是 增长 ), 以 及 它们 所 具有 的 某 些 
性 质 . 数学 就 是 这 样 干 活 的 一 一 它 抽 象 地 处 理 它 的 对 象 , 只 关注 这 些 对 象 具 有 哪 
些 性 质 而 不 管 这 些 对 象 是 什么 东西 或 者 有 什么 意思 . 如 果 要 做 数学 , 那么 一 个 自然 
数 是 指 算盘 珠子 的 一 定 的 排 法 , 还 是 指 一 台 计 算 机 的 存储 器 中 的 比特 (二 进 制 数 中 
的 0 或 1) 的 一 定 的 的 组 织 方式 , 或 者 指 某 种 没有 物质 属性 的 更 为 抽象 的 概念 , 都 
没有 关系 ; 当 你 能 使 它们 增长 时 , 看 看 它们 中 的 两 个 是 否 相 等 , 然后 再 做 其 他 的 算 
术 运 算 , 如 加 法 与 乘法 , 它们 是 为 了 数学 的 目的 作为 数 的 (只 要 它们 服从 必要 的 公 
理 )， 从 其 他 的 数学 对 象 出 发 来 构 作 自然 数 是 可 能 的 (例如 从 集合 出 发 ), 但 是 构 作 
自然 数 的 实用 模型 的 方式 是 多 种 多 样 的 , 不 过 这 没关系 , 至 少 从 数学 家 的 观点 来 看 ， 
争论 哪个 模型 是 “真实 的 ”是 没什么 意义 的 只 要 它们 服从 所 有 的 公理 并 正确 
地 运作 , 对 于 数学 就 足够 好 了 . 

注 2.1.15 ”历史 上 , 实现 数 的 公理 化 处 理 只 是 最 近 的 事 , 比 100 年 早 不 了 太 
多 . 在 此 之 前 , 数 总 被 理解 为 不 可 避免 地 与 某 种 外 在 的 概念 相 联系 , 例如 联系 于 计 
数 一 个 集合 的 基数 , 测量 一 条 线段 的 长 度 或 一 个 物体 的 质量 , 等 等 . 这 种 理解 自 有 
其 充分 的 理由 , 直到 人 们 被 迫 从 一 个 数 系 移 至 另 一 个 数 系 时 为 止 . 例如 , 用 数 (shi) 
算盘 珠子 的 方式 理解 数字 时 , 形成 数 3 和 数 5 的 概念 是 很 容易 的 , 但 对 于 形成 数 
-3 或 专 或 V2 或 3+4i 的 概念 可 就 不 起 作用 了 , 于 是 数 的 理论 每 前 进一步 


82.2 加 法 19 


负数 , 非 比例 数 ?, 复数 , 甚至 数 零 一 一 都 引起 大 量 理论 的 烦恼 . 19 世纪 末 的 一 项 
伟大 发 现 就 是 , 数 可 以 经 由 公理 而 抽象 地 理解 , 不 必要 具体 的 模型 . 当然 , 数学 家 可 
以 使 用 任何 这 种 模型 , 只 要 方便 他 作 直 观 的 理解 , 但 他 们 也 可 以 容易 地 抛 开 这 些 模 
型 , 只 要 他 们 开始 走 上 公理 化 的 道路 . 

公理 化 的 一 个 结果 是 , 我 们 现在 可 以 递归 地 定义 序列 . 假定 我 们 要 建立 一 个 数 
的 序列 oo, a1, a2,…, 首先 定义 ao 为 某 个 基础 的 数 , 例如 ao := c，c 是 某 数 , 然后 ， 
让 oil 是 ao 的 某 个 函数 , al := fo(a0)，a2z 是 ai 的 某 个 函数 , az := 所 (a1), 依 此 类 
推 . 一 般 地 , 我 们 令 an++ := 所 (an), 其 中 所 是 某 个 从 N 到 N 的 函数 . 使 用 所 有 
的 公理 , 我 们 现在 可 以 断定 这 个 过 程 将 对 于 每 个 自然 数 n, 给 出 序列 元 素 a 一 个 
单一 的 值 . 确 言 之 ?: 

命题 2.1.16( 递 归 定义 ) ” 设 对 于 每 个 自然 数 mw 都 有 菜 个 函数 及 :N 一 N 把 
自然 数 映 成 自然 数 . 设 c 是 一 个 自然 数 , 那么 可 以 对 于 每 个 自然 数 nn 指定 唯一 一 个 
自然 数 an, 使 得 ao =c 且 an++ = fn(an). 

证 明 ( 非 正式 的 ) ”用 归纳 法 . 首先 看 到 , 这 个 过 程 给 ao 一 个 单一 的 值 , 即 c. 
(根据 公理 2.3 没有 其 他 的 定义 an++ := fn(an) 再 次 定义 ao 的 值 .) 现 归纳 地 假设 
此 过 程 给 a,, 以 一 个 单一 的 值 , 那么 它 赋 予 on++ 一 个 单一 的 值 ou + := f(an). 
(根据 公理 2.4, 没有 其 他 的 定义 an++ := fm(am) 能 再 次 定义 on++.) 这 就 完成 了 
归纳 法 , 从 而 对 于 每 个 自然 数 n，a 被 赋予 了 一 个 单一 的 值 . 国 

注意 ， 这 里 所 有 的 公理 是 怎样 必须 被 用 到 了 . 在 一 个 具有 某 种 回归 (wrap- 
around) 的 系统 中 ,递归 定义 无 法 工作 ， 因 为 序列 的 某 些 元 素 常 常会 被 再 次 定义 . 
例如 , 在 例 2.1.5 中 , 其 中 3+ + = 0, 那么 对 于 ao 就 会 (至 少 ) 有 两 个 冲突 的 定 
义 , 或 者 c, 或 者 fa(a3). 在 一 个 具有 多 余 元 素 如 0.5 的 系统 中 , 元 素 ao 5 永 不 会 被 
定义 . 

递归 定义 的 方法 是 非常 有 效 的 . 例如 , 可 以 用 这 种 方法 来 定义 加 法 和 乘法 , 我 
们 现在 就 来 做 这 件 事 . 


82.2 加 法 


自然 数 系 此 刻 还 是 非常 朴素 的 : 我 们 只 有 一 种 运算 一 一 增长 , 以 及 一 撮 公 理 . 
然而 现在 我 们 可 以 建立 起 更 复杂 的 运算 , 如 加 法 . 

办 法 如 下 . 把 5 加 上 3, 应 该 等 同 于 让 5 增长 3 次 一 一 这 比 把 5 加 上 2 多 一 
次 增长 , 而 5 加 上 2 又 是 比 5 加 上 1 多 一 次 增长 , 5 加 上 1 又 比 5 加 上 0 多 一 次 

@ 原文 irrational number, 通常 译作 “无 理 数 ”, 我 们 译 为 “ 非 比例 数 ”. 一 一 译 者 注 


@ 严格 地 说 , 此 命题 需要 定义 函数 概念 , 我 们 将 在 下 一 章 定 义 函数 .然而 , 这 不 会 是 循环 论证 , 因为 
函数 的 概念 不 需要 Peano 公理 . 命题 2.1.16 可 以 用 集合 论 的 语言 表述 得 更 严密 ; 见习 题 3.5.12. 
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增长 , 而 5 加 上 0 应 该 恰 给 出 5. 于 是 我 们 给 加 法 一 个 递归 的 定义 如 下 : 

定义 2.2.1( 自 然 数 的 加 法 )” 设 m 是 自然 数 . 为 使 m 加 上 零 , 我 们 定义 0 十 
m := mm. 现 归纳 的 假定 已 定义 好 如 何 使 m 加 上 n. 那么 把 mm 加 于 m 十 二 则 定义 为 
(人 十 十 ) 十 mm := (十 mm) 十 十 . 

于 是 0+m 是 m, 1+m = (0+ 十 ) 十 mm 是 mm 十 十 ，2 上 mm = (1 十 十 ) 十 m 一 (m 十 十 ) 十 十 ， 
依 此 类 推 . 例如 我 位 有 2+3= (3 二 十) 二 十 = 二 4+ 十 = 5. 从 上 一 节 关 于 递归 的 讨论 
看 到 , 我 们 对 每 个 自然 数 ?n 都 定义 了 n 十 m， 这 里 我 们 把 前 面 的 一 般 性 讨论 特殊 
化 为 an =n 十 m 及 fn(an) = an 十 + 的 情形 . 注意 这 个 定义 是 对 称 的 : 3+5 是 把 5 
增长 3 次 , 同时 5 十 3 是 把 3 增长 5 次 . 当然 , 两 者 得 到 同一 个 值 8. 更 一 般 地 , 事 
实 上 对 于 一 切 自然 数 a,b, 成 立 a 十 b= 5 十 a( 我 们 将 简短 地 予以 证 明 ), 虽然 这 并 不 
是 从 定义 立即 明显 看 到 的 . 

注意 , 我 们 可 以 容易 地 用 公理 2.1、 公 理 2.2 和 归纳 法 (公理 2.5) 证 明 两 个 自 
然 数 的 和 仍然 是 自然 数 . (为 什么 ?) 

眼下 关于 加 法 我 们 只 知道 两 件 事 : 0 十 m =m 以 及 (2 十 十) 十 mm = (二 mm) 十 十 . 
值得 注意 的 是 , 这 已 足够 用 来 演绎 出 我 们 关于 加 法 所 知道 的 其 他 一 切 事情 . 

我 们 从 一 些 基本 的 引 理 开始 %. 

引 理 2.2.2 ”对 于 任何 自然 数 n, nn 十 0==n. 

注意 , 不 能 从 0+m = m 直接 断言 此 事 , 因为 我 们 尚 不 知道 gc 十 = +a. 

证 明 ”用 归纳 法 . 基础 情形 0 + 0 = 0 从 我 们 所 知 的 对 于 每 个 自然 数 m 都 成 
立 0 二 m==m 以 及 0 是 自然 数 这 两 个 事实 得 出 . 现 归纳 地 假定 n +0 = n. 我 们 要 
证 的 是 (n 十 十 ) 十 0=n 二 +. 但 由 加 法 的 定义 , (n 十 十 ) 十 0 等 于 (n 十 0) + 二, 它 等 
于 nn 十 十 (由 于 n 十 0 = m). 这 就 完成 了 归纳 . 图 

引 理 2.2.3 ”对 于 任何 自然 数 nh 和 m,n 十 ( 见 十 十 ) = (十 mm) 十 十 . 

再 次 说 明 , 我 们 还 不 能 从 (ni 十 十 ) 十 m= (nr. 十 1m) 十 十 导出 此 事 , 因为 我 们 尚 不 
知道 a 二 b=b 十 a. 

证 明 ”对 n 进行 归纳 (保持 m 固定 ). 首先 考虑 基础 情形 ” = 0. 在 这 种 情形 ， 
必须 证 明 

0 二 (m 十 十 ) = (0 十 mm) 十 十 . 
但 根据 加 法 的 定义 , 0 十 (m 十 十 ) = 你 十 十 且 0+7 = 所 以 两 边 都 等 于 m 十 十 ， 


@ 原文 此 处 作 integer. 译 者 注 

@ 从 逻辑 学 的 观点 来 说 , 在 引 理 \ 命题 、 定 理 或 推论 之 间 ,， 是 没有 什么 不 同 的 一 一 它们 都 是 必须 被 证 
明 的 . 然而 我 们 使 用 这 些 术语 来 标示 在 重要 性 上 和 在 困难 程度 上 的 不 同 的 水 平 . 一 个 引 理 是 一 个 容 
易 证 明 的 源 言 , 它 被 用 来 帮助 证 明 其 他 的 命题 或 定理 , 但 它 本 身 通常 不 是 特别 有 意义 的 . 命题 是 本 
身 有 意义 的 陈述 ， 而 定理 是 比 命题 更 重要 的 陈述 ， 它 对 于 论题 给 出 确定 性 的 断言 ， 且 通常 比 命题 和 
引 理 花 更 大 的 力气 来 予以 证 明 . 推论 是 刚刚 证 明了 的 命题 或 定理 的 立刻 的 结果 . 
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从 而 彼此 相等 . 现在 我 们 归纳 地 假定 n+ (m + +) = (n 十 m) + +, 要 证 明 的 是 
(十 十 ) 十 ( 叹 十 十 ) = ((n 十 十 ) 十 7) 十 十 . 


根据 加 法 的 定义 , 左边 是 +(m 十 +)) 十 二, 根据 归纳 假设 它 等 于 ((n 十 mm) 十 十 ) 十 十 . 
类 似 地 , 根据 加 法 的 定义 , 有 (n+ +) 十 m= (n 十 m) 十 十 . 于 是 右边 也 等 于 ((n 十 
m) 十 十 ) 十 十 . 于 是 两 边 彼此 相等 , 从 而 我 们 结束 了 归纳 . 加 

作为 引 理 2.2.2 和 引 理 2.2.3 的 一 个 特别 的 推论 , 我 们 看 到 nn 十 十 =n 二 1. (为 
什么 ?) 

如 早先 承诺 的 , 现在 可 以 证 明 a+5=5+a 了 . 

命题 2.2.4( 加 法 是 交换 的 ) ”对 于 任何 自然 数 n 和 mm, n+m=m+n. 

证 明 ”对 nn 进行 归纳 (保持 mm 固定 ). 首先 考虑 基础 情形 , 即 证 明 0-+m = 7m 十 0. 
根据 加 法 的 定义 , 0 +m = m, 同时 根据 引 理 2.2.2，m + 0 = m. 于 是 基础 情形 做 完 
了 . 现 归 纳 地 假定 nn 十 m = m 十 n, 我 们 要 证 


(RW 二 + 十 ) 二 多 二 mm 十 (nn 十 十 ) 


来 完成 归纳 . 根据 加 法 定义 , (n 二 二 +)+m = (n 十 m) 十 十 . 根据 引 理 2.2.3，mm 十 (nz 十 十 ) = 
(m 二 nn) 十 十 ， 但 根据 归纳 假定 ， 这 等 于 (nN 十 m) 十 十 . 于 是 ( 邑 十 十 ) 十 mm 一 m 十 (nv 十 十 )， 


我 们 完成 了 归纳 . 图 
命题 2.2.5( 加 法 是 结合 的 ) ”对 于 任何 自然 数 abc，(a+ 中 +c=a+( 十 c). 
证 明 ”见习 题 2.2.1. 国 


根据 这 条 结合 律 我 们 可 以 把 和 写成 a 十 b 十 c 这 样 的 形式 而 无 需 顾虑 这 些 数 是 
依 怎样 的 次 序 加 起 来 的 . 

现在 我 们 建立 一 个 消去 律 . 

命题 2.2.6( 消 去 律 ) ” 设 a,b,c 是 自然 数 , 满足 a+b 二 a+c, 那么 我 们 有 b= c. 

注意 , 我 们 尚 不 可 使 用 减法 或 负数 来 证 明 这 个 命题 , 因为 我 们 还 不 曾 建 立 这 些 
概念 . 事实 上 , 这 个 消去 律 是 此 书后 面 定义 减法 (以 及 整数 ) 的 决定 性 依据 , 因为 它 
使 我 们 即使 在 减法 被 正式 定义 之 前 , 就 能 进行 一 种 “虚拟 减法 ”. 

证 明 ”通过 对 a 进行 归纳 来 证 明 此 命题 . 先 考 虑 基础 情形 a = 0. 那么 , 0+b = 
0 十 c. 根据 加 法 的 定义 , 此 式 理 含 b = c, 此 为 所 欲 证 者 . 现 归纳 地 假定 消去 律 对 
于 a 成 立 (从 而 a 二 b= a 十 c 蕴含 b= c); 现在 要 证 消去 律 对 于 a + + 也 成 立 . 
换 句 话说 , 我 们 假定 (ae + +) 十 b= (a 十 十 ) 十 c 而 要 证 明 b= c. 根据 加 法 的 定义 ， 
(a+ 二 ) 二 6 二 (a+b) 二 十 且 (g++ 十 )+c= (a+c) 二 二 ,于 是 有 (a 二 b) 十 十 == (a 十 c) 十 十. 
根据 公理 2.4, 有 a 二 b= a 十 c. 由 于 对 于 a 已 有 消去 律 , 所 以 有 b=c, 它 就 是 所 需 
要 的 . 这 就 完成 了 归纳 法 . 图 
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我 们 现在 来 讨论 加 法 如 何 与 正 性 交互 作用 . 

定义 2.2.7( 正 自然 数 ) ”一 个 自然 数 叫 作 是 正 的 , 当 且 仅 当 它 不 等 于 0. 

命题 2.2.8 若 a 是 正 的 而 5 是 自然 数 , 则 a 十 b 是 正 的 (于 是 根据 命题 2.2.4， 
b 十 a 也 是 正 的 ). 

证 明 对。 施用 归纳 法 . 车 b= 0, 则 ac+p=a+0=oa, 它 是 正 的 , 从 而 证 实 
了 基础 情形 . 现 归 纳 地 假定 w+ 是正 的 , 那么 a 十 (5 十 十 ) = (a 十 59) 十 十 , 根据 公理 
2.3 它 不 能 是 零 , 从 而 是 正 的 . 这 就 完成 了 归纳 法 . 图 

推论 2.2.9 如果 a 和 bb 是 自然 数 , 满足 a+b=0, 那 么 a=0 且 5=0. 

证 明 ”假设 不 然 , 则 a 关 0 或 b 关 0. 如 果 a 关 0, 那么 a 是 正 的 , 从 而 根据 命 
题 2.2.8，a +b = 二 0 是 正 的 , 这 是 一 个 矛盾 . 类 似 地 , 如 果 5b 关 0, 那么 5b 是正 的 , 从 
而 根据 命题 2.2.8，a 二 b= 0 也 是 正 的 , 还 是 矛盾 . 于 是 a 和 必定 都 是 零 . 加 

引 理 2.2.10 设 b 是 正 数 . 那么 恰 存 在 一 个 自然 数 b, 使 得 0 十 十 = a. 

证 明 ”见习 古 2.2.2. 加 

一 旦 有 了 加 法 的 概念 , 我 们 就 可 以 开始 定义 序 的 概念 . 

定义 2.2.11( 自 然 数 的 排序 )” 设 n 和 m 是 自然 数 . 我 们 说 n 大 于 等 于 m, 记 
作 n zm 或 m < n, 当 且 仅 当 对 于 某 自然 数 a, 成 立 n = m 十 a. 我 们 说 n 严格 大 
于 m, 记 作 n> mm 或 m <n, 当 且 仅 当 n 2m 并 且 n 关 mm. 

于 是 , 辟 如 8 > 5, 因为 8=5+3 而 8 关 5. 还 有 ,注意 到 对 于 任何 n 都 成 立 
nn 十 十 > n, 于 是 不 存在 最 大 的 自然 数 n, 因为 下 一 个 数 ”+ + 总 是 更 大 的 . 

命题 2.2.12( 自 然 数 的 序 的 基本 性 质 )” 设 a,b,c 是 自然 数 . 那么 

(a) ( 序 是 自 反 的 ) a > a. 

(b) ( 序 是 传递 的 ) 若 ua > 且 8>c 则 a>c. 

(c) ( 序 是 反对 称 的 ) 若 a>>b 且 b>a, 则 a= 上 b. 

(d) (加 法 保 序 ) a 之 b 当 且 仅 当 a 十 c>) 十 c. 

(e) a <5b 当 且 仅 当 a 十 十 < 尼 . 

(f) a <b 当 且 仅 当 对 于 某 正 数 d,， b= 二 a 二 +d. 

证 明 ”见习 题 2.2.3. 图 

命题 2.2.13( 自 然 数 的 序 的 三 歧 性 ) ” 设 a 和 bb 是 自然 数 , 那么 下 述 三 命题 中 
恰 有 一 个 是 真 的 : 


a<b,a=b,a>b. 


证 明 ”这 里 只 给 出 一 个 证 明 的 框架 , 其 中 的 缺口 将 在 习题 2.2.4 中 加 以 弥补 . 

首先 证 明 三 命题 a < b, a = b, a > b 中 不 会 有 多 于 一 个 的 命题 同时 成 立 . 车 
a <5 则 根据 定义 a 关 b, 而 若 a > 坟 则 根据 定义 az# 了 让 车 a >5b 且 a <5b 则 根据 命 
题 2.2.12 必 有 a = 4b, 这 是 矛盾 的 . 于 是 不 会 有 多 于 一 个 的 命题 成 立 . 
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现在 我 们 证 明 至 少 有 一 个 命题 成 立 . 保持 b 固定 而 对 a 进行 归纳 . 若 a = 0, 则 
0 < b5 对 于 一 切 b 成 立 (为 什么 ?), 于 是 我 们 有 0 = 4b 或 0 < b, 这 证 明了 基础 情形 . 
现 设 我 们 已 对 于 a 证 明了 命题 , 而 要 证 命题 对 + + 成 立 . 从 对 于 a 的 三 歧 性 , 有 
三 种 情形 : a < bp，a =b, 以 及 a >4b. 车 a > 6b, 则 a+ 十 >5( 为 什么 ?). 车 a=b， 
则 a 十 十 > 5( 为 什么 ?). 现 设 a < 那么 根据 命题 2.2.12, 有 a + + <b. 于 是 或 者 
a 二 十 = 二 5 或 者 a+ 二 <b, 而 在 两 种 情形 中 的 每 种 情形 下 我 们 都 完成 了 论证 . 这 就 
完成 了 归纳 法 . 国 

序 的 性 质 使 我 们 可 以 得 到 归纳 法 原理 的 一 个 更 强 的 形式 : 

命题 2.2.14( 强 归纳 法 原理 ) ” 设 mo 是 一 个 自然 数 , 而 P(m) 是 一 个 依赖 于 任 
意 自然 数 m 的 性 质 . 设 对 于 每 个 m > mo 都 有 下 述 蓝 含 关系 : 如 果 已 (mm/) 对 于 一 
切 满足 mo < m’ < m 的 自然 数 mm/ 都 成 立 , 那么 P(m) 也 成 立 (特别 地 , 这 意味 着 
已 (mo) 成 立 , 因为 在 m = mo 的 情况 下 , 假定 的 条 件 P(m/') 是 空 的 ), 那么 , 我 们 可 
以 断定 P(m) 对 于 一 切 自 然 数 m > mo 都 成 立 . 

注 2.2.15 ”在 实用 中 我 们 常 使 用 这 个 原理 于 mo = 0 或 mo = 1. 

证 明 ”见习 题 2.2.5. EE 


习 题 2.2 


2.2.1 ”证 明 命 题 2.2.5. (提示 : 固定 其 中 两 个 变 元 而 对 第 三 个 变 元 进行 归纳 .) 

2.2.2 ”证 明 引 理 2.2.10. (提示 : 使 用 归纳 法 .) 

2.2.3 ”证 明 命题 2.2.12. (提示 : 你 要 用 到 前 面 的 很 多 命题 、 推 论 和 引 理 .) 

2.2.4 ”验证 在 命题 2.2.13 的 证 明 中 标 出 “(为 什么 ?)” 的 三 个 命题 . 

2.2.5 ”证 明 命 题 2.2.14. (提示 : 定义 Q(n) 为 性 质 “P(m) 对 于 一 切 mo < m < n 成 立 ”, 注 
意 Q(n) 当 n < mo 时 是 莫须有 地 成 立 的 .) 

2.2.6 设 是 自然 数 且 设 P(m) 是 一 个 依赖 于 自然 数 的 人 性质 , 它 满足 条 件 : 只 要 P(m + 十 ) 
成 立 则 P(m) 也 成 立 . 假设 P(n) 成 立 , 证 明 对 于 一 切 自然 数 m < n，P(m) 成 立 . 此 
即 所 谓 向 后 归纳 原理 . (提示 : 对 变 元 n 用 归纳 法 .) 


82.3 乘 法 


上 一 节 证 明了 我 们 所 知 的 关于 加 法 与 序 的 一 切 基本 事实 . 为 了 节省 篇 幅 且 避免 
路 鹃 那些 明显 的 事情 , 现在 允许 使 用 我 们 所 熟悉 的 一 切 涉及 加 法 与 序 的 代数 运算 而 
不 加 进一步 的 评说 . 于 是 我 们 可 以 不 加 任何 进一步 说 理 地 写 出 如 a+b+c= c+b+a 
这 样 的 事情 . 现在 我 们 来 引入 乘法 . 就 像 加 法 是 重复 的 增长 运算 一 样 , 乘法 是 重复 
的 加 法 . 
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定义 2.3.1( 自 然 数 的 乘法 )” 设 m 是 自然 数 ， 为 把 0 乘 到 m 上 , 我 们 定义 
0 xm := 0. 设 已 定义 了 如 何 把 ” 乘 到 m 上 , 那么 归纳 地 , 我 们 定义 把 对 + + 乘 到 
m 上 是 (m 十 十 ) xm := (nxm)+m. 

这 样 有 0xm=0,1xm=0+m,， 2 x m ==0+ m+ 十 m, 等 等 . 用 归纳 法 可 容 
易 地 验证 两 个 自然 数 的 乘积 是 自然 数 . 

引 理 2.3.2( 乘 法 是 交换 的 )” 设 n,m 是 自然 数 , 那么 nxm=m xn. 

证 明 ”见习 题 2.3.1. 四 

我 们 现在 将 把 n x m 简写 作 nm, 并 且 使 用 通常 的 先 乘 后 加 的 约定 , 于 是 , 作 
为 例子 , ab + c 指 的 是 (a x 5b) + c, 而 不 是 a x (5 十 c) ，( 我 们 同样 也 将 使 用 对 于 以 
后 定义 的 其 他 算术 运算 的 优先 性 的 通常 的 符号 约定 , 以 免 总 是 使 用 括号 .) 

引 理 2.3.3( 正 自然 数 没有 零 因子 ) ” 设 n,m 是 自然 数 . 那么 nxm 二 0 当 且 
仅 当 中 n,m 至 少 有 一 个 等 于 零 . 特别 地 , 若 n 和 m 都 是 正 的 , 则 nm 也 是 正 的 . 

证 明 ”见习 题 2.3.2. 图 

命题 2.3.4( 分 配 律 ) ”对 于 任何 自然 数 a,b,c, 都 有 a( 十 c) = ab 十 ac 以 及 
(2 十 c)a = ba + ca. 

证 明 ”由 于 乘法 是 交换 的 , 我 们 只 需 证 明 第 一 个 等 式 a(b 十 c) = ab 十 ac. 保持 
a 和 b 固定 而 对 c 用 归纳 法 . 我 们 来 证 明 c = 0 的 基础 情形 , 即 a(b + 0) = ob 十 a0. 
左 端 是 ab, 同时 右 端 是 ab 十 0 = ab, 所 以 我 们 已 搞定 基础 情形 . 现在 我 们 归纳 地 假 
定 a(b 十 c) = ab 十 ac, 并 且 来 证 明 


ab 十 (c 十 十 )) = ab 十 a(c 十 十 ). 


左 端 是 a((b 十 c) 十 二 ) = al(b 十 c) 十 a; 而 右 端 是 中 + ac 二 a, 并 根据 归纳 假定 进而 等 


于 a(b 十 c) 十 a. 这 样 我 们 就 完成 了 归纳 法 . 加 
命题 2.3.5( 乘 法 是 结合 的 ) ”对 于 任何 自然 数 a,b,c, 我 们 有 (a xb xc = 
a x (bx oc). 
证 明 ”见习 题 2.3.3. 男 


命题 2.3.6( 乘 法 保 序 )” 若 a,b 是 自然 数 , 满足 a <b, 且 c 是 正 的 , 则 ac < pc. 

证 明 由 于 a < 我 们 知 存在 某 正 数 d 使 b= a 十 d. 用 c 来 乘 并 使 用 分 配 
律 , 得 bc = ac+dc. 由 于 d 是正 的 而 且 c 也 是 正 的 , 所 以 de 是 正 的 , 从 而 ac < bc. 
这 就 是 所 要 证 的 . 图 

推论 2.3.7( 消 去 律 )” 设 a,b,c 是 自然 数 , 满足 ac = bc 而 且 c 不 是 零 , 那么 
a=b. 

注 2.3.8 ”人 恰 如 命 严 2.2.6 将 能 使 我 们 做 “虚拟 减法 ”并 最 终 导致 定义 名 副 其 
实 的 减法 一 样 , 此 推论 也 提供 了 一 个 “虚拟 除法 ”, 后 面 定义 名 副 其 实 的 除法 时 要 用 
到 此 “虚拟 除法 ”. 
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证 明 ”根据 序 的 三 歧 性 (命题 2.2.13), 有 三 种 情形 : a < b，a = b，a > b. 先 设 
a < b, 那么 根据 命题 2.3.6 有 ac < bc, 而 这 是 不 对 的 . 当 a > b 时 我 们 得 到 类 似 的 
矛盾 . 于 是 唯一 的 可 能 是 a = b, 这 就 是 要 证 的 . 图 

用 这 些 命题 可 以 容易 地 推导 出 关于 加 法 和 乘法 的 一 切 熟知 的 代数 算 律 , 参见 习 
题 2.3.4. 

既然 我 们 已 经 有 了 熟知 的 加 法 运算 和 熟知 的 乘法 运算 , 更 为 原始 的 增长 概念 就 
可 靠边 站 了 , 此 后 我 们 将 很 少见 到 它 . 在 任何 情况 下 我 们 都 可 以 用 加 法 来 描述 增长 ， 
因为 n 十 十 =n 二 1. 

命题 2.3.9( 欧 几 里 得 算法 )” 设 n 是 自然 数 且 设 g 是 正 数 , 那么 存在 自然 数 
m7, 使 得 0<r<g 且 n=mg++7. 

注 2.3.10 ” 换 旬 话说 , 我 们 可 以 用 一 个 正 数 gq 去 除 一 个 自然 数 n 而 得 到 商 
m( 它 是 另 一 个 自然 数 ) 和 余数 r( 它 小 于 gq). 这 个 算法 标志 着 数论 的 开端 , 数论 是 一 
个 优美 而 重要 的 课题 , 但 它 超出 了 本 书 的 范围 . 


证 明 ”见习 题 2.3.5. 加 
如 同 重复 地 使 用 增长 运算 来 定义 加 法 和 重复 地 使 用 加 法 运算 来 定义 乘法 一 样 ， 
可 以 重复 地 使 用 屁 法 运算 来 定义 指数 运算 : 


定义 2.3.11( 自 然 数 的 指数 运算 ) ” 设 m 是 自然 数 . 为 把 m 升 到 0 次 罕 , 我 
们 定义 mo := 1. 现 递归 地 假定 rm" 已 对 自然 数 ”定义 好 , 那么 我 们 定义 mn++ := 
mm" xm. 

例 2.3.12 ”那么 zl=zoxzr=1xz=zi xz2=zlxz=zxr 73=7x2xr= 
Zz Xz xZz; 依次 类 推 . 根据 归纳 法 , 我 们 看 到 , 这 个 递归 的 定义 对 于 一 切 自然 数 ”都 
定义 了 zn. 

此 处 我 们 不 更 深入 地 建立 指数 运算 的 理论 , 而 要 等 到 定义 了 整数 和 比例 数 之 后 
再 说 ; 特别 参阅 命题 4.3.10. 


习 题 2.3 


2.3.1 ”证 明 引 理 2.3.2. (提示 : 修正 引 理 2.2.2、 引 理 2.2.3 及 命题 2.2.4 的 证 明 .) 
2.3.2 ”证 明 引 理 2.3.3. (提示 : 先 证 第 二 个 命题 .) 

2.3.3 ”证 明 命题 2.3.5. (提示 : 修正 命题 2.2.5 的 证 明 并 使 用 分 配 律 .) 

2.3.4 ”证 明 等 式 (a 十 b)? = a2 十 2ab 十 b 对 于 一 切 自然 数 a,b 成 立 . 

2.3.5 ”证 明 命 题 2.3.9. (提示 : 固定 g 并 对 n 进行 归纳 .) 


第 3 章 集 合 论 


现代 分 析 与 绝 大 多 数 现代 数学 分 支 一 样 , 都 联系 于 数 、 集 合 以 及 几何 . 我 们 已 
经 引入 了 一 种 数 系 , 即 自然 数 系 . 我 们 还 要 简洁 地 引入 其 他 数 系 , 但 此 刻 我 们 要 停 
下 来 介绍 集合 论 的 概念 和 记号 , 因为 它们 在 后 面 的 各 章 中 将 越 来 越 多 地 得 以 应 用 . 
(我 们 在 此 书 中 无 意 追 求 对 欧 几 里 得 几何 等 作 严 格 的 叙述 , 而 代 之 以 使 用 实数 系 的 
语言 在 笛 卡 儿 ? 坐 标 系 中 对 它 进行 描述 .) 

即使 集合 论 不 是 本 书 的 核心 内 容 , 几乎 每 个 其 他 的 数学 分 支 也 都 有 赖 集合 论 为 
其 基础 部 分 , 所 以 在 进入 数学 的 更 深入 的 领域 前 得 到 集合 论 的 一 些 至 少 是 根基 性 的 
知识 是 非常 重要 的 . 在 本 章 中 我 们 叙述 公理 集合 论 的 较为 初等 的 概念 , 而 把 更 进 一 
步 的 课题 , 如 关于 无 限 的 讨论 以 及 选择 公理 , 留 到 第 8 章 . 集合 论 的 精妙 内 容 的 完 
整 处 理 , 很 遗憾 , 大 大 超出 了 本 书 的 范围 . 


83.1 基本 事项 


本 节 给 出 关于 集合 的 一 些 公理 , 就 如 同 对 于 自然 数 所 做 的 那样 . 为 了 教学 的 方 
便 , 我 们 将 使 用 有 点 过 多 的 集合 论 公理 , 导致 可 以 从 某 些 公理 推导 出 其 他 一 些 公理 
的 情形 , 但 这 并 不 会 有 真正 的 危害 . 我 们 从 非 正 式 地 描述 什么 是 集合 开始 . 

定义 3.1.1( 非 正式 的 ) ”我 们 把 集合 4 定义 为 任意 一 堆 没有 次 序 的 东西 , 例如 
{3,8,5,2} 是 一 个 集合 . 设 z 是 一 个 对 象 , 如 果 z 在 这 一 堆 东西 当中 的 话 , 我 们 就 
说 z 是 4 的 一 个 元 素 , 或 rz e 4, 否则 就 是 zx & 4. 例如 3 e {1,2,3,4,5}, 而 
7 ¢ {1,2,3,4,5}. 

此 定义 是 足够 直观 的 , 但 它 没 有 回答 许多 问题 , 例如 , 怎样 的 一 堆 东西 (对 象 ) 
才 被 看 作 是 集合 , 什么 样 的 集合 与 另外 的 集合 相同 , 人 们 怎样 定义 关于 集合 的 运算 
(例如 并 和 交 等 ), 同时 , 我 们 尚 无 关于 集合 干吗 , 或 集合 的 元 素 干吗 的 公理 . 获取 这 
些 公理 以 及 定义 这 些 运算 正 是 本 节 的 目的 . 

我 们 首先 要 弄 清 一 点 : 我 们 把 集合 本 身 也 看 成 是 一 类 对 象 . 

公理 3.1( 集 合 是 对 象 ) ”车 4 是 集合 , 则 4 也 是 一 个 对 象 . 特别 地 , 给 定 两 个 
集合 4 和 B, 问 A 是 不 是 B 的 一 个 元 素 是 有 意义 的 . 

例 3.1.2( 非 正式 的 ) ”集合 {3, {3,4},4} 是 三 个 不 同 的 元 素 的 集合 , 其 中 的 一 
个 元 素 碰巧 是 两 个 元 素 的 集合 . 对 于 此 例 的 更 正式 的 形式 , 见 例 3.1.10. 但 是 并 非 一 
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切 对 象 都 是 集合 ; 例如 , 我 们 作为 范例 不 认为 一 个 自然 数 , 比如 3, 是 一 个 集合 (更 
准确 的 说 法 是 , 自然 数 可 以 是 集合 的 基数 , 而 不 必 其 自身 就 是 集合 , 见 83.6). 

注 3.1.3 ”集合 论 有 一 个 特殊 情形 , 叫 作 “ 纯 粹 集合 论 ”. 在 “纯粹 集合 论 ” 中 
一 切 对 象 都 是 集合 ; 例如 数 0 可 以 等 同 于 空 集 g, 数 1 可 以 等 同 于 {0} = {{}}, 数 
2 可 以 等 同 于 {0,1} = {{}, {{}}}, 依 此 类 推 . 从 逻辑 学 的 观点 来 看 , 纯粹 集合 论 是 
一 个 更 简单 的 理论 , 因为 人 们 只 须 处 理 集 合 而 不 处 理 对 象 (object); 但 是 从 概念 的 
观点 来 看 ,处理 非 纯粹 集合 论 往往 更 容易 , 在 非 纯 粹 集合 论 中 , 一 些 对象 不 被 看 作 
集合 . 两 种 类 型 的 理论 对 于 做 数学 多 多 少 少 是 等 价 的 , 所 以 我 们 对 于 是 否 一 切 对 象 
都 是 集合 一 事 将 采取 不 可 知 论 者 的 立场 . 

总 起 来 说 , 在 数学 中 所 研究 的 一 切 对 象 之 中 , 有些 对 象 恰 是 集合 , 并 且 如 果 zx 
是 一 个 对 象 而 4 是 一 个 集合 , 则 或 者 ze 4 是 真 的 , 或 者 ze 4 是 假 的 . (如 果 4 
不 是 集合 , 我 们 就 把 命题 z e 4 作为 是 无 定义 的 , 例如 , 我 们 认为 3 e 4 既 不 是 真 
的 也 不 是 假 的 , 而 简单 地 是 无 意义 的 , 因为 4 不 是 集合 .) 

往 下 , 我 们 定义 相等 的 概念 : 什么 时 候 两 个 集合 被 认为 是 相等 的 呢 ? 我 们 不 认 
为 在 一 个 集合 内 的 元 素 的 次 序 是 重要 的 , 于 是 我 们 认为 {3, 8,5,2} 和 {2,3,5,8} 是 
同一 个 集合 . 另 一 方面 , {3, 8, 5,2} 和 {3, 8, 5,2, 1} 是 不 同 的 集合 , 因为 后 一 个 集合 含 
有 一 个 不 属于 前 一 个 集合 的 元 素 , 即 元 素 1. 根据 类 似 的 理由 , {3, 8, 5,2} 和 {3, 8, 5} 
是 不 同 的 集合 . 我 们 把 此 事 叙 述 为 如 下 定义 : 

定义 3.1.4( 集 合 之 相等 ) ”两 个 集合 4 和 B 是 相等 的 , 4 = B, 当 且 仅 当 4 的 
每 个 元 素 都 是 B 的 元 素 而 且 B 的 每 个 元 素 也 都 是 4 的 元 素 . 用 另 一 种 方式 来 说 ， 
A = B 当 且 仅 当 4 的 每 个 元 素 x 也 属于 B, 且 B 的 每 个 元 素 y 也 属于 4. 

例 3.1.5 ”于 是 , 例如 {1,2,3,4,5} 和 {3,4,2,1,5} 是 同一 个 集合 , 因为 它们 恰 
包含 同样 的 元 素 . (集合 {3,3, 1,5,2, 4,2} 也 等 于 {1,2,3,4,5}; 3 和 2 的 重复 出 现 是 
没有 关系 的 , 因为 这 毫 不 改变 2 和 3 作为 集合 元 素 的 状态 .) 

容易 验证 此 相等 之 概念 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 (习题 3.1.1). 注意 到 : 根 
据 定义 3.1.4, 若 ze A4 且 4 = B, 则 ze B， 那么 “属于 ”关系 € 遵从 代入 公 
理 ( 见 A.7 段 ), 正 是 因此 , 我 们 关于 集合 定义 的 任何 新 的 运算 也 都 遵从 代入 律 , 只 
要 我 们 能 纯粹 使 用 属于 关系 e 的 语言 来 定义 此 运算 . 例如 , 对 于 本 节 中 剩 下 的 那 
些 定义 , 情况 就 是 这 样 . ( 另 一 方面 , 在 一 个 集合 中 , 我 们 不 能 用 一 个 确定 的 方式 使 
用 “第 一 个 ”元 素 或 “最 后 一 个 ”元 素 的 概念 , 因为 这 将 违背 代入 公理 , 例如 , 集合 
{1,2, 3,4, 5} 与 {3,4,2,1,5} 是 同一 个 集合 , 但 具有 不 同 的 排 在 首位 的 元 素 .) 

下 面 我 们 转向 这 样 一 件 事 : 哪些 对 象 确切 地 是 集合 而 哪些 不 是 . 情况 与 上 一 章 
我 们 如 何 定义 自然 数 时 是 类 似 的 , 当时 我 们 从 单个 的 自然 数 0 开始 , 然后 着 手 借助 
增长 运算 建造 更 多 的 0 之 外 的 自然 数 . 这 里 我 们 尝试 类 似 的 做 法 , 从 单个 的 一 个 集 
合 一 一 空 集 开始 , 然后 着 手 借 助 各 种 运算 建造 更 多 的 异 于 空 集 的 集合 . 我 们 从 假 
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定 空 集 的 存在 开始 . 

公理 3.2( 空 集 ) ”存在 一 个 集合 @, 叫 作 空 集 , 它 不 含 任何 元 素 , 也 就 是 说 , 对 
于 每 个 对 象 z, 都 有 用 2. 

空 集 也 记 作 {. 注意 , 只 能 有 一 个 空 集 , 如 果 有 两 个 集合 和 和 g' 都 是 空 集 ， 
那么 根据 定义 3.1.4, 它们 必定 彼此 相等 . (为 什么 ?) 

如 果 一 个 集合 不 等 于 空 集 , 我 们 就 说 它 是 非 空 的 . 下 述 命题 非常 简单 , 但 却 无 
论 如 何 也 值得 一 叙 : 

引 理 3.1.6( 单 个 选取 ) ” 设 4 是 一 个 非 空 的 集合 , 那么 存在 一 个 对 象 7 使 得 
TEA4. 

证 明 ”我 们 用 反 证 法 , 假设 不 存在 任何 对 象 使 得 ze 4. 那么 对 于 一 切 对 象 
z 都 有 z& 4. 同时 , 根据 公理 3.2, 有 xz 4 2. 于 是 ze4 < ZEeg (两 者 皆 假 )， 
于 是 根据 定义 3.1.4，4 = ,得 一 矛盾 . 图 

注 3.1.7 上 述 引 理 断 言 , 给 定 任 一 非 空 的 集合 4, 可 以 “选取 "4 的 一 个 元 
素 z 证 实 此 非 空 性 ， 后面 (在 引 理 3.5.12 中 ) 我 们 将 证 明 给 定 任意 有 限 多 个 非 空 
的 集合 A1,… , hn, 可 以 从 每 个 集合 A1,… , An 中 各 选 出 一 个 元 素 zl … ,zn 来 ; 
这 就 叫 作 “有 限 选 取 ”， 但 是 要 想 从 无 限 多 个 集合 中 选取 元 素 , 需要 一 个 附加 的 公 
理 一 一 选择 公理 . 我 们 将 在 §8.4 中 讨论 选择 公理 . 

注 3.1.8 ”注意 , 空 集 与 自然 数 0 不 是 同一 事物 . 一 个 是 集合 , 而 另 一 个 是 数 . 
然而 , 空 集 的 基数 是 0 确 是 真 的 , 见 83.6. 

假如 公理 3.2 是 集合 论 的 唯一 公理 的 话 , 则 集合 论 将 会 是 相当 无 聊 的 , 因为 那 
就 只 能 仅 有 了 唯一 的 一 个 集合 存在 , 即 空 集 . 我 们 现在 进一步 介绍 一 些 公理 来 充实 可 
允许 的 集合 类 . 

公理 3.3( 单 元 素 集 与 双 元 素 集 ) ”车 a 是 一 个 对 象 , 则 存在 一 个 集合 {a}, 它 
的 唯一 的 元 素 是 a, 也 就 是 说 , 对 于 每 个 对 象 y, 有 ye {a} 当 且 仅 当 y = a. 我 们 把 
{a} 叫 作 单元 素 集 (singleton), 其 元 素 是 a. 进而 , 若 a 和 b 是 对 象 , 则 存在 一 个 集 
{a,b)}, 其 仅 有 的 元 素 是 a 和 及 也 就 是 说 , 对 于 每 个 对 象 y, 有 YE {a,b} 当 且 仅 当 
y 二 a 或 y==b; 我 们 把 此 集合 叫 作 由 a 和 4b 构成 的 双 元 素 集 (pair set). 

注 3.1.9 ” 恰 如 仅 有 一 个 空 集 一 样 , 对 于 每 个 对 象 a, 根据 定义 3.1.4, 恰 有 一 
个 由 a 构成 的 单元 素 集 (为 什么 ?). 类 似 地 , 给 定 两 个 对 象 a 和 b, 仅 有 一 个 由 a 和 
b 构成 的 双 元 素 集 . 定义 3.1.4 也 保证 {a,8} = {5,a}( 为 什么 ?) 以 及 {a,a} = {a}( 为 
什么 ?). 于 是 , 单元 素 集 公 理事 实 上 是 多 余 的 , 因为 它 是 双 元 素 集 公理 的 一 个 结果 . 
反之 , 双 元 素 集 公理 可 从 单元 素 集 公理 和 下 面 的 双 并 公理 推出 ( 见 引 理 3.1.13). 人 
们 可 能 奇怪 为 什么 我 们 不 再 继续 往 下 建 三 元 素 集 公 理 、 四 元 素 集 公 理 等 ; 然而 这 是 
不 必要 的 , 一 旦 我 们 下 面 引入 双 并 公理 后 就 可 明白. 

例 3.1.10 ”由 于 % 是 一 个 集合 (从 而 也 是 一 个 对 象 ), 所 以 单元 素 集 {@}, 即 
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仅 有 S 为 其 元 素 的 集 , 是 一 个 集合 (并 且 它 不 是 与 g 同一 的 集合 (为 什么 ?)). 类 
似 地 , 单元 素 集 {{2}} 及 双 元 素 集 {c, {2}} 也 都 是 集合 . 这 三 个 集合 是 彼此 不 同 
的 (习题 3.1.2). 

如 下 述 诸 例 所 示 , 我 们 现在 已 经 能 够 构 作 相当 少量 的 一 些 集合 , 我 们 所 作 的 这 
些 集合 依然 都 是 相当 “小 ”的 (我 们 所 能 构 作 的 每 个 集合 充其量 只 含 两 个 元 素 ). 下 
述 公 理 使 我 们 能 构 作 比 前 面 稍 大 的 集合 . 

公理 3.4( 双 并 ) ”给 定 两 个 集合 A, B, 存在 一 个 集合 ALJB, 叫 作 和 A 和 B 的 
并 , 其 元 素 由 属于 4 或 属于 B 或 同时 属于 两 者 的 一 切 元 素 组 成 . 换 名 话说, 对 于 
任何 对 象 z， 

ZEe4UB < (rz € 4A 或 ry € B). 


回忆 一 下 , “或 ”在 数学 中 默 指 包括 , 或 者 说 :“X 或 Y 成 立 ” 指 的 是 “或 者 X 
成 立 , 或 者 Y 成 立 , 或 者 两 者 都 成 立 ”. 见 84.1. 

例 3.1.11 集合 {1,2} U{2,3} 由 或 属于 {1,2} 或 属于 {2,3} 或 属于 两 者 的 那 
些 元 素 组 成 , 换 句 话说 , 此 集合 的 元 素 简 单 地 就 是 1, 2 和 3. 因此 , 我 们 把 此 集合 表 
示 为 

{1,2}UJ{2, 3} = {1, 2,3}. 


注 3.1.12 ”车 4,B,4' 都 是 集合 且 4 等 于 4', 那么 4UB 等 于 4A'UB( 为 
什么 ? 需要 使 用 公理 3.4 和 定义 3.1.4). 类 似 地 , 若 B' 是 一 个 等 于 B 的 集合 , 则 
AUB 等 于 AUB', 于是, 并 运算 遵从 代入 公理 , 且 对 于 集合 是 定义 明确 的 . 

我 们 现在 给 出 并 的 一 些 基本 性 质 . 

引 理 3.1.13 车 a 和 是 对 象 , 则 {a,b} = {a} U{ 寺 . 若 A, B,C 是 集合 , 则 并 
运算 是 交换 的 ( 即 AUB = BU 4), 也 是 结合 的 ( 即 (4UB)UC = 4U(BUO)), 
而 且 还 有 4U4=4US=ZCU4=4. 

证 明 ”我 们 只 证 结合 性 等 式 (4UB)UC = AU(BUO), 而 把 其 他 结论 留 作 
习题 3.1.3. 根据 定义 3.1.4, 我 们 应 证 明 (4U B) UC 的 每 个 元 素 都 是 4ULBUOC) 
的 一 个 元 素 且 反之 亦 然 . 于 是 , 先 假定 x 是 (4U B)UC 的 元 素 . 根据 公理 3.4, 这 
意味 着 关系 式 re 4UB 和 z e C 中 至 少 有 一 个 是 真 的 . 分 两 种 情形 来 说 ， 若 
Zz € 0, 则 再 次 根据 公理 3.4，z & BUC, 于 是 再 由 公理 3.4, 有 ze AU(BUO). 现 
在 代替 ze C 而 设 ze 4UB, 则 再 次 根据 3.4，z Ee 4 或 ze B. 若 xe Ah, 则 根 
据 公 理 3.4，z € AU(BUO), 而 车 z € B, 由 公理 3.4 的 顺 次 使 用 , 有 z e BUC,， 
进而 ze AU(BUC). 于 是 在 一 切 情形 下 我 们 都 看 到 , (4UB)UC 的 每 个 元 素 在 
AU(BUOC) 之 中 . 类 似 的 论述 表明 , 4U(BUC) 的 每 个 元 素 都 在 (4UB)UC 之 
中 , 于 是 如 所 要 证 的 那样 , 4UB)UC= 4UBUC)， 男 
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根据 上 述 引 理 , 我 们 没 必 要 使 用 括号 来 表示 多 次 的 并 运算 . 于 是 , 例如 我 们 可 
以 写 4UBUC 以 代替 (4UB)UC 或 AU(BUC). 类 似 地 , 对 于 四 个 集合 的 并 ， 
可 以 写 AU BUCUD, 等 等 

注 3.1.14 ”即使 并 运算 具有 某 些 与 加 法 类 似 的 性 质 , 此 两 种 运算 并 不 是 相同 
的 . 例如 , {2} UJ{3} = {2,3}, 2 十 3 = 5, 而 {2} + {3} 是 毫 无 意义 的 (加 法 是 关于 
数 的 , 而 不 是 关于 集合 的 ), 2U3 也 是 毫 无 意义 的 (并 是 关于 集合 的 , 而 不 是 关于 数 
的 ). 

这 个 公理 使 我 们 可 以 定义 三 元 素 集 (triplet), 四 元 素 集 (quadruplet), 依 此 类 
推 : 若 a,b,c 是 三 个 对 象 , 定义 


{a,b,c} := {a}U{2}Ut{e}; 
车 a,b,c,d 是 四 个 对 象 , 定义 
{a,b, c,d} := {a}U{2}U{c}U{a}; 


依 此 类 推 . 另 一 方面 , 我 们 尚 不 曾 对 于 任意 给 定 的 自然 数 ”定义 由 ”个 对 象 组 成 的 
集合 . 这 将 要 求 重复 使 用 上 述 的 构造 方法 “nm 次 ", 然而 n 次 重复 的 概念 尚 不 曾 被 严 
格 地 定义 . 根据 类 似 的 理由 , 我 们 也 还 不 能 定义 由 无 限 多 个 对 象 组 成 的 集合 , 因为 
那 将 需要 重复 使 用 双 并 公理 无 限 次 , 而 在 目前 的 状态 , 能 否 严格 地 做 这 件 事 并 不 是 
很 明显 的 . 往 后 , 我 们 将 引入 集合 论 的 其 他 一 些 公理 以 使 我 们 能 构 作 任意 大 的 , 甚 
至 是 无 限 的 集合 . 

很 明显 , 某 些 集合 似乎 比 其 他 的 集合 大 . 正式 建立 这 个 概念 的 一 个 途径 是 引入 
子 集 的 概念 . 

定义 3.1.15( 子 集 )” 设 4,B 是 集合 . 说 4 是 B 的 子 集 , 记 作 4 Cc 互 , 当 且 仅 
当 4 的 每 个 元 素 都 是 B 的 元 素 , 即 


对 于 任何 对 象 z， ze4 一 ze 了. 


说 4 是 B 的 真子 集 , 记 作 4G B, 如 果 ACB 但 4#B. 

注 3.1.16 ”由 于 这 些 定义 仅 用 到 相等 的 概念 和 “是 .……… 的 一 个 元 素 ” 这 样 
的 关系 , 而 这 两 者 已 然 遵从 代入 公理 , 所 以 子 集 的 概念 也 自动 地 遵从 代入 公理 . 辟 
如 说 ,车 4cB 且 4=4h, 则 4'C 8B. 

例 3.1.17 我 们 有 {1,2,3} C {1,2,3,4,5}, 因为 {1,2,3} 的 每 个 元 素 也 是 
{1, 2, 3,4,5} 的 元 素 . 事实 上 我 们 还 有 {1,2,3} G {1,2,3,4,5}, 因为 这 两 个 集合 不 相 
等 . 给 定 任 意 一 个 集合 , 总 有 4 C 4 (为 什么 ?) 以 及 gC 4. (为 什么 ?) 
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在 集合 论 中 的 子 集 的 概念 类 似 于 数 的 的 “小 于 或 等 于 ”的 概念 . 下 面 的 命题 演 
示 了 此 事 (更 精确 的 表述 见 定义 8.5.1). 

命题 3.1.18( 集 合 被 包含 关系 部 分 地 安排 了 次 序 )” 设 4, B,C 是 集合 . 如 果 
ACB 且 BCC, 则 ACC. 和 如 果 ACB 且 BCAh, 则 A=B. 最后, 若 4C 万 且 
BGC 则 AGC. 

证 明 ”我 们 只 验证 第 一 个 结论 . 设 4c B 且 B Cc C0, 为 证 4 C 0, 只 须 证 明 
4 的 每 个 元 素 都 是 C 的 元 素 . 于 是 , 任 取 4 的 一 个 元 素 z, 那么 从 A Cc B, 知 xz 必 
是 B 的 一 个 元 素 . 但 从 B SC 也 知 z 是 C 的 一 个 元 素 . 于 是 4 的 每 个 元 素 确实 
都 是 C 的 元 素 . 这 就 是 要 证 明 的 . 加 

注 3.1.19 ”在 子 集 和 并 集 之 间 有 一 种 联系 , 见习 题 3.1.7. 

注 3.1.20 ” 子 集 关系 ES 和 小 于 关系 < 之 间 有 一 个 重要 的 区 别 . 给 定 任意 两 
个 不 同 的 自然 数 n,m, 我 们 知道 它们 中 的 一 个 必定 小 于 另 一 个 (命题 2.2.13); 但 是 ， 
给 定 两 个 不 同 的 集合 , 一 般 说 来 不 必 其 中 一 个 是 另 一 个 的 子 集 . 例如 , 取 4 := {2n: 
n € N} 为 偶 自然 数 的 集合 , 而 B := {2n 十 1:neN} 为 奇 自然 数 的 集合 , 则 其 中 任 
何 一 个 都 不 是 另 一 个 的 子 集 ， 这 就 是 为 什么 我 们 说 , 集合 只 被 部 分 地 安排 了 次 序 ， 
而 自然 数 是 完全 地 安排 了 次 序 的 ( 见 定义 8.5.1 和 定义 8.5.3). 

注 3.1.21 ”我 们 还 应 该 小 心 , 子 集 关 系 C 与 元 素 关系 e 可 不 是 一 回 事 . 数 2 
是 {1,2,3} 的 一 个 元 素 , 但 却 不 是 一 个 子 集 , 于 是 2 e {1,2,3} 但 2 & {1,2,3}. 的 确 ， 
2 根本 就 不 是 一 个 集合 . 反 过 来 , {2} 是 {1,2, 3} 的 一 个 子 集 , 而 不 是 它 的 元 素 , 于 是 
{2} S {1,2,3} 但 {2} 4 {1,2,3}. 问题 在 于 数 2 和 集合 {2} 是 不 同 的 对 象 . 把 集合 
与 它们 的 元 素 区 别 开 来 是 重要 的 , 因为 它们 有 不 同 的 属性 . 例如 , 可 以 有 一 个 由 有 
限 数 组 成 的 无 限 集 合 (自然 数 的 集合 就 是 这 样 的 一 个 例子 ), 同时 也 可 以 有 一 个 有 
限 集合 , 其 每 个 元 素 都 是 “由 无 限 个 对 象 所 组 成 的 集合 ”( 例 如 有 限 集 {N,Z,Q,R}， 
它 有 四 个 元 素 , 其 中 每 个 元 素 都 是 无 限 集合 ). 

我 们 现在 给 出 一 个 公理 , 它 使 我 们 能 够 容易 地 构 作 大 集合 的 子 集合 . 

公理 3.5( 分 类 公理 ) 设 4 是 一 个 集合 , 并 对 于 每 个 ZE 4, 设 P(z) 是 一 个 
关于 z 的 性 质 ( 即 P(z) 或 为 一 个 真 命题 ， 或 为 一 个 假 命题 ). 那么 存在 一 个 集合 叫 
作 {ze4:P(z) 成 立 } (或 简写 为 {re4:P(z)}), 它 的 元 素 恰 恰 是 4 中 使 P(z) 
成 立 的 z. 换 名 话说, 对 于 任何 对 象 y， 


yE {TEA:P(z) 成 立 } < (yeE4 且 P(y) 成 立 ). 
这 个 公理 也 叫 作 分 离 公理 . 注意 , {ze 4 : P(z) 成 立 } 永远 是 4 的 一 个 子 集合 


(为 什么 ?), 尽管 它 可 以 大 得 就 是 4, 或 小 得 成 为 空 集 . 可 以 验证 , 代入 公理 适用 于 
分 类 , 于 是 , 若 4= 4' 则 {ze 4:P(z)} = {z EA4':P(z)}( 为 什么 ?). 
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例 3.1.22 设 5:= {1,2,3,4,5}, 则 集合 tneS:mn<4 针 是 3 中 的 使 六 <14 
成 立 的 元 素 n 的 集合 , 即 {fn es 5 :mn < 4} = {1,2,3}. 类 似 地 , 集合 {ne 5:n<7} 
就 是 S 本 身 , 而 {ne 5S :n <1} 是 空 集 . 

我 们 有 时 写 {z € 4| P(z)} 代替 {xz e 4 : P(z)}; 当 我 们 用 冒号 “:” 来 表示 其 
他 事物 时 , 这 个 写法 就 有 用 了 , 例如 当 我 们 用 冒号 表示 一 个 函数 小: 和 一 了 的 定义 
域 和 值 域 时, 就 是 这 样 . 

我 们 可 以 使 用 此 分 类 公理 来 定义 集合 的 其 他 一 些 运算 , 即 集合 的 交 与 集合 的 
差 . 

定义 3.1.23( 交 ) ”两 个 集合 S; 和 5 的 交 51 门 .52 定义 为 集合 


91 门 S> “一 {7 所 9 :WE€ S2}. 


换 句 话说 , 51 门 52 由 全 部 同时 属于 5S; 和 3。 两 个 集合 的 元 素 构成 , 于 是 , 对 于 一 切 
对 象 > 
zeEe9 站 5 > ze5Sl 且 ze92. 


注 3.1.24 ”注意 此 定义 是 明确 的 (也 就 是 说 , 它 遵 从 代入 公理 , 见 84.7), 因为 
它 是 借助 更 初始 的 运算 来 定义 的 , 而 这 些 初始 的 运算 已 经 知道 是 遵从 代入 公理 的 . 
类 似 的 注释 适用 于 本 章 后 面 的 定义 , 并 且 通 常 将 不 再 明确 提 及 . 

例 3.1.25 ”我们 有 {1,2,4} 站 {2,3,4} = {2,4}, {1,2} 门 {3,4} = &, {2,3}Ug = 
{2,3} 以 及 {2,3} 门 6 = &. 

注 3.1.26 ”顺便 指出 , 我 们 应 该 小 心地 使 用 英语 单词 “and”9, 不 可 使 它 含混 
地 在 上 下 文中 既 可 指 并 , 也 可 指 交 . 例如 , 如 果 我 们 谈论 “男孩 和 (and) 女孩 >, 我 
们 指 的 是 男孩 的 一 个 集合 与 女孩 的 一 个 集合 的 并 , 但 是 如 果 我 们 谈论 “单身 的 和 
(and) 男 的 ”人 的 集合 , 则 指 的 是 单身 者 的 集合 与 男性 人 的 集合 的 交 . (你 能 摘出 一 
个 语法 规则 来 确定 何 时 “and( 和 )” 指 的 是 并 , 而 何 时 “and( 和 )” 指 的 是 交 吗 ?) 另 一 
个 问题 是 “and( 和 )” 在 英语 中 ?用 来 表示 加 法 , 例如 人们 可 以 说 “2 and 3 is 5”®, 同 
时 也 说 “{2} 的 元 素 和 {3} 的 元 素 构成 集合 {2,3}” 以 及 “在 {2} 和 {3} 中 的 元 素 
构成 集合 2”. 这 肯定 会 引起 混淆 ! 我 们 求助 于 数学 符号 来 代替 诸如 “and” 之 类 的 
英语 词汇 的 一 个 缘由 , 就 是 数学 符号 永远 具有 精确 的 清晰 的 含意 , 使 用 数学 符号 就 
避免 了 必须 总 得 小 心地 根据 上 下 文 来 确定 一 个 单词 到 底 是 什么 意思 . 

两 个 集合 4, B 叫 作 是 不 交 的 , 如 果 4 门 B = &. 注意 , 这 与 相 异 (distinct) 可 
不 是 同一 个 概念 . 例如 集合 {1,2,3} 与 {2,3,4} 是 相 异 的 (有 一 个 集合 的 元 素 不 是 

GD 即 中 文 的 “和 和 ”. 一 一 译 者 注 


@ 也 在 汉语 中 . 一 一 译 者 注 
图 汉语 为 “2 与 3 的 和 是 5”. 一 一 译 者 注 
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另 一 个 集合 的 元 素 ), 但 是 它们 不 是 不 交 的 (因为 它们 的 交 是 不 空 的 集合 ). 同时 , 集 
合 G 与 集合 gf 是 不 交 的 , 但 不 是 相 异 的 . (为 什么 ?) 

定义 3.1.27( 差 集 ) ”给 定 两 个 集合 4 和 B, 我 们 定义 集合 4 一 B 或 4\B 为 
从 集合 4 中 把 B 中 的 任何 元 素 都 去 掉 所 得 的 集合 : 


A\B:={zreA:r¢B}. 


例如 , {1,2,3,4} \ {2,4,5} = {1,3}. 在 很 多 情况 下 , B 是 4 的 子 集 , 但 并 非 必须 如 
此 


我 们 现在 给 出 并 、 交 及 差 集 的 一 些 基本 性 质 . 

命题 3.1.28( 集 合 构成 一 个 Boole 代数 ) ” 设 4, B,C 是 集合 , 并 设 做 是 包含 
4, B,C 为 其 子 集 的 集合 . 

(a) (最 小 元 ) 我 人 有 4UG= 4 以 及 4 门 g =&%. 

(b) (最 大 元 ) 我 们 有 4UX=X 以 及 A 门 X= 4. 

(c) (相等 ) 我 们 有 4U4= 4 以 及 4 门 4= 4. 

(d) (交换 性 ) 我 们 有 AUB= BUA 以 及 A 门 B= BNM4. 

(e) (结合 性 ) 我 们 有 (4UB)UC= AU(BUO), (4NB)NMC= 4N(BNo). 

(f) (分 配 性 ) 我 们 有 4mBUC) = (4mB)UU4nc) 以 及 AU(B 门 C0) = 
(AUB)N(AUO). 

(g) (分 拆 法 ) 我 人 有 AU(X\4)= 久 以 及 A 站 mn(X\4)=&%. 

(h)(De Morgan 律 ) 我 们 有 X\(AUB)=(X\A) 站 (X\B) 以 及 X\(4 门 B) = 
(X\ A)U(X\B). 

注 3.1.29 ”De Morgan 律 以 逻辑 学 家 Augustus De Morgan? 的 名 字 命 名 , De 
Morgan 把 这 些 定 律 确立 为 集合 律 的 基本 定律 . 

证 明 ”见习 题 3.1.6. 国 

注 3.1.30 ”读者 可 能 已 观察 到 上 面 在 U 和 门 之 间 的 算 律 以 及 在 基 和 gg 之 
间 的 算 律 有 一 定 的 对 称 性 , 这 是 对 偶 性 的 一 个 例子 一 一 两 个 不 同 的 性 质 或 者 两 个 
不 同 的 对 象 彼此 对 偶 . 在 现在 的 情况 下 , 对 偶 性 是 以 补 关系 4 和 X\ 4 来 实现 的 ; 
De Morgan 律 断 定 这 个 关系 把 并 转化 成 交 , 而 把 交 转 化 成 并 . (此 关系 也 交换 了 XX 
和 空 集 .) 上 述 的 算 律 合 起 来 叫 作 以 英国 数学 家 George Boole(1815 一 1864) 的 名 字 
命名 的 Boole 代数 的 定律 , Boole 代数 同时 也 适用 于 许多 集合 之 外 的 其 他 对 象 , 在 
逻辑 学 中 起 着 举足轻重 的 作用 . 

我 们 现在 已 经 积累 了 关于 集合 的 一 些 公 理 和 一 些 结果 , 但 是 依然 还 有 许多 事情 
是 我 们 还 不 能 做 的 . 对 于 一 个 集合 我 们 想 做 的 一 件 基本 的 事情 是 , 从 这 个 集合 中 取 


人 @ Augustus De Morgan, 1806 一 1871, 英国 人 . 一 一 译 者 注 
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出 每 个 对 象 来 , 以 某 种 方式 把 它 转化 成 另 一 个 新 的 对 象 ; 例如 我 们 可 能 想 从 一 个 数 
的 集合 , 例如 {3,5,9} 出 发 , 增长 它 的 每 个 元 素 而 造 出 一 个 新 的 集合 {4, 6,10}. 这 
并 不 是 可 以 直接 仅仅 使 用 我 们 已 有 的 公理 所 能 做 到 的 事 所 以 我 们 需要 一 个 新 的 
公理 : 

公理 3.6( 替 换 )” 设 4 是 一 个 集合 . 对 于 任意 的 对 象 x E 4 和 任意 的 对 象 y， 
假设 有 一 个 命题 P(z,y) 依赖 于 z 和 Yy, 使 得 对 于 每 个 ZE 4 存在 至 多 一 个 y, 使 
P(z,y) 成 立 . 那么 存在 一 个 集合 {y : P(x,y) 对 于 某 z E 4A 成立}, 使 得 对 于 任何 对 
象 z， 

z E {fy :P(rz,y) 对 于 某 Z €E 4 成 立 } 


< 一 (对 于 某 ze A，P(z,z) 成 立 ). 


例 3.1.31 设 4:= {3,5,9} 并 设 P(x,vy) 是 命题 y= z++, 即 y 是 zx 的 后 继 
者 . 注意 到 对 于 每 个 z e 4, 恰 有 一 个 y 使 得 P(z,y) 成 立 具体 就 是 z 的 后 继 
者 . 于 是 上 述 公 理 断 定 集合 {y : 对 于 某 rz e {3,5,9},y = z 上 +} 存在 . 在 此 , 这 明 
显 就 是 集合 {4, 6,10}. (为 什么 ?) 

例 3.1.32 设 4 := {3,5,9} 并 设 P(z,y) 是 命题 y = 1, 那么 对 于 每 个 ze 
4, 还 是 恰 有 一 个 y, 使 P(x,y) 成 立 具体 地 说 , 就 是 数 1, 此 时 {y : y = 
1 对 于 某 ze {3,5,9} 成 立 } 恰 就 是 单元 素 集 {1}. 我 们 已 把 原来 的 集合 的 每 个 元 素 
3,5,9 都 蔡 换 成 了 同一 个 对 象 , 即 1. 于 是 这 个 相当 没劲 的 例子 表明 , 由 上 述 公理 得 
到 的 集合 可 以 比 原来 的 集合 “小 ”. 

我 们 常 把 形 如 


{y :y= f(x) 对 于 某 z € 4 成 立 } 


的 集合 简写 成 {f(z) : ze 4} 或 {f(z)|z s 4}. 于 是 , 例如 说 若 4 = {3,5,9}, 则 
{Zz 十 十 :xz € A} 就 是 集合 {4,6,10}. 当然 , 我 们 可 以 把 替换 公理 与 分 类 公理 联合 使 
用 , 于 是 , 作为 例子 , 我 们 可 以 构 作 出 类 似 于 {f(z) : ze 4; P(z) 成 立 } 这 样 的 集合 ， 
从 集合 4 出 发 , 使 用 分 类 公理 造 出 集合 {z € 4 : P(z) 成 立 }, 然后 再 应 用 替换 公理 
来 造 出 {f(z) : ze 4; P(z) 成 立 }. 于 是 , 作为 例子 {n 十 十 :ne {3,5,9};n <6}= 
{4,6}. 

在 我 们 的 很 多 例子 中 都 不 明确 地 假定 了 自然 数 事实 上 都 是 对 象 (objects). 我 
们 正式 把 此 事 陈述 如 下 : 

公理 3.7( 无 限 ) ”存在 一 个 集合 N, 其 元 素 叫 作 自 然 数 , 0 是 瑟 中 的 一 个 对 象 ， 
而 且 由 每 个 自然 数 mn E NN 所 指定 的 满足 Peano 公理 (公理 2.1~2.5) 的 对 象 多 十 十 
也 在 N 中 . 
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这 是 假设 2.6 的 一 个 更 正式 的 形式 . 称 其 为 无 限 的 道理 是 因为 它 引 入 了 无 限 集 
合 的 一 个 最 基本 的 例子 , 即 自然 数 集 N. (我 们 将 在 83.6 中 正式 叙述 何 为 有 限 何 为 
无 限 .) 从 无 限 的 公理 中 我 们 看 到 , 如 3, 5, 9 等 之 类 的 数字 的 确 是 集合 论 中 的 对 象 ， 
(由 双 元 素 集 公 理 及 双 并 公理 ) 我 们 确实 可 以 合法 地 构 作 如 {3,5,9} 这 样 的 集合 , 就 
像 在 我 们 的 例子 中 已 做 过 的 那样 . 

人 们 必须 把 集合 的 概念 与 集合 的 元 素 的 概念 区 别 开 来 ; 例如 集合 {n 十 3 :me 
N,0 < n < 5} 与 表达 式 或 函数 ”+ 3 不 是 同一 回 事 . 我 们 用 一 个 例子 来 强调 此 事 : 

例 3.1.33( 非 正式 的 ) ”此 例 需 要 有 减法 概念 , 我 们 尚 不 曾 正式 引入 . 下 述 两 集 
合 是 相等 的 


{n+3:nEN,0<ng5}={8—-n:nEN,O0g<nsg5} (3.1) 


( 见 下 文 ), 尽管 对 于 一 切 自然 数 n, 表达 式 n 二 3 和 8 一 n 绝对 不 是 同一 表达 式 . 
于 是 , 一 个 好 主意 是 , 当 你 谈论 集合 时 , 记 住 要 使 用 那些 花 插 号 {}, 以 免 你 偶然 把 
一 个 集合 混同 于 它 的 元 素 . 这 种 反 直 观 的 情形 的 一 个 缘由 是 , 字母 n 在 (3.1) 式 两 
边 是 以 不 同 的 方式 被 使 用 的 .为 弄 清 此 种 情形 , 我 们 用 字母 替换 字母 来 重 写 集合 
{8 一 n :ne N,0<n<5}, 那 就 得 到 {8 一 m :meN,0<mz<5}. 这 与 前 一 个 集合 
完全 是 同一 个 集合 (为 什么 ?), 于 是 我 们 可 把 (3.1) 重 写 为 


{ni+3:nEN,0<ng<5}={8—-m:meN,0<m < 5}. 


现在 容易 看 到 (使 用 (3.1.4)) 为 什么 这 个 等 式 是 真 的 : 每 个 形 如 n+ 十 3 的 数 , 其 中 n 
是 介 于 0 和 5 之 间 的 自然 数 , 也 是 形 如 8 一 m 那样 的 数 , 其 中 mm := 5 一 n( 注 意 m 
因此 也 是 介 于 0 和 5 之 间 的 自然 数 ). 看 看 要 是 我 们 不 先 把 一 个 n 换 成 m， (3.1) 
的 上 述 解 释 将 会 是 多 么 更 让 人 糊涂 ! 


习 题 3.1 


3.1.1 证明 (3.1.4) 中 的 相等 的 定义 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 . 

3.1.2 ” 仅 使 用 定义 3.1.4、 公理 3.2 和 公理 3.3, 证 明 集 合 g，{2}，{{2}} 以 及 {C,{2} 全 
是 不 同 的 ( 即 其 中 没有 两 个 是 彼此 相等 的 ). 

3.1.3 ”证 明 引 理 3.1.13 中 剩 下 未 证 的 那些 结论 . 

3.1.4 ”证 明 命 题 3.1.18. 

3.1.5 ” 设 4A,B 是 集合 . 证 明 三 个 命题 4 C B，AUB= B，A 门 B = 4 在 逻辑 上 是 等 价 的 
(其 中 任何 一 个 都 蕴含 其 他 两 个 ). 

3.1.6 ”证 明 命 题 3.1.28. (提示 : 可 以 使 用 其 中 的 一 些 断 言 去 证 明 另 一 些 断言 . 有 些 断 言 还 曾 在 
前 面 的 引 理 3.1.13 中 出 现 过 .) 
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3.1.7 ” 设 4, B,C 是 集合 .证 明 4 门 BCA 且 4 门 BC B, 进而 证 明 CCA 且 CCB 当 且 
仅 当 C Cc 4A 门 B. 用 类 似 的 精神 证 明 4 C A4UB 且 B Cc AU B, 进而 证 明 ACOC 上 且 
B CC 当 且 仅 当 4UB CS C. 

3.1.8 ” 设 4,B 是 集合 . 证 明 下 面 两 个 吸收 律 


AN(AUB) = 4A, AU(ANB) = 


3.1.9 ” 设 4A,B,X 是 集合 且 AUB=X, 4 门 B=6. 证 明 4=X\B 有 B=X\Ah. 
3.1.10 ” 设 4,B 是 集合 .证明 三 个 集合 A\B，A 门 B，B\ A 是 不 交 的 , 且 它们 的 并 是 AU B. 
3.1.11 ”证 明 替 换 公 理 强 含 分 类 公理 . 


83.2 Russell 悖 论 (选读 ) 


上 节 引 入 的 很 多 公理 都 有 一 个 类 似 的 味道 : 它们 都 使 我 们 能 把 具有 一 定性 质 
的 全 体 元 素 组 成 一 个 集合 . 它们 都 像 是 靠得住 的 , 而 且 人 们 可 能 设想 它们 或 许可 以 
被 统一 起 来 , 例如 通过 引入 下 述 公 理 而 统一 起 来 : 

公理 3.8( 万 有 分 类 ) (危险 !) ” 设 对 于 每 个 对 象 z,. 我 们 都 有 一 个 依赖 于 z 的 
性 质 P(z) (从 而 对 于 每 个 z，P(z) 要 么 是 真 命题 , 要 么 是 假 命题 ), 那么 存在 一 个 
集合 {Zz : P(z) 成 立 }, 使 得 对 于 每 个 对 象 y， 


yE{z:P(z) 成 立 } < Py) 成 立 . 


此 公理 也 就 是 周知 的 概括 公理 (axiom comprehension). 它 断 定 每 个 性 质 对 应 
于 一 个 集合 , 如 果 我 们 承认 此 公理 , 则 可 以 谈论 一 切 蓝 色 东西 的 集合 , 一 切 自然 数 的 
集合 , 一 切 集合 的 集合 , 等 等 . 这 个 公理 也 蕴含 上 一 节 中 的 大 多 数 公理 (习题 3.2.1). 
不 幸 的 是 , 这 个 公理 不 可 以 被 引入 集合 论 , 因为 它 引 出 了 一 个 逻辑 上 的 矛盾 , 即 周知 
的 Russell 悖 论 , 它 是 由 哲学 家 和 逻辑 学 家 Rertrarel Russel? (美国 人 , 1872 一 1970) 
于 1901 年 发 现 的 ”. 此 悖 论 叙 述 如 下 : 设 P(z) 是 这 样 的 命题 


P(z) < 全 “zz 是 一 个 集合 , 且 z g& zy?; 


也 就 是 说 , P(z) 仅 当 zx 是 一 个 不 含 自己 为 其 元 素 的 集合 时 成 立 . 例如 , P({2, 3,4}) 

成 立 , 因为 集合 {2, 3,4} 不 是 {2, 3,4} 的 三 个 元 素 2,3,4 中 的 任何 一 个 . 另 一 方面 ， 

如 果 我 们 让 5S 是 一 切 集合 的 集合 (根据 万 有 分 类 公理 就 该 存在 这 样 的 一 个 集合 )， 
G@ 通 译 为 罗素 . 译 者 


@ 1918 年 Russell 把 此 健 认 通 谷 化解 和 为 “理发 师 悖 论 ”",，Cantor 在 1899 年 也 曾 发 现 过 类 似 的 悖 
论 . 一 一 译 者 注 
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那么 S 由 于 本 身 是 一 个 集合 , 它 该 是 5 的 一 个 元 素 , 所 以 P(S) 不 成 立 . 现在 使 用 
万 有 分 类 公理 来 构 作 集合 


Q := {zx : P(z) 成 立 } = {fz:z 是 集合 且 rz g& zh}， 


即 一 切 不 以 自己 为 元 素 的 集合 的 集合 . 现在 问 这 样 的 问题 : Q 含有 它 自己 为 元 素 吗 ? 
即 是 不 是 Q es Q? 如 果 Q 含有 Q, 则 根据 定义 , 这 表明 P(Q) 不 成 立 , 那么 0 是 一 
个 集合 但 Q & Q. 另 一 方面 , 如 果 Q 不 含有 自己 为 元 素 , 则 P(Q) 就 得 成 立 , 从 而 
Qe Q. 于 是 不 管 在 哪 种 情形 , 我 们 都 同时 得 到 Qe 9 和 Q gq 9, 这 是 荒 雇 的 . 

在 上 述 公理 中 发 生 的 问题 在 于 它 产 生 的 集合 “ 太 大 ”了 一 一 如 我 们 可 用 此 公 
理 谈论 一 切 对 象 的 集合 (所 谓 的 “万 有 之 集 ”). 由 于 集合 自身 是 对 象 (公理 3.1), 这 
就 意味 着 集合 允许 含有 自身 为 元 素 , 这 说 法 可 就 有 点 身 了 . 

非 正 式 地 解决 此 事 的 一 个 方法 是 , 把 对 象 都 认为 是 由 一 个 神 来 安排 的 . 在 神 安 
排 的 最 底层 上 的 是 初始 (primitive) 对 象 一 一 那些 不 是 集合 的 对 象 3, 如 自然 数 
37. 然后 在 神 的 接 下 去 的 高 一 级 的 层面 上 的 是 集合 , 其 元 素 仅 由 初始 对 象 组 成 , 例 
如 {3,4,7} 或 空 集 gc, 让 我 们 估 且 称 这 些 集合 为 “初始 集合 ”. 然后 就 是 仅 由 初始 对 
象 与 初始 集合 为 其 元 素 的 集合 , 例如 {3,4,7, {3,4,7}}. 然后 我 们 可 以 从 这 些 对 象 构 
作出 集合 来 , 依 此 类 推 . 问题 在 于 , 在 神 安排 的 每 一 层面 上 , 我 们 看 到 的 只 有 那些 其 
元 素 乃 是 低 一 级 层面 上 的 对 象 的 集合 , 于 是 不 存在 这 样 的 层面 , 使 我 们 能 构 作 出 包 
含 自身 为 元 素 的 集合 . 

确切 而 正式 地 叙述 上 述 关 于 对 象 的 神 的 直觉 是 一 件 非常 复杂 的 事情 , 此 处 我 们 
不 做 此 事 . 我 们 代 之 以 简单 地 假定 一 条 公理 , 它 可 以 保证 , 像 Russell 悖 论 那 样 的 荒 
座 之 事 不 会 出 现 . 


公理 3.9( 正 则 性 ) ”如 果 4 是 一 个 非 空 的 集合 , 那么 4 至 少 含有 一 个 元 素 T， 


它 要 么 不 是 集合 , 要 么 是 与 4 不 同 的 集合 . 

此 公理 (也 叫做 基础 公理 (foundation axiom)) 之 要 点 在 于 , 它 断 定 4 至 少 有 一 
个 元 素 位 于 对 象 之 神 的 如 此 之 低 的 层面 上 , 使 它 不 含 4 的 任何 其 他 元 素 . 例如 , 若 
4 = {{3,4}, {3,4, {3,4}}}, 则 元 素 {3,4} es 4 不 含 4 的 任何 其 他 元 素 (3 和 4 都 不 
在 4 中 ), 尽管 元 素 {3,4, {3,4}} 在 神 的 稍 高 些 的 层面 上 且 含有 4 的 一 个 元 素 , 即 
{3,4}. 此 公理 的 一 个 特别 的 结果 就 是 集合 绝 不 可 含有 自身 为 元 素 (习题 3.2.2). 

人 们 可 能 很 有 理由 地 提问 , 在 我 们 的 集合 论 中 , 是 不 是 真 的 需要 这 个 公理 ? 它 
比 我 们 的 其 他 公理 肯定 缺乏 直观 性 . 为 了 实 分 析 的 目的 , 实际 上 这 个 公理 是 绝对 不 
需要 的 ; 我 们 在 实 分 析 中 考虑 的 集合 在 对 象 之 神 坛 上 的 位 置 都 是 典型 地 非常 低 的 ， 
但 是 , 要 想 进 一 步 搞 集 合 论 , 就 必须 把 这 个 公理 也 包含 进去 . 在 本 书 中 , 为 了 完全 起 
见 我 们 也 列 入 了 这 个 公理 (但 只 作为 选读 材料 ). 


@@ 在 纯粹 集合 论 中 , 不 存在 初始 对 象 , 但 却 有 一 个 初始 的 集合 多, 它 位 于 神 的 接 下 去 高 一 级 层面 上 . 


习 题 3.2 


3.2.1 ”证 明 , 如 果 假定 万 有 分 类 公理 即 公理 3.8 是 真 的 , 它 将 蕴含 公理 3.2~3.6, (如 果 假 定 一 
切 自 然 数 都 是 对 象 , 我 们 还 得 到 公理 3.7.) 于 是 这 个 公理 , 如 果 人 允许 的 话 , 将 会 惊人 地 简 
化 集合 论 的 基础 (并 且 可 以 被 看 作 周 知 的 “朴素 集合 论 ” 的 一 个 直观 模型 的 基础 ). 不 幸 
的 是 , 如 我 们 所 见 , 公理 3.8 是 “好 过 头 了 ”1! 

3.2.2 ”使 用 正则 性 公理 (以 及 单 点 集 公理 ) 来 证 明 , 如 果 4 是 集合 , 那么 A 4 4. 进而 证 明 , 如 
A 和 B 是 集合 , 那么 或 者 A 4 B, 或 者 B 4 4( 或 者 两 者 都 成 立 ). 

3.2.3 ”在 假定 集合 论 的 其 他 公理 的 前 提 下 , 证 明 万 有 分 类 公理 , 即 公 理 3.8, 等 价 于 一 个 假定 存 
在 一 个 由 一 切 对 象 组 成 的 “万 有 集合 "RQ ( 即 对 于 一 切 对 象 x, 都 有 ze Q) 的 公理 . 换 
句 话 说, 若 公理 3.8 是 真 的 , 则 万 有 集合 存在 ; 反之 , 车 万 有 集合 存在 , 则 公理 3.8 是 真 
的 ，( 这 就 可 以 解释 为 什么 公理 3.8 叫 作 万 有 分 类 公理 .) 注意 , 如 果 存 在 万 有 集 2, 根 
据 公理 3.1, 必 有 m e Q, 这 与 习题 3.2.2 矛盾 . 于 是 , 基础 公理 (公理 3.9) 特意 把 万 有 
分 类 公理 排除 掉 . 
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为 了 搞 实 分 析 , 仅 有 集合 的 概念 并 不 特别 有 用 , 我 们 还 需要 从 一 个 集合 到 另 一 
个 集合 的 函数 (function) 的 概念 . 非 正式 地 说 , 从 一 个 集合 X 到 另 一 个 集合 Y 的 
函数 f : X 一 了 是 一 个 运算 , 它 对 于 X 中 的 每 一 个 元 素 (或 “输入” (input)) 指定 
Y 中 单一 一 个 元 素 (或 “输出 * (output)) 与 之 对 应 ; 上 一 章 中 当 我 们 讨论 自然 数 时 
己 经 非 正式 地 使 用 了 这 个 概念 . 正式 的 定义 如 下 . 

定义 3.3.1( 函 数 ) ” 设 忒 7 是 集合 , 并 设 P(z,y) 是 一 个 涉及 对 象 z e X 及 对 
象 yeY 的 性 质 , 使 得 对 于 每 个 ze 久 , 恰 有 一 个 y e Y 使 得 P(z,y) 成 立 (此 事 
有 时 叫 作 垂 线 判 别 法 (vertical line test)). 那么 我 们 定义 由 P 在 定义 域 XX 和 值 域 
Y 上 确定 的 ?函数 f :XX 一 Y 是 这 样 的 对 象 , 它 对 于 给 定 的 任意 的 输入 x e X, 指 
定 一 个 输出 f(z) e Y, 它 是 唯一 的 使 P(z, f(z)) 成 立 的 对 象 . 于 是 对 于 任何 ze XX 
和 yEY， 

y 二 f(z) < P(x,y) 成 立 . 

根据 上 下 文 , 函数 也 叫 作 映射 或 变换 . 有 时 也 称 之 为 态 射 (morphism), 虽然 更 
精确 地 说 , 态 射 指 的 是 更 为 一 般 的 一 类 对 象 , 它们 实际 上 可 能 相当 于 函数 也 可 能 并 
不 相当 于 函数 , 具体 要 依 上 下 文 而 定 . 

例 3.3.2 设 X=N,Y=N, 且 设 P(x,y) 是 性 质 y = z+ 十 , 那么 对 于 每 个 
zx & N, 存在 恰恰 一 个 y, 使 P(z,y) 成 立 , 即 y = z + 十 . 于 是 可 以 定义 一 个 关联 于 


@ 这 里 说 的 值 域 Y 是 一 个 包含 f(X) := {f(z) : z € XX} 的 集合 , 而 不 必 是 F(X). 一 一 译 者 注 
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此 性 质 的 函数 f : N 一 N, 使 得 对 于 一 切 z，f(x) = z 十 十 ; 这 就 是 N 上 的 增长 函数 ， 
它 取 自 然 数 为 输入 而 转化 到 它 的 增长 为 输出 . 例如 f(4) = 5,f(2n 十 3) = 2n 十 4, 依 
此 类 推 . 人 们 也 可 能 希望 定义 一 个 减少 函数 9 : N 一 N 关联 于 由 yy 十 十 = 确定 的 
性 质 P(z,y), 即 g(z) 应 该 是 一 个 增长 为 z 的 数 . 不 幸 的 是 , 这 定义 不 了 一 个 函数 ， 
因为 当 x = 0 时 , 不 存在 增长 等 于 z 的 自然 数 y( 公 理 2.3). 另 一 方面 , 我 们 可 以 合 
理 地 定义 一 个 减少 函数 h :N\ {0} 一 N 关联 于 由 yy 十 + = zx 确定 的 性 质 P(z, vy)， 
为 当 x e N \ {0} 时 , 的 确 恰 有 一 个 自然 数 y 使 得 y 十 十 = z, 这 要 感谢 引 理 2.2.10. 
于 是 , 例如 (4) = 3 且 h(2n 十 3) = 2n 十 2, 但 h(0) 是 无 定义 的 , 因为 0 不 在 定义 
域 N\ {0} 之 中 . 

例 3.3.3( 非 正式 的 ) ”这 个 例子 用 到 了 我 们 将 在 第 5 章 定义 的 实数 系 R. 人 们 
可 以 试图 定义 平方 根 函 数 / : 及 一 及 关联 于 由 y= zx 确定 的 性 质 P(x,y), 即 我 
们 要 让 Vz 是 使 y? = z 的 数 y. 不 幸 的 是 此 处 有 两 个 问题 不 允许 这 个 定义 确实 建 
立 一 个 函数 . 第 一 个 问题 是 , 存在 实数 z, 使 得 P(z,y) 永 不 成 立 , 例如 如 果 z = 一 1， 
那么 就 不 存在 实数 y 使 得 y? = z. 然而 这 个 问题 可 以 经 过 把 定义 域 从 R 限制 到 右 
半 直 线 [0, 十 oo) 来 解决 . 第 二 个 问题 是 , 即使 ze [0,+co), 也 可 能 有 多 于 一 个 的 y 
在 值 域 R 中 , 使 得 y? = z, 例如 , 如 果 z =4 则 y= 2 和 w= 一 2 两 者 都 符合 性 
质 , 即 +2 和 -2 两 者 都 是 4 的 平方 根 . 然而 这 个 问题 可 以 经 过 把 值 域 及 限制 到 
[0, 十 oo) 来 解决 . 这 样 做 了 以 后 , 就 可 以 正确 地 使 用 关系 式 = xz 定义 一 个 平方 根 
函数 / : [0, +co) 一 [0,+oo), 于 是 Vz 就 是 使 得 y? = z 的 唯一 的 数 ye [0, +co). 

定义 一 个 函数 的 通用 的 方式 是 简单 地 确定 其 定义 域 、 值 域 以 及 如 何 从 每 个 输 
入 zz 产生 一 个 输出 f(z); 这 叫 作 函数 的 显 式 定义 . 例如 , 在 例 3.3.2 中 , 函数 f 可 
以 明显 地 指出 其 定义 域 和 值 域 等 于 N, 且 对 于 一 切 x e N 来 定义 f(x) := z 十 十 . 
另 一 种 定义 一 个 函数 f 的 方式 是 , 我 们 只 确定 何 种 性 质 P(z,y) 把 输入 z 和 输出 
y 联系 起 来 ; 这 就 是 函数 的 隐 式 定义 . 例如 , 例 3.3.3 中 的 平方 根 函 数 VZ 是 以 隐 
含 的 方式 经 关系 式 (Vz)? = z 来 定义 的 . 注意 , 一 个 隐 式 定义 仅 当 我 们 知道 对 于 
每 个 输入 存在 恰恰 一 个 输出 符合 隐 式 关系 时 才 成 立 . 在 很 多 情况 下 , 我 们 为 了 简洁 
而 不 指明 函数 的 定义 域 和 值 域 , 于 是 我 们 就 可 能 把 例 3.3.2 中 的 函数 说 成 是 “函数 
f(z) := zz 二 +、“ 函 数 z mm z 上 + 上 + 、 “函数 x+ +” 或 者 极端 简短 地 写成 “++”. 但 
是 , 太 过 简 缩 可 能 也 是 危险 的 ; 有 时 明确 得 知 什么 是 函数 的 定义 域 和 值 域 是 重要 的 . 

我 们 注意 到 函数 遵从 代入 公理 : 如 果 zx = z', 那么 f(z) = f(z') (为 什么 ?). 换 
句 话说 , 相同 的 输入 产生 相同 的 输出 . 另 一 方面 , 不 同 的 输入 不 必 一 定 产生 不 同 的 
输出 , 如 下 例 所 示 : 

例 3.3.4 设 和 =N, Y=N, 并 设 P(z,y) 是 性 质 y = 7. 那么 对 于 每 个 zeN 
肯定 惟有 一 个 y 使 P(z,y) 成 立 , 此 y 即 数字 7. 于 是 我 们 可 以 构 作 关联 于 此 性 质 
的 函数 f : N 一 Ni; 它 简 单 地 是 一 个 常 值 函数 , 它 对 每 个 输入 ze N 都 指定 输出 
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f(z) = 7. 于 是 , 对 于 不 同 的 输入 肯定 可 能 产生 同一 个 输出 . 

注 3.3.5 ”我 们 现在 使 用 括号 “( )” 来 表示 数学 中 的 几 种 不 同 的 事情 . 一 方面 
我 们 用 括号 来 标示 运算 的 次 序 (例如 , 比较 一 下 2+(3x4)=14 和 (2+3)x4= 20)， 
但 另 一 方面 , 我 们 也 用 括号 来 把 函数 f(z) 的 变 元 或 性 质 如 P(z) 的 变 元 包 起 来 . 

然而 , 括号 的 这 两 种 用 法 通常 在 上 下 文中 是 不 会 混淆 的 . 例如 , 如 果 a 是 一 个 
数 , 则 ab + c) 表示 表达 式 a x (十 oj, 而 如 果 f 是 一 个 函数 , 则 f(b+c) 表示 当 输 
入 是 ?+c 时 7 的 输出 . 有 时 函数 的 变 元 用 下 标 来 表示 以 取代 括号 . 例如 , 自然 数 的 
一 个 序列 oo, ai a2,… 严格 地 说 是 一 个 从 N 到 N 的 函数 , 只 不 过 表示 作 m 一 an 
而 不 是 ”一 a(m). 

注 3.3.6 ”严格 地 说 , 函数 不 是 集合 , 而 集合 也 不 是 函数 . 问 一 个 对 象 z 是 不 
是 一 个 函数 f 的 元 素 , 是 毫 无 意义 的 ; 同时 , 把 一 个 对 象 x 作为 一 个 集合 的 输入 而 
产生 输出 4(z) 也 是 毫 无 意义 的 . 另 一 方面 , 可 以 从 一 个 函数 f :和 一 了 出 发 而 构 
作 它 的 图 像 {(z, f(z)) : ze X)}, 它 完全 地 描述 了 此 函数 : 见 83.5. 

我 们 现在 来 定义 关于 函数 的 一 些 基 本 概念 (concept) 和 基本 观念 (notion). 第 
一 个 概念 就 是 相等 . 

定义 3.3.7( 函 数 相等 ) ”具有 相同 的 定义 域 和 相同 的 值 域 的 两 个 函数 f : X 一 
Y, 9g:X 一 Y, 叫 作 是 相等 的 , 记 为 f = 9, 当 且 仅 当 对 于 一 切 ze X，j(z) = 9g(z). 
(如 果 f(z) 和 g(z) 对 于 zx 的 某 些 值 是 一 样 的 , 但 对 于 另外 的 值 是 不 一 样 的 , 那么 我 
们 不 认为 了 和 9 是 相同 的 ”.) 

例 3.3.8 ”函数 zx 一 zz2+2z+1l 与 函数 z 吓 (z+1D2 在 定义 域 及 上 是 相等 
的 . 函数 z 一 z 与 函数 z 一 |z| 在 正 实数 轴 上 是 相等 的 , 但 在 及 上 不 相等 . 于 是 ， 
函数 相等 的 概念 可 能 依赖 于 定义 域 的 选择 . 

例 3.3.9 ”函数 的 一 个 相当 无 聊 的 例子 是 从 空 集 到 一 个 任意 的 集合 的 空 函数 
f :2 一 X. 由 于 空 集 不 含 元 素 , 我 们 无 须 给 f 指定 任何 输出 . 但 不 管 怎 样 说 , 既然 
空 集 是 一 个 集合 , 空 函数 就 是 一 个 函数 , 尽管 它 不 是 一 个 有 什么 意思 的 函数 . 注意 ， 
对 于 每 个 集合 X, 仅 存 在 唯一 一 个 从 & 到 XX 的 函数 , 因为 定义 3.3.7 断言 , 一 切 从 
@ 到 XX 的 函数 都 是 相等 的 . (为 什么 ?) 

相等 这 个 概念 遵从 常用 的 公理 (习题 3.3.1). 

对 于 函数 , 一 个 基础 性 的 可 执行 的 运算 是 复合 . 

定义 3.3.10( 复 合 ) 设 1:X 一 Y 和 og:Y 一 2 是 两 个 隙 数 , 使 得 f 的 值 域 
与 g 的 定义 域 是 同一 个 集合 . 那么 可 以 定义 两 个 函数 g 与 f 的 复合 为 由 公式 


(go f)(z) := g(f(7)) 


@ 在 第 9 章 , 我 们 将 引入 一 个 关于 相等 的 弱 一 点 的 说 法 ， 即 两 个 函数 几乎 处 处 相等 的 说 法 . 
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明确 定义 的 函数 . 如 果 f 的 值 域 与 g 的 定义 域 并 不 一 致 , 我 们 认为 复合 go f 是 无 
定义 的 . 

容易 验证 , 复合 遵从 代入 公理 (习题 3.3.1)， 

例 3.3.11 设 1:N 一 N 是 函数 f(n) := 2m 并 设 g:N 一 N 是 函数 
g(n) :=n 十 3. 那么 go 是 函数 


gof(n) = g(f(n)) = 9g(2n) = 2n+3, 
于 是 , 例如 go f(1) = 5，go f(2) = 7, 依 此 类 推 . 与 此 同时 , fo。g 是 函数 
f og(n) = f(g(n)) = f(n+3)=2(n+3)=2n+6, 


于 是 , 例如 f og(1) = 8，f og(2) = 10, 依 此 类 推 . 

上 例 表 明 , 复合 不 是 交换 的 : f og 与 go fF 不 必 是 同一 个 函数 . 然而 复合 是 结 
合 的 : 
引 理 3.3.12( 复 合 是 结合 的 ) 设 f:W 一 Y,g:2—W, 且 h:X 一 
Zo? 都 是 函数 . 那么 

fo(lgoh)= (fo09)oh. 

证 明 ”由 于 goh 是 从 义 到 WW 的 函数 , 从 而 fo (goh) 是 从 贸 到 Y 的 函 
数 . 类 似 地 , fog 是 从 Z 到 了 的 函数 , 从 而 (fog)oh 是 从 XX 到 Y 的 函数 . 那么 
fo(lgoh) 和 (fo9)oh 有 同样 的 定义 域 和 值 域 . 为 了 证 明 它们 相等 , 从 定义 3.3.7 
看 到 , 必须 验证 对 于 一 切 x e X， 


(fo (goh))(z) = ((f 09) oh)(z). 


但 根据 定义 3.3.10， 
(fo (goh))(z)=f((go h)(z)) 
= f(g(h(z))) 
=(f 09)(h(z)) 
=((f 09)oh)(z) 
这 就 是 所 要 证 的 . 于 


注 3.3.13 ”注意 在 表达 式 go f 中 , 当 9 出 现在 f 的 左边 时 , 函数 go f 首先 
使 用 最 右 端 的 函数 f 而 后 再 使 用 g. 此 事 常 引起 混淆 ; 发 生 混 淆 的 原因 是 , 我 们 总 
是 把 函数 f 放 在 它 的 输入 zx 的 左边 , 而 不 是 右边 . (也 有 另外 的 不 同 的 数学 记号 , 其 


@ 原文 误 为 : f : 久 一 YY，g :Y 一 Z，h :2 一 W, 在 证 明 中 也 有 类 似 的 错误 . 一 一 译 者 注 
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中 把 函数 放 在 它 的 输入 的 右边 , 于 是 代替 f(z) 我 们 得 写 zf, 但 此 记号 常 被 证 明 不 
是 把 事情 搞 清晰 了 而 是 搞 得 更 糊涂 了 , 因此 尚 不 能 得 到 普遍 使 用 .) 
我 们 来 描述 一 些 特殊 类 型 的 函数 : 1 对 1 函数 、 满 函数 以 及 可 首 函 数 . 
定义 3.3.14(1 对 1 函数 ) ”一 个 函数 是 1 对 1 的 (或 单 射 ) 如 果 它 把 不 同 的 
元 素 映 成 不 同 的 元 素 : 
zz7 一 jz) 尖 jz ). 


等 价 地 说 , 一 个 函数 是 1 对 1 的 , 如 果 
f(z)= f(7) 一 了 一 2 


例 3.3.15( 非 正式 的 ) 由 f(n) := n? 定义 的 函数 :也 一 也 不 是 1 对 1 的 ， 
因为 不 同 的 元 素 -1, 1 被 映射 到 同一 个 元 素 1. 另 一 方面 , 如 果 我 们 把 这 个 函数 限 
制 到 自然 数 集合 上 , 借助 于 g(n) := n? 定义 g:N 一 Z, 则 g 是 1 对 1 的 函数 . 于 
是 , 1 对 1 函数 的 概念 不 仅 依赖 于 函数 是 如 何 作用 的 , 而 且 也 依赖 于 它 的 定义 域 是 
什么 . 

注 3.3.16 ”如 果 一 个 函数 f :和 一 Y 不 是 1 对 1 的 , 则 可 以 在 定义 域 X 中 
找到 不 同 的 zx 和 xz', 使 得 f(z) = f(x), 于 是 可 以 找到 两 个 输入 , 它们 被 映射 到 同 
一 个 输出 . 由 于 这 个 缘故 , 我 们 代替 1 对 1 而 说 是 2 对 1 的 : 

定义 3.3.17( 映 上 的 函数 ) ”一 个 函数 是 映 上 的 (或 满 射 ), 如 果 f(X) = Y, 即 
Y 中 的 每 个 元 素 都 由 把 f 作用 到 X 中 的 某 个 元 素 上 而 得 来 : 


对 于 每 个 ye Y, 存在 x e X, 使 得 f(x) = vy. 


例 3.3.18( 非 正式 的 ) ”由 f(n) := m2? 定义 的 函数 了: 2 一 也 不 是 映 上 的 ， 
为 负数 不 在 的 象 中 . 但 是 如 果 限 制 值 域 Z 为 平方 数 的 集合 4 := {fn2 :meZ}, 那 
么 由 g(n) := 22 定义 的 函数 9 :也 一 4 就 是 映 上 的 . 于 是 ， 映 上 的 函数 的 概念 不 仅 
依赖 于 函数 是 如 何 作用 的 , 而 且 也 依赖 于 它 的 值 域 是 什么 . 

注 3.3.19 “ 单 射 和 满 射 的 概念 在 很 多 场合 都 是 彼此 对 偶 的 ; 要 找 根据 可 以 见 
习题 3.3.2、 习 题 3.3.4 和 习题 3.3.5. 

定义 3.3.20( 双 射 ” 函数 ) ”既是 1 对 1 的 又 是 映 上 的 函数 又 叫 作 双 射 或 可 道 
映射 . 

例 3.3.21 设 了 :1{0,1,2} 一 {3,4} 是 函数 f(0) :=3，f(1):=3，f(2) :=4. 
此 函数 不 是 双 射 ， 因为 如 果 令 y = 3, 那么 在 {0,1,2} 中 到 多 于 一 个 的 z, 使 得 
f(z) = y (这 否定 了 单 射 性 )， 现 在 让 g : {0, 1} 一 {2, 3, 4} 是 函数 g(0) := 2， 


Q 原文 “bijective”, 亦 可 译 为 “一 一 映射 "， 见 《数学 名 词 》, 1993 年 , 科学 出 版 社 288 页 . 
一 一 译 者 注 
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g(1) := 3, 那么 g 也 不 是 双 射 , 因为 , 如 果 令 y = 4, 那么 不 存在 x 使 g(z) = y (这 
否定 了 映 上 性 ). 现在 让 h : {0, 1 2,} 一 {3, 4, 5} 是 函数 h(0) := 3，h(1) := 4 
h(2) := 5, 那么 h 是 双 射 , 因为 元 素 3,4,5 的 每 一 个 都 恰 由 元 素 0, 1,2 中 的 一 个 经 
h 映射 而 来 . 

例 3.3.22 ”由 f(n) :=n 十 十 定义 的 函数 f:N 一 N\{0} 是 双 射 (事实 上 , 此 
事 是 公理 2.2~2.4 的 简单 重 述 ). 另 一 方面 , 由 同一 定义 g(n) :=m 十 十 确定 的 函数 
g : N 一 N 却 不 是 双 射 , 于 是 双 射 函数 的 概念 不 仅 依赖 于 函数 是 如 何 作用 的 ,而 且 
也 依赖 于 值 域 (和 定义 域 ) 是 什么 . 

注 3.3.23 ”如 果 一 个 函数 z ”~ f(z) 是 双 射 , 那么 有 时 也 称 f 为 完全 匹配 或 1 
对 1 对 应 . ( 别 和 1 对 1 函数 相 混淆). 并 把 f 的 作用 代替 z f(z) 而 用 z f(zx) 
来 表示 . 那么 像 上 例 中 的 函数 h 就 是 1 对 1 对 应 0 喇 3，1 嘻 4，2 品 5. 

注 3.3.24 ”一 个 常见 的 错误 是 , 说 一 个 函数 f :X 一 了 是 双 射 当 且 仅 当 “对 
于 X 的 每 个 z, 恰 有 YY 中 的 一 个 y 使 得 y = f(z)”. 这 可 不 是 双 射 的 意思 , 而 仅 只 
是 说 出 了 f 是 一 个 函数 的 意思 . 一 个 函数 不 可 以 把 一 个 元 素 映 成 两 个 不 同 的 元 素 ， 
例如 , 不 可 以 有 一 个 函数 f 使 得 f(0) = 1 同时 f(0) = 2. 上 例 中 给 出 的 函数 f,g 都 
不 是 双 射 , 但 它们 依然 都 是 函数 , 因为 每 个 输入 依然 恰 给 出 一 个 输出 . 

如 果 f 是 双 射 , 那么 对 于 每 个 yEY, 惟有 一 个 x 使 得 f(z) = y (由 于 映 上 性 ， 
至 少 存 在 一 个 , 而 由 于 单 射 性 , 至 多 存在 一 个 ). z 的 这 个 值 记 作 广 !(y); 于 是 广 : 
是 一 个 从 Y 到 X 的 函数 . 我 们 称 f-1 为 j 太 的 道 . 


习 题 3.3 


3.3.1 ”证 明 在 定义 3.3.7 中 相等 的 定义 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ， 再 验证 代入 性 质 ,， 如果 
户 广 : X 一 Y, 而 且 9%7:Y 一 2 是 这 样 的 函数 , = 广 且 9 = 闷 那 么 goy = 
5o 

3.3.2 设 f:XX 一 YY 且 g:Y 一 2 是 函数 . 证 明 : 如 果 f 和 9g 都 是 单 射 , 则 go j 也 是 单 射 . 
类 似 地 , 证 明 : 如 果 f 和 9 都 是 满 射 , 则 go f 也 是 满 射 . 

3.3.3 ” 何 时 空 函 数 是 单 射 ? 满 射 ? 双 射 ? 

3.3.4 ”本 段 给 出 一 些 关 于 复合 的 消去 律 . 设 f:X 一 Y，f:X 一 Y，g:Y 一 2Z 且 
了:Y 一 2 都 是 函数 . 证 明 , 如 果 go f = gof 且 9 是 单 射 ,那么 f = f. 如 果 9 不 是 
单 射 , 同样 的 结论 成 立 吗 ? 证 明 如 果 go f = 9of 且 f 是 满 射 , 那么 9 = 和 如 果 了 不 
是 满 射 , 同样 的 结论 成 立 吗 ? 

3.3.5 设 f:X 一 Y 且 g:Y 一 2 是 函数 . 证 明 如 果 go j 是 单 射 , 那么 f 必定 是 单 射 .9 是 
不 是 也 一 定 是 单 射 ? 证 明 如 果 go j 是 满 射 , 那么 9 必定 是 满 射 .f 也 一 定 是 满 射 吗 ? 


Q@ 原文 此 式 为 fog = fo5. 一 一 译 者 注 
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3.3.6 ” 设 f:X 一 Y 是 一 个 双 射 函数 , 并 设 /7!:Y 一 久 是 了 的 逆 . 验证 对 于 一 切 z EX 
成 立 消去 律 f7!(f(z)) = zx, 以 及 对 于 一 切 y EY 成 立 消去 律 f(f-!(y)) = y 断定 
f-! 也 是 可 逆 的 , 而 且 f 是 它 的 道 ( 于 是 (f-1)-! = 了 ). 

3.3.7 设 f:X 一 Y 且 g:Y 一 2 是 函数 . 证 明 如 果 了 和 9 都 是 双 射 ,那么 gof 也 是 双 射 ， 
并 且 (gof) '=f og.. 

3.3.8 ”如 果 X 是 Y 的 一 个 子 集 , 令 rx,Y :X 一 了 是 从 和 到 YY 的 包含 映射 , 即 : 对 于 一 
切 z < X, Tx-Y(7X) := Zz. 映射 rx-,x 特 称 为 X 上 的 恒 等 映 射 . 
(a) 证 明 : 如 果 铸 CY C2, 那么 Ty-_,z oTX_yY 一 TX_z. 
(b) 证 明 : 如 果 f : 4 一 B 是 一 个 函数 , 那么 f = foT4_.4 = TB_,.B of. 
(c) 证 明 : 如 果 ff: 4 一 B 是 双 射 函数 , 那么 fof =TB_,B 而 且 广 1o =7TA_,.4. 
(d) 证 明 : 如 果 X 和 Y 是 不 交 的 集合 , 而 且 f :XX 一 2，g:Y 一 2 是 函数 , 那么 存 

在 唯一 的 函数 h :六 UUY 一 2Z, 使 得 horx ,xUY =f 有 hory_ xUYr=g. 


83.4 象 和 逆 象 


我 们 知道 , 一 个 从 集合 X 到 集合 Y 的 函数 f : X 一 Y 可 以 把 单个 的 元 素 
z EX 映 到 元 素 f(z) esY. 函数 也 可 以 把 X 的 子 集 映 到 Y 的 子 集 . 

定义 3.4.1( 集 合 的 象 ) ”如果 厂 : X 一 Y 是 一 个 从 三 到 YY 的 函数 , 而 9 是 
X 的 一 个 子 集 , 定义 f(S) 是 集合 


f(S) := {f(z):z €S)}; 


这 是 了 的 一 个 子 集 , 称 为 5 在 映射 f 之 下 的 象 . 有 了 时 也 称 f(5) 为 5 的 前 象 (forward 
image) 以 区 别 于 下 面 定 义 的 5S 的 逆 象 . 

注意 , 根据 替换 公理 (公理 3.6), f(5) 是 明确 定义 了 的 . 也 可 以 不 用 替换 公理 
而 根据 分 类 公理 (公理 3.5) 来 定义 f(5), 我 们 把 此 事 留 作 向 读者 的 挑战 . 

例 3.4.2 ”如 果 f:N 一 N 是 映射 f(z) = 2z, 那么 {1,2.3} 的 前 象 是 {2,4,6}: 


f({1, 2， 3}) 3 {2, 4, 6}. 


更 不 正式 地 说 , 为 了 算出 f(5), 我 们 取 5 的 每 个 元 素 rz, 并 对 其 使 用 f 而 得 到 每 个 
单个 的 元 素 , 然后 把 作为 结果 得 到 的 一 切 对 象 收 集 在 一 起 构成 一 个 新 的 集合 . 
在 上 例 中 , 象 与 原来 的 集合 有 同样 的 大 小 , 但 有 时 由 于 f 不 是 1 对 1 的 , 象 可 
能 更 小 ( 见 定义 3.3.14). 
例 3.4.3( 非 正式 的 ) ” 设 忆 是 整数 集 (我 们 将 在 二 一 节 严 格 地 定义 整数 集 ), 并 
设 f :ZZ 一 Z 是 映射 f(z) = z?, 那么 


f({—1,0, 1,2}) = {0, 1,4}. 
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注意 f 不 是 1 对 1 的 , 因为 f(-1) = f(1). 
注意 , 我 们 有 
ZEe9 一 > f(z) ef(5), 
但 是 一 般 而 言 
f(z) ef(S)= rES; 
例如 在 上 例 中 , fj(-2) 属于 集合 f({ 一 1,0,1,2}), 但 -2 不 属于 {一 1,0,1,2}. 正确 的 
命题 是 
yeE f(S) < 人 对 于 某 z € 5,y = f(z). 
(为 什么 ?) 
定义 3.4.4( 逆 象 ) ”如 果 U 是 Y 的 一 个 子 集 , 定义 f-1(U) 为 集合 


广 :():= {z EX: f(z)eU}. 
换 句 话说 , f-1(U) 由 X 中 的 一 切 映 入 U 中 的 元 素 组 成 
f(z)eU «= ref-1(U). 
我 们 把 广 !(Z) 叫 作 UV 的 逆 象 . 
例 3.4.5 如果 f :N 一 NN 是 映射 f(z) = 2z, 那么 f({1, 2, 3}) = {2, 4 6}, 但 


是 -1({1, 2, 3}) = {1}. 于 是 {1, 2, 3} 的 前 象 与 后 象 (backward image) 是 完全 不 
同 的 集合 . 还 有 , 注意 


f (六 (1 2, 3})) # {1, 2, 3}. 
(为 什么 ?) 
例 3.4.6( 非 正式 的 ) ”如 果 f :2Z 一 ZZ 是 映射 f(z) = z?, 那么 
f- 1({0, 1 4}) Ea { 一 2， 一 五 0, 1 2}: 


注意 , 对 于 集合 f-1(U) 之 存在 , f 完全 不 必 是 可 逆 的 . 同时 要 注意 象 和 逆 象 完全 不 
是 彼此 相 逆 的 . 例如 我 们 有 


f- 1(f({—1, 0, 1, 2})) 天 {—1, 0, 1, 2}. 


(为 什么 ?) 
注 3.4.7 ”如果 f 是 双 射 函数 , 那么 我 们 已 然 以 两 种 稍 许 不 同 的 方式 定义 了 
f-!, 但 这 不 是 什么 事 , 因为 两 种 定义 是 等 价 的 (习题 3.4.1). 
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如 前 面 注释 过 的 , 函数 不 是 集合 . 但 是 我 们 也 把 函数 看 成 是 一 种 对 象 , 而 且 特 
别 地 我 们 可 以 考虑 函数 的 集合 , 尤其 是 应 该 可 以 考虑 从 一 个 集合 X 到 一 个 集合 了 
的 一 切 函 数 所 成 的 集合 . 为 了 这 个 目的 , 我 们 引入 集合 论 中 的 又 一 个 公理 . 

公理 3.10( 窜 集 公 理 ) 设 和 和 是 集合 . 那么 存在 一 个 集合 , 记 作 YX, 它 
由 从 半 到 站 的 一 切 函 数组 成 , 即 


f EYX <> (是 一 个 以 卫 为 定义 域 以 Y 为 值 域 的 函数 ). 


例 3.4.8 设 久 = {4,7} 且 Y = {0,1}. 那么 集合 YX 由 4 个 函数 组 成 : 映 
4 只 0 并 上 映 7 上 0 的 函数 ; 映 4 王 0 并 上 映 7 忆 1 的 函数 ; 映 4 吃 1 并 映 7F 上 0 的 函 
数 ; 映 4 1 并 映 7 一 1 的 函数 . 用 记号 YX 来 表示 这 个 集合 的 缘由 是 如 果 Y 有 
n 个 元 素 , 而 X 有 m 个 元 素 , 则 可 以 证 明 , YX 有 n™ 个 元 素 ; 见 命题 3.6.14(f). 

此 公理 的 一 个 结果 是 : 

引 理 3.4.9 设 和 是 集合 . 那么 集合 


{YY :YY 是 XX 的 子 集 } 


是 一 个 集合 . 
注 3.4.10 ”集合 {Y :了 是 XX 的 子 集 } 就 是 周知 的 X 的 震 集 , 记 作 2X. 例如 ， 
如 果 a,b,c 是 不 同 的 对 象 , 我 们 有 


2fo9 = {2, {a}, {6}, {c}, {a, 6}, foch {b,c}, {a, b,c}}. 


注意 由 于 a,b,c 有 3 个 元 素 , 2{%bc} 有 23 = 8 个 元 素 . 这 提示 我 们 为 何 把 X 的 究 
集 记 作 2X; 在 第 8 章 我 们 还 会 回 到 这 件 事 . 

为 完整 起 见 , 我 们 现在 再 往 集合 论 中 添加 一 条 公理 , 它 扩 充 了 双 并 公理 而 允许 
作出 大 得 多 的 并 集 . 

公理 3.11( 并 ) 设 4 是 集合 , 它 的 每 个 元 素 本 身 是 一 个 集合 . 那么 存在 一 个 
集合 4, 它 的 元 素 确切 地 是 4 的 元 素 的 元 素 , 于 是 对 于 一 切 对 象 7， 


ZEeU4 < 一 (对 于 某 个 9<s4,ze35). 


例 3.4.11 如 果 4 = {{2,3}, {3,4}, {4,5} ,那么 U4 = {2,3,4,5}( 为 什么 ?). 

并 公理 联合 双 元 素 集 公理 , 蕴含 双 并 公理 (习题 3.4.8).， 此 公理 的 另 一 个 重要 
结果 是 , 如 果 有 一 个 集合 I, 且 对 应 于 每 个 元 素 a € 1, 有 一 个 集合 4。, 那么 我 们 可 
以 构 作 一 个 并 集 Uaer Aa, 定义 为 


U 46 := U{4u :a €T}, 
CET 
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根据 蔡 换 公理 和 并 公理 , 它 是 一 个 集合 . 于 是 , 作为 例子 , 如 果 工 = {1,2,3}，4i := 
{2,3}，42 := {3,4}，4s := {4,5} 那么 Uey ha = {2,3,4,5}. 更 一 般 地 , 我 们 见 到 ， 
对 于 任何 一 个 对 象 y， 


yeE UU A。 => (对 于 某 a € 了 ye ho). (3.2) 
GET 


在 这 种 情况 下 , 我 们 常 把 了 叫 作 指标 集 , 并 视 此 集 之 元 素 a 为 标签 ; 诸 集合 4。 则 
叫 作 一 个 集合 的 族 ( 或 简称 为 集 族 ), 它们 是 贴 有 标签 a € 4 的 . 注意 , 如 果 了 是 空 
集 , 则 U。er hc 将 自动 地 也 是 空 集 (为 什么 ?). 

我 们 可 以 类 似 地 构 作 集 族 的 交 , 只 要 指标 集 不 空 . 更 详细 地 说 , 给 定 任意 一 个 非 
空 的 集合 , 并 对 于 每 个 ce 工 指定 一 个 集合 4。, 我 们 可 以 这 样 来 定义 交集 门 ,ej 4。， 
首先 选 某 个 元 素 6 e I( 此 事 可 行 , 由 于 了 不 空 ), 然后 令 


门 4u := {ze hg :对 于 一 切 a € I,z € Ao)}, (3.3) 
CET 


根据 分 类 公理 , 这 是 一 个 集合 . 这 个 定义 可 能 看 上 去 依赖 于 有 的 选择 , 其 实 不 然 ( 习 
题 3.4.9). 注意 , 对 于 任何 对 象 y， 


yeE 门 4。 全 (对 于 一 切 ace 了 lye Ao). (3.4) 
CE 了 


(与 (3.2) 比较 一 下 .) 

注 3.4.12 集合 论 的 这 些 我 们 已 引入 的 公理 (公理 3.1~3.11, 除了 危险 的 
公理 3.8 之 外 ) 都 叫 作 集 合 论 的 Zermelo-Fraenkel 公理 ”用 Ermest Zermelo 
(1871 一 1953, 德国 人 ) 和 Abraham Fraenkel (1891 一 1965, 以 色 列 人 ) 的 名 字 命 名 . 
我 们 最 后 还 需要 一 个 更 进一步 的 公理 , 即 著 名 的 选择 公理 ( 见 88.4), 称 作 和 集合 论 的 
Zermelo-Fraenkel 选择 公理 (ZFC), 但 我 们 有 时 也 不 需要 这 条 公理 . 


习 题 3.4 


3.4.1 设 j:X 一 了 是 一 个 双 射 函数 , 并 设 f-! :Y 一 X 是 它 的 逆 . 设 V 是 Y 的 任意 一 
个 子 集合 . 证 明 V 在 广 ! 下 的 前 象 与 V 在 f 下 的 道 象 是 同一 个 集合 , 从 而 两 者 皆 用 
了 -(V) 代表 而 不 会 引起 任何 不 相 协调 之 事 . 

3.4.2 设 让 :X 一 Y 是 从 集合 X 到 集合 Y 的 函数 , 设 S 是 X 的 一 个 子 集合 , 而 DZ 是 了 
的 一 个 子 集合 . 一 般 说 来 , 关于 三 !(j(S)) 和 5S 可 以 说 些 什么 ? 关于 f(f-:(U)) 和 U 
又 可 以 说 些 什么 ? 


名 这 些 公理 在 其 他 课本 中 狂 述 方式 稍 许 不 同 , 但 所 有 的 儿 述 都 可 被 证 明 是 彼此 等 价 的 . 
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3.4.3 


3.4.4 


3.4.5 


3.4.6 


3.4.7 


3.4.8 
3.4.9 


3.4.10 


3.4.11 


设 4A, B 是 集合 X 的 两 个 子 集 合 , 并 设 f : X 一 Y 是 函数 . 证 明 f(A 门 B) SG 
f(A)N TFB) f(A)\ fF(B) C f(A\ B) f(A4UB) = f(A4)U fF(B). 对 于 前 两 个 命 
题 , C 关系 可 以 加 强 为 = 吗 ? 

设 f :X 一 了 是 从 一 个 集合 X 到 另 一 个 集合 Y 的 函数 , 并 设 U,V 是 Y 的 子 集 

合 . 证 明 广 *(TUV) = OUAT OV, fF (UNVY) = 广 :(D) 站 (7), 以 及 

fF- (U\V)= 7 (UV) \f (VY). 

设 j :X 一 Y 是 从 一 个 集合 X 到 另 一 个 集合 Y 的 函数 , 证 明 f(f-1(5)) = 5 对 于 每 

个 5S CY 都 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ff 是 满 射 . 证 明 广 !(J(S)) = 5 对 于 每 个 SCX 

都 成 立 的 充分 必要 条 件 是 f 是 单 射 . 

证 明 引 理 3.4.9，( 提 示 : 从 集合 {0, 1}#* 开始 并 使 用 替换 公理 把 每 个 函数 六 替换 为 对 

象 三 :({1)).) 亦 见习 题 3.5.11. 

设 X,Y 是 集合 . 定义 一 个 从 基 到 Y 的 部 分 函数 f : X' 一 Y', 其 定义 域 X' 是 和 的 

一 个 子 集合 , 其 值 域 Y' 是 Y 的 一 个 子 集 合 . 证 明 从 X 到 YY 的 全 体 部 分 函数 本 身 成 为 

一 个 集合 . (提示 : 使 用 习题 3.4.6、 和 军 集 公理 、 替 换 公理 以 及 并 公理 .) 

证 明 : 公理 3.4 可 以 从 公理 3.3 和 公理 3.11 推导 出 来 . 

设 工 是 指标 集 , 对 于 每 个 we 了 我 们 都 指定 了 一 个 集合 4。. 证 明 : 对 于 任意 8, 8’ e 也 

有 : 

{fze 46 : 对 于 一 切 a € J,z € Aa} = {x € Ap' : 对 于 一 切 a € J, zx € Aa}, 

从 而 在 (3.3) 中 确定 的 集合 门 ,er A。 的 定义 不 依赖 于 8. 同时 , 解释 为 什么 (3.4) 成 立 . 
假设 7 和 J 是 两 个 集合 , 并且 对 于 每 个 a e TU J，Aha 是 一 个 集合 .证 明 (Uj 4a)U 
(Uaey Aa) = (Uaeru J 4a). 如 果 了 和 J 都 是 不 空 的 , 证 明 (Maer 4a) 门 (msey Aa) 
-> ( 们 ern J Ao). 

设 X 是 一 个 集合 , 7 是 一 个 不 空 的 集合 , 并 且 对 于 每 个 we JI，A。 是 X 的 一 个 子 集 
合 . 证 明 
X\ Uh.= NX\ ho), 
CET CET 
X\ hc= U(X\Aho), 
CET CE 
这 与 命题 3.1.28 中 的 De Morgan 律 是 相对 照 的 (虽然 不 能 直接 从 De Morgan 律 导 
出 上 面 的 等 式 , 因为 了 可 以 是 无 限 的 ). 
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除了 集合 的 并 、 交 、 差 这 些 基本 运算 外 之 外 , 还 有 一 个 基础 性 的 运算 , 那 就 是 
笛 卡 儿 乘 积 ”. 


个 Descartes Rene, 1596 一 1650, 法 国人 . 一 一 译 者 注 
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定义 3.5.1( 序 偶 ) ”如 果 z 和 y 是 两 个 对 象 (可 以 相等 ), 定义 序 偶 (z, y) 为 一 
个 新 的 对 象 , 称 > 为 它 的 第 一 个 分 量 而 y 为 它 的 第 二 个 分 量 . 两 个 序 偶 (z, y) 和 
(z', yy) 看 作 是 相等 的 , 当 且 仅 当 它们 的 两 个 分 量 分 别 相等 , 即 


(2,y) = (zy) > (z=7 By=y). (3.5) 


这 一 关系 遵从 通常 的 相等 的 公理 (习题 3.5.3). 于 是 , 作为 例子 , 序 偶 (3, 5) 等 
于 序 偶 (2 + 1, 3 + 2), 但 不 等 于 序 偶 (5, 3)，(3, 3) 及 (2, 5). (这 与 集合 的 相等 有 所 
不 同 , 作为 集合 {3, 5} 与 {5, 3} 是 相同 的 .) 

注 3.5.2 ”严格 地 说 , 这 个 定义 在 一 定 程度 上 是 一 个 公理 , 因为 我 们 简单 地 假 
定 , 给 定 两 个 对 象 zx 和 y, 就 存在 一 个 形 如 (z, y) 的 对 象 , 然而 仅 使 用 集合 论 的 公 
理 而 不 用 其 他 任何 假定 来 定义 序 偶 是 可 以 做 到 的 (见习 题 3.5.1). 

注 3.5.3 ”我 们 现在 “ 超 负荷 ” 地 再 次 使 用 了 括号 这 一 符号 ( ); 括号 现在 已 
不 光 是 用 来 表示 运算 的 结合 , 也 不 光 是 用 来 标示 函数 的 自 变量 , 而 是 也 用 来 表示 序 
偶 . 在 实用 中 通常 毫 无 问题 地 可 以 从 上 下 文 来 确定 括号 的 用 途 . 

定义 3.5.4( 笛 卡 儿 乘积 ) ”如 果 XX 和 YY 是 集合 , 那么 我 们 定义 简 卡 儿 乘 积 X x 
Y 为 一 切 序 偶 的 全 体 (collection), 这 些 序 偶 的 第 一 个 分 量 是 X 的 元 素 , 第 二 个 分 
量 是 Y 的 元 素 , 于 是 ， 


XxY={(r,y):rEX,yEeY}, 
或 者 等 价 地 
ae (XxY) 二 > (对 于 某 z € 基 和 某 y eE Y, a = (zx, vy)). 


注 3.5.5 ”我 们 将 简单 地 假定 , 只 要 X 和 Y 是 集合 , 序 偶 的 概念 就 使 笛 卡 儿 
乘积 X xY 也 是 一 个 集合 . 这 在 实践 中 当然 毫 无 问题 ; 见习 题 3.5.1. 
例 3.5.6 ”如 果 X := {1,2} 且 Y := {3, 4,5}, 那么 


XxY={(1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5)}, 


而 且 
YxX= {(3, 1), (4, 1), (5, 1), (3, 2)， (4, 2 (5， 2)}. 


于 是 , 严格 说 来 , XX xY 与 Y x XX 是 不 同 的 集合 , 虽然 它们 很 相似 . 例如 , 它们 
总 有 同样 多 的 元 素 (习题 3.6.5). 

设 f: 氏 xY 一 2 是 一 个 函数 , 其 定义 域 X xY 是 两 个 集合 X 和 Y 的 笛 卡 
儿 乘 积 , 那么 f 既 可 以 被 看 成 是 一 个 变 元 的 函数 : 它 把 了 xY 中 的 一 个 序 偶 (z, y) 
作为 单个 的 输入 而 映射 成 2 中 的 一 个 元 f(z,y) 作为 输出 ; 也 可 以 被 看 作 是 两 个 变 
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元 的 函数 : 它 把 一 个 输入 ze X 和 另 一 个 输入 y e Y 映射 成 3 中 的 单个 的 输出 
f(z,y). 虽然 这 两 种 观点 技术 上 是 不 同 的 , 但 我 们 不 去 区 分 它们 , 而 同时 认为 f 既 
是 以 和 xyY 为 定义 域 的 单 变 元 函数 , 也 是 以 X 和 了 同 为 定义 域 的 两 个 变 元 的 函数 . 
于 是 , 作为 例子 , 自然 数 的 加 法 运算 +, 现在 可 以 重新 解释 为 函数 十 :N xN 一 N， 
它 以 (z,y) 记 z 十 ?9 为 定义 . 

当然 可 以 推广 序 偶 的 概念 成 为 有 序 三 元 组 和 有 序 四 元 组 等 ; 

定义 3.5.7( 有 序 元 组 及 nn 重 笛 卡 儿 乘积 )” 设 n 是 自然 数 . 一 个 有 序 mm 元 
组 (Ti)1gign (也 可 记 作 (21; , Tn)) 是 由 nn 个 对 象 Tl ,Tn 按 次 序 构成 的 一 
个 组 , 规定 zi 是 第 i 个 分 量 , 1 < i < n. 两 个 有 序 nn 元 组 (zi)ixi<n 和 (Wi)tcisn 
叫 作 是 相等 的 , 当 且 仅 当 对 于 一 切 1 < i < n，zi = ys， 如 果 (Xi)1<isxn 是 集合 的 
有 序 n 元 组 , 我 们 定义 此 组 的 诸 分 量 的 笛 卡 儿 乘积 条 1<;<， Xi( 也 记 作 ?1 Xi; 或 
Xi x.… x Xn) 为 


[Il xX;:= {(zi)igign : 对 于 一 切 1 < i < n, zi € Xi}. 
1<i<n 

再 次 说 明 , 此 定义 简单 地 假定 有 序 ”元 组 及 笛 卡 儿 乘积 总 是 存在 的 , 但 是 只 要 
用 得 着 , 使 用 集合 论 的 公理 可 以 明确 地 构 作 出 这 些 对 象 来 (习题 3.5.2)， 

注 3.5.8 ”可 以 证 明 [Ti<;<, Xi 的 确 是 一 个 集合 . 实际 上 , 从 罕 集 公理 我 们 可 
以 考虑 从 定义 域 {1 < i < n} 到 值 域 Ui ci<n Xi 的 一 切 函数 的 集合 , 于 是 我 们 可 以 
使 用 分 类 公理 限制 到 那些 函数 , 它们 必须 满足 条 件 : 对 于 一 切 1 < i < n, i zi. 
可 以 把 这 种 构 作 方式 推广 到 无 限 的 笛 卡 儿 乘积 , 见 定 义 8.4.1. 

例 3.5.9 ” 设 a1,b1,az,b2,a3,b3 都 是 对 象 , 并 设 Xi := {a1,b1},，X2 := {a2,b2} 
及 Xs := {a3, b3}. 那么 我 们 有 


X1 x X2 x X3 = {(a1,42, 43), (a1, 02,b3), (a1, b2, 43), (a1, b2, b3), 
(bi1, a2, Q3), (b1, 02, b3), (b1, b2, a3), (b1, b2, b3)}, 
(X1 x X2) x X3 = {((Q1, 02), a3), ((Q1, 42),b3), ((a1, 62), a3), ((a1, b2), b3), 
((b1, az) &3), ((b1, a2), b3), ((b1, b2), a3), ((b1, b2), bs)}, 
X1 x (X2 x X3) = {(a1, (a2, 43)), (a1, (02, 53)), (a1, (b2, a3)), (a1, (b2, b3)), 
(b1, (a2, 93)), (bi, (a2, bs)), (b1, (b2, a3)), (bi (ba, ba))}. 
于 是 严格 地 说 , 集合 Xi x Xo x X3，(X1 x X2) x Xs 及 Xi x (Xz x Xa) 是 互 不 
相同 的 集合 . 然而 , 它们 明显 地 彼此 紧密 相关 (例如 , 在 这 三 个 集 的 任何 两 个 之 间 都 


存在 明显 的 双 射 ), 于 是 , 通常 在 实践 中 总 是 忽略 它们 之 间 的 小 小 的 不 同 而 假装 它们 
实际 上 是 相同 的 . 于 是 一 个 函数 f : X1 x Xo x Xs 一 了 可 以 被 看 作 是 一 个 变 元 
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(ZT1, T2, 23) €E Xi1 x X» x X3 的 函数 ， 或 三 个 变 元 T1 人 X1,72 € X2, T3 EX3 的 函数 ， 
或 两 个 变 元 zx € X1，(z2,z3) < X2 x Xs 的 函数 , 诸如 此 类 . 我 们 将 不 在 乎 这 些 不 
同 的 看 法 . 

注 3.5.10 “一 个 有 序 m 元 对 象 组 z1,… ,zn 也 叫 作 m 元 序列 , 或 简称 为 有 限 
序列 . 在 第 5 章 我 们 将 介绍 非常 有 用 的 无 限 序 列 的 概念 . 

例 3.5.11 ”如果 z 是 一 个 对 象 , 那么 (z) 是 一 元 组 , 我 们 将 把 它 与 z 自身 等 
同 看 待 (尽管 严格 说 来 , 两 者 不 是 同一 对 象 ). 那么 , 如 果 Xi 是 一 个 任意 的 集合 , 则 
笛 卡 儿 乘积 [Li <, <， Xi 恰 就 是 Xi( 为 什么 ?). 同时, 空 的 笛 卡 儿 乘积 [Ti<o Xi 给 
出 的 并 不 是 空 集 {}, 而 是 单元 素 集 {()}, 其 唯一 的 元 素 是 0 元 组 (), 也 叫 作 空 组 
(empty tuple). 

如 果 n 是 自然 数 , 我 们 常 写 X 以 简单 地 表示 m， 重 笛 卡 儿 乘 积 X" := [TicicX. 
那么 X! 本 质 上 与 X 是 同一 个 集合 (如 果 我 们 忽略 在 一 个 对 象 x 与 一 个 一 元 组 (z) 
之 间 的 区 别 的 话 ), 同时 X2 是 笛 卡 儿 乘 积 X x X. 集合 X0 是 一 个 单元 素 集 {()}. 
(为 什么 ?) 

我 们 现在 可 以 推广 单 选 引 理 ( 引 理 3.1.6) 到 多 重 (然而 有 限 多 ) 选择 的 情形 . 

引 理 3.5.12( 有 限 选择 ) 设 见 >1 是 自然 数 , 并 且 对 于 每 个 自然 数 1 和 is<m， 
令 Xi 为 一 个 非 空 的 集合 . 那么 存在 一 个 n 元 组 (zijisign 使 得 对 于 一 切 1<i< 
n， Zi E Xi. 换 句 话说 , 如 果 每 个 Xi 都 非 空 , 那么 集合 []1<i<n Xi 也 非 空 . 

证 明 ”我 们 对 n 进行 归纳 (从 基础 情形 n = 1 开始 ; 结论 对 于 n = 0 是 
空洞 地 成 立 的 , 那 并 没有 什么 实在 的 意思 )， 当 n = 1 时 , 结论 由 引 理 3.1.6 推出 
(为 什么 ?)， 现 归纳 地 假定 结论 已 对 于 某 n 证 实 , 我 们 要 证 它 对 于 nn 十 十 也 成 立 . 
设 X1,… ,Xn++ 是 一 组 非 空 的 集合 . 根据 归纳 假设 , 我 们 可 以 找到 一 个 n 元 组 
(zi)1<i<n 使 对 于 一 切 1 < i < n，zi € Xi. 同时 , 由 于 Xn++ 不 空 , 根据 引 理 3.1.6， 
可 以 找到 一 个 对 象 ae Xn++. 于 是 如 果 当 1<i<n 时 令 yi := zi, 而 当 i=n 二 二 
时 令 y; := a, 那么 就 定义 了 一 个 n 二 十 元 组 (wjisi<n++, 并 且 显 然 y; € Xi; 对 于 一 
切 1 < i gn 成立, 从 而 完成 了 归纳 法 . 

注 3.5.13 ”这 个 引 理 应 该 能 推广 到 无 限 选择 的 情形 , 这 在 直观 上 像 是 讲 得 通 
的 , 可 是 这 不 能 自动 地 完成 , 它 需 要 一 个 附加 的 公理 一 一 选择 公理 . 见 88.4. 


习题 3.5 


3.5.1 ”假设 对 任意 的 对 象 zx 和 y, 用 公式 (z,y) := {{z}, {zx,y}} 来 定义 序 偶 (x,y)( 于 是 要 
使 用 公理 3.3 若干 次 )， 那 么 , 作为 例子 ，(1, 2) 是 集合 {{1}, {1, 2}}， (2, 1) 是 集合 
{{2}, {2, 1}}, 且 (1,1) 是 集合 {{1}}. 证 明 , 这 样 的 定义 符合 性 质 (3.5), 而 且 只 要 X 
和 Y 是 集合 , 笛 卡 儿 乘 积 X x Y 就 也 是 集合 . 于 是 , 这 个 定义 可 以 成 功 地 用 作 序 偶 的 
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3.5.2 


3.5.3 
3.5.4 


3.5.5 


3.5.6 


3.5.7 


3.5.8 


3.5.9 


3.5.10 


3.5.11 


定义 . 作为 一 个 附加 的 挑战 , 证 明 变 样 的 定义 (z,y) := {z, {fz,y}} 也 适合 (3.5), 从 而 也 
是 序 偶 的 可 接受 的 定义 . (为 完成 后 一 任务 , 需要 正则 性 公理 以 及 具体 使 用 习题 3.2.2.) 
假设 我 们 把 有 序 m 元 组 定义 为 一 个 满 射 函数 z : {i E N : 1 < i < n} 一 义 , 其 值 域 是 
某 个 任意 的 集合 X (于 是 不 同 的 有 序 ” 元 组 允许 有 不 同 的 值 域 ); 那么 我 们 把 z(i) 写成 
zi 并 把 z 写成 (zi)isi<n. 用 这 个 定义 来 验证 , (zi)isisn = (wjisi<n 当 且 仅 当 对 于 
一 切 1 < ign 有 zi = yi. 同时 , 证 明 : 如 果 (Xi)is<i<n 是 集合 的 一 个 有 序 n 元 组 ， 
那么 在 定义 3.5.7 中 定义 的 笛 卡 儿 乘 积 的 确 是 一 个 集合 . (提示 : 使 用 习题 3.4.7 及 分 类 
公理 .) 
证 明 对 于 序 偶 及 有 序 n 元 组 相等 的 定义 遵从 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 公理 . 
设 4, B,C 是 集合 . 证 明 4 x (BUC)= (4xB)U(4xO), 4x(Bnc)=(4x 
B) 门 (4 x 0C) 以 及 A x (B\OC) = (4 x B)\ (4 x CO). (当然 也 可 以 证 明 类 似 的 等 式 ， 
其 中 笛 卡 儿 乘 积 的 左右 因子 互 换 .) 
设 4, B,C, D 是 集合 . 证 明 (4 x B)JmC x D) = (4 门 0) x (B 门 D). 等 式 (A x 
B)U(CxD) = (AUC)x(BUD) 成 立 吗 ? 等 式 (AxB)\(CxD) = (A\C)x(B\D) 
成 立 吗 ? 
设 4, B, C, D 都 是 不 空 的 集合 . 证 明 A x BC C x DD 当日 仅 当 4CC 且 BCD， 
以 及 AxB=CxD 当 且 仅 当 A=C 且 B= D. 如 果 把 4, B, 0, D 都 是 不 空 的 集 
合 这 一 假定 去 掉 , 将 会 发 生 什 么 ? 
设 X,Y 是 集合 , 并 设 rxxy-x :XY 一 铸 和 nxxy_yY :XxY 一 Y 是 映射 
TXxY—X(T,Y) := 一 Z 及 Txxyr-yr(zy) := yy; 这 些 映射 是 周知 的 X x Y 上 的 坐标 函 
数 . 证 明 , 对 于 任何 函数 f :2 一 XX 和 9g :2 一 Y, 存在 唯一 的 函数 hh:2F 一 X xx 了， 
使 得 nxxy-.x oh 二 f 且 rxxY_Y oh 二 g. (将 此 与 习题 3.3.8 的 最 后 部 分 相 比 较 ， 
并 与 习题 3.1.7 相 比 较 .) 这 个 函数 h 叫 作 f 与 g 的 直 和 , 记 作 h=f@g. 
设 X1,… ,Xn 是 集合 . 证 明 笛 卡 儿 乘积 []”_, Xi 是 空 的 当 且 仅 当 至 少 有 一 个 X; 是 
空 的 . 
假设 IT 和 J 是 两 个 集合 , 并 且 对 于 一 切 a e TI，A。 是 一 个 集合 , 对 于 一 切 BE J，Bg 
是 一 个 集合 . 证 明 

(Ua)nN ( U 5 = U (4Bp): 

ael BEJ (oa,B)EIxJ 

如 果 丰 : X 一 了 是 一 个 函数 , 定义 f 的 图 像 是 由 {(z, f(z)) : ze X)} 确定 的 和 xy 
的 子 集 ， 证 明 两 个 函数 f : X 一 Y，f : X 一 Y 相等 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 图 
像 . 反之 , 如 果 G 是 X x Y 的 一 个 子 集 , 具有 这 样 的 性 质 : 对 于 每 个 zx € X,， 集合 
{y EY : (z,y) € G} 恰 有 一 个 元 素 ( 换 句 话说 , G 遵从 垂 线 判别 法 ), 证 明 恰 存在 一 个 
函数 f : X 一 Y, 它 的 图 像 等 于 G. 
证 明 , 公理 3.10 事实 上 可 以 从 引 理 3.4.9 和 集合 论 的 其 他 公理 推导 出 来 , 于 是 , 引 理 
3.4.9 可 以 用 作客 集 公理 的 替换 形式 . (提示 : 对 于 任意 两 个 集合 X 和 Y, 使 用 引 理 和 
分 类 公理 来 构 作 X x Y 的 一 切 子 集 所 成 的 集合 , 它 遵从 垂 线 判 别 法 . 然后 使 用 习题 
3.5.10 和 替换 公理 .) , 
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3.5.12 ”此 习题 将 为 命题 2.1.16 建立 一 个 严格 的 形式 . 设 1:N x N 一 N 是 一 个 函数 , 并 设 c 
是 一 个 自然 数 . 证 明 存 在 一 个 函数 a : N 一 N, 使 得 a(0) = c, 并 且 对 于 一 切 me N， 


am 十 十 ) = f(n, a(n)), 


进而 证 明 此 函数 是 唯一 的 . (提示 : 用 引 理 3.5.12 的 证 明 的 一 个 变更 的 形式 , 首先 归纳 
地 证 明 , 对 于 每 个 自然 数 N e N, 存在 唯一 一 个 函数 


an:{neEN:ngN} oN, 


使 得 an(0) =c 并 且 an(n 十 十) = f(n,a(n)) 对 于 一 切 小 于 N 的 ne NN 成立.) 作为 

一 个 附加 的 挑战 , 直接 使 用 Peano 公理 而 不 使 用 自然 数 的 任何 性 质 来 证 明 这 个 结果 . 

(特别 是 不 要 使 用 自然 数 的 序 , 也 别 援引 命题 2.1.16.) (提示 : 首先 只 用 Peano 公理 和 

集合 论 的 基本 知识 归纳 地 证 明 , 对 于 每 个 自然 数 N es N, 存在 N 的 唯一 一 对 子 集 Aw， 

Br, 具有 下 述 性 质 : 

(a} 4v 门 Br = 纪 ， 

(b) 4vwUBw = RN， 

(c) 0 E 4N， 

(d) N++ € Bw, 

(e) 只 要 ne Bn, 就 有 ni 十 十 € Bn， 

(f) 只 要 ne An 并 且 n 关 NN, 就 有 n 十 ++€EAn. 

一 旦 得 到 了 这 些 集合 , 用 4w 取代 在 前 面 的 论述 中 的 {n € N :n < N} 就 成 了 .) 
3.5.13 ”此 题 的 目的 是 证 明 , 在 集合 论 中 , 本 质 上 自然 数 系 只 有 一 个 版 本 (比照 注 2.1.12 中 的 

讨论 ). 

假设 我 们 有 一 个 “ 另 样 的 自然 数 集 ”N'、 一 个 “ 另 样 的 零 ”"0' 以 及 一 个 “ 另 样 的 增长 运 

算 ” 它 把 任何 一 个 另 样 的 自然 数 we N’ 转换 成 n' + +'E€ N', 而 当 把 自然 数 、 零 及 

增长 运算 用 它们 的 另 样 物 替换 时 , Peano 公理 (公理 2.1~2.5) 全 都 成 立 . 证 明 存在 一 

个 从 自然 数 到 另 样 自然 数 的 双 射 有: N 一 N' 使 得 f(0) = 0', 并 且 对 于 任何 mn E N 和 

mn” E N', 等 式 f(n) = mn 成 立 当 且 仅 当 fn 十 十 ) = mn 十 +'. (提示 : 使 用 习题 3.5.12.) 
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在 第 2 章 中 , 我 们 公理 化 地 定义 了 自然 数 , 假定 它们 装备 有 0 及 一 增长 运算 ， 
还 对 这 些 数 假定 了 五 条 公理 . 从 哲学 的 观点 来 说 , 这 与 我 们 所 形成 的 关于 自然 数 的 
一 个 主要 概念 一 一 基数 (cardinality) 的 概念 , 或 者 度量 一 个 集合 中 有 多 少 个 元 素 
的 概念 是 相当 不 同 的 . 实际 上 , 用 Peano 公理 的 方式 处 理 自然 数 , 更 像 是 把 它们 看 
成 序数 (ordinal) 而 不 是 看 成 基数 (cardinal). (基数 是 一 , 二 , 三 ,.……. , 是 用 来 清 
点 在 一 个 集合 中 有 多 少 个 东西 的 . 而 序数 是 第 一 , 第 二 , 第 三 , ..……… , 是 用 来 确定 一 
列 对 象 的 次 序 的 . 两 者 之 间 有 微妙 的 区 别 , 特别 是 当 比 较 无 限 的 基数 与 无 限 的 序数 


54 第 3 章 集合 论 


时 是 这 样 , 但 这 已 超出 了 本 书 的 范围 .) 我 们 已 经 花费 了 很 大 精力 来 注意 在 一 个 给 定 
的 数 之 后 下 一 个 是 什么 数 一 一 这 是 一 个 对 于 序数 相当 自然 的 运算 , 但 对 于 基数 就 
不 那么 自然 了 一 一 但 是 并 不 曾 注意 是 否 这 些 数 可 以 用 来 清点 集合 . 本 节 的 目的 就 
是 这 件 事 , 弄 清楚 自然 数 可 以 用 来 清点 集合 的 元 素 个 数 , 只 要 这 个 集合 是 有 限 的 . 

第 一 件 事 是 搞 明 白 什么 时 候 两 个 集合 有 同样 的 大 小 : 好 像 挺 明显 , 集合 {1,2,3} 
和 和 集合 {4,5,6} 有 同样 的 大 小 , 但 两 者 皆 与 {8,9} 的 大 小 不 同 . 确定 此 事 的 一 种 办 
法 是 说 , 如 果 两 个 集合 有 同样 元 素数 目 , 它们 就 有 同样 的 大 小 , 但 我 们 还 不 曾 定义 
一 个 集合 的 “元 素数 目 ” 是 怎样 一 回 事 . 另外 , 当 一 个 集合 是 无 限 的 时 候 , 这 也 很 成 
问题 . 

定义 “两 个 集合 有 同样 大 小 ”这 一 概念 的 正确 方式 并 不 是 一 下 子 就 弄 明 白 了 
的 , 然而 可 依 某 种 思想 而 达成 . 为 什么 集合 {1,2, 3} 与 集合 {4, 5,6} 有 同样 的 大 小 ， 
一 个 直观 的 理由 是 , 我 们 可 以 把 第 一 个 集合 中 的 元 素 与 第 二 个 集合 的 元 素 用 1 对 1 
对 应 的 方式 配 起 对 来 : 

1 人 42 一 5 3 一 6. 


(确实 , 这 正 是 我 们 最 初学 会 的 清点 一 个 集合 的 方式 : 把 我 们 要 清点 的 集合 与 另 一 
个 集合 , 例如 你 的 手指 头 对 应 起 来 .) 我 们 将 用 这 种 直观 的 理解 作为 “具有 相同 的 大 
小 ”的 严格 的 基础 . 

定义 3.6.1( 同 样 的 基数 ) ”说 两 个 集合 X 和 Y 具有 同样 的 基数 , 当 且 仅 当 存 
在 一 个 从 六 到 Y 的 双 射 站 : X 一 了 . 

例 3.6.2 集合 {0,1,2} 与 {3,4,5} 有 同样 的 基数 , 因为 我 们 可 以 找到 此 两 集 
合 之 间 的 一 个 双 射 . 注意 , 我 们 尚且 不 知道 是 否 {0, 1,2} 与 {3,4} 有 同样 的 基数 ; 我 
们 知道 有 一 个 从 {0,1,2} 到 {3,4} 的 函数 f 不 是 双 射 , 但 是 我 们 并 没有 证 明 是 不 是 
可 能 有 另 一 个 两 者 之 间 的 双 射 . (它们 确实 没有 同样 的 基数 , 不 过 我 们 稍 后 证 明 此 
事 .) 注意 , 不 管 X 是 有 限 集合 还 是 无 限 集合 , 定义 都 是 有 意义 的 . (事实 上 , 我 们 甚 
至 还 不 曾 搞 定 有 限 的 意思 是 什么 .) 

注 3.6.3 ”两 个 集合 有 相同 的 基数 这 一 事实 并 不 排除 其 中 一 个 集合 包含 另 一 
个 集合 的 可 能 性 . 例如 , 如 果 X 是 自然 数 集 而 Y 是 偶数 集 , 那么 用 f(n) := 2n 定 
义 的 映射 了: 一 Y 是 从 到 Y 的 双 射 (为 什么 ?), 于 是 六 和 YY 具有 同样 的 基 
数 , 尽管 了 是 X 的 一 个 子 集 合 , 并 直观 上 看 它 好 像 只 有 X 的 “一 半 多 的 元 素 ”. 

有 同样 的 基数 这 个 概念 是 一 个 等 价 关系 . 

命题 3.6.4 设 久 ,了 2Z 是 集合 , 那么 X 与 和 有 同样 的 基数 . 如 果 及 与 站 有 
同样 的 基数 , 那么 Y 与 六 有 同样 的 基数 . 如 果 X 与 Y 有 同样 的 基数 , 并 且 了 与 
Z 有 同样 的 基数 , 那么 X 与 Z 有 同样 的 基数 . 

证 明 ”见习 题 3.6.1. 图 


Le 
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设 n 是 自然 数 . 现在 我 们 要 说 一 说 , 什么 时 候 一 个 集合 有 nn 个 元 素 . 肯定 我 们 
要 让 集合 {iEN:1<ign}= {1,2,…,n} 有 7 个 元 素 . (即使 ”= 0 这 也 是 真 的 ; 
集合 YesN:1<i<0} 恰 是 空 集 .) 使 用 同样 基数 的 概念 , 我 们 于 是 定义 : 

定义 3.6.5 ” 设 n 是 自然 数 . 一 个 集合 X 叫 作 具有 基数 n, 当 且 仅 当 它 与 集 
合 {ie N:1<ign} 有 同样 的 基数 . X 具有 m 个 元 素 , 当 且 仅 当 它 有 基数 n. 

注 3.6.6 ”可 以 用 集合 {ie N :i <n} 代替 {ie N :1<iz<n), 因为 它们 显然 
有 同样 的 基数 . (为 什么 ? 双 射 是 什么 ?) 

例 3.6.7 设 a,b,c,d 是 不 同 的 对 象 . 那么 {a,b,c,d} 与 {ieEN:i<4}= 
{0,12,3} 或 esN:I<i<k4={l2,3,4} 有 同样 的 基数 , 从 而 有 基数 4. 类 似 
地 , 集合 {a} 有 基数 1. 

可 能 对 此 定义 产生 这 样 一 个 问题 : 一 个 集合 或 许 有 两 个 不 同 的 基数 . 但 这 是 不 
可 能 的 : 

命题 3.6.8( 基 数 的 唯一 性 ) ” 设 义 是 一 个 具有 某 基数 nn 的 集合 . 那么 X 不能 
有 另 一 个 基数 , 也 就 是 说 , 对 于 任何 m 关 n, 义 不 能 又 有 基数 m. 

在 证 明 此 命题 之 前 , 我 们 需要 一 个 引 理 . 

引 理 3.6.9 ”假设 见 >1, 并 且 X 有 基数 n, 那么 和 不 空 , 并且 如 果 了 是 天 
的 一 个 元 素 的 话 , 那么 集合 XAN{zi( 即 把 zz 从 六 中 移 除 所 得 的 集合 ) 有 基数 nn 一 1. 

证 明 ”如 果 X 是 空 集 , 那么 它 明 显 地 不 能 与 非 空 的 集合 {i EN :1<i<n} 
有 同样 的 基数 , 因为 不 存在 从 空 集 到 非 空 的 集合 的 双 射 、 (为什么?) 

现 设 z 是 X 的 一 个 元 素 . 由 于 X 与 集合 {i e N : 1 < i < n} 有 同样 的 基数 ， 
我 们 必 有 一 个 从 义 到 {ie N :1<ign} 的 双 射 . 特别 地 , f(z) 是 一 个 介 于 1 和 n 
之 间 的 自然 数 . 现在 定义 函数 


g:X\{r}— {iEN:1<ign—1} 


如 下 : 对 于 任何 ye X\ {zx}), 如 果 f(y) < f(z), 令 g(y) := f(y), 如果 f(y) > f(z)， 
就 令 g(y) := f(y) - 1. (注意 , f(y) 不 可 能 等 于 f(z), 因为 y 关 z 而 f 是 双 射 .) 容 
易 验 证 , 这 个 映射 也 是 双 射 (为 什么 ?), 从 而 X\ {rz} 与 {ieEN:1<igsn-1} 有 
同样 的 基数 . 特别 地 , X \ {z} 有 基数 n 一 1, 恰 如 所 和 欲 证 者 . 国 

现在 来 证 明 命题 . 

命题 3.6.8 的 证 明 ”对 nn 进行 归纳 . 先 假设 n= 0. 那么 X 必 为 空 集 , 于 是 闵 
不 能 有 非 零 的 基数 . 现 假设 命题 已 对 某 n 证实, 我们 来 证 明 它 对 于 m + 二 成立. 设 
X 有 基数 ni 十 十 , 并 设 X 另 有 某 基 数 m 季风 + 十. 根据 命题 3.6.4，X 是 不 空 的 集 
合 , 并 且 如 果 z 是 X 的 一 个 元 素 , 那么 根据 引 理 3.6.9, X \ {fz} 具有 基数 n, 并 且 
同时 具有 基数 m -- 1. 根据 归纳 假设 , 这 表明 n = mm 一 1, 它 草 含 m = n 十 十. 得 到 
矛盾 . 这 就 完成 了 归纳 法 . 男 
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于 是 , 作为 例子 , 我 们 现在 根据 命题 3.6.4 和 命题 3.6.8 知道 , 集合 {0, 1,2} 和 
{3,4} 不 具有 同样 的 基数 , 因为 第 一 个 有 基数 3, 而 第 二 个 有 基数 2. 

定义 3.6.10( 有 限 集 ) ”一 个 集合 是 有 限 的 , 当 且 仅 当 它 的 基数 是 某 个 自然 数 
n; 否则 的 话 , 集合 叫 作 是 无 限 的 . 如 果 X 是 有 限 集 , 我 们 用 #(X) 代表 X 的 基数 . 

例 3.6.11 集合 {0,1;2} 和 {3,4} 都 是 有 限 的 , 空 集 也 是 有 限 的 (0 是 自然 
数 ), 并 且 

#({0,1,2}) = 3， #({3,4}) = 2，#(2)=0. 
现在 我 们 给 出 一 个 无 限 集 的 例子 . 

定理 3.6.12 “自然数 集 N 是 无 限 集 . 

证 明 ”假设 自然 数 集 N 是 有 限 的 (我 们 来 推出 矛盾 ), 则 它 有 基数 #(N) = nn. 
那么 存在 一 个 从 {ie N :1 < i<n} 到 N 的 双 射 f. 可 以 证 明 序列 f(1), f(2),…， 
f(n) 是 有 界 的 , 或 者 更 精确 地 说 , 存在 一 个 自然 数 M 使 提 对 于 一 切 1 < i < n 都 成 
立 f(i) < M( 习 题 3.6.3). 但 自然 数 M + 1 不 等 于 任何 f(i), 这 与 f 是 双 射 矛盾 . 国 

注 3.6.13 “可 以 使 用 类 似 的 论述 来 证 明 任 何 无 界 集 都 是 无 限 的 ; 例如 比例 数 
的 集合 Q 以 及 实数 的 集合 及 (我 们 在 后 面 两 章 中 构 作 这 些 集合 ) 都 是 无 限 的 集合 . 
然而 , 一 些 集合 可 能 比 另 一 些 集合 “更 为 ”无 限 ; 见 88.3. 

现在 我 们 把 基数 与 自然 数 的 算术 联系 起 来 . 

命题 3.6.14( 基 数 算术 ) (a) 设 和 是 有 限 集 , 并 设 工 是 一 个 对 象 , 它 不 是 
的 元 素 . 那么 XU{z} 是 有 限 集 , 并 且 


#(XU{z}) = #(X)+1. 
(b) 设 和 和 YY 是 有 限 集 . 那么 XXLY 是 有 限 集 , 并 且 
#(XUY) < #(X)+#(Y). 
如 果 还 知 X 和 了 是 不 交 的 ( 即 X 门 了 = @) 那么 
#(XUY) = #(X)+#(Y). 
(c) 设 因 是 有 限 集 , 并 设 Y 是 环 的 子 集 . 那么 Y 是 有 限 集 且 
#(Y) < #(X). 
如 果 还 知 Y 了 关 久 ( 即 Y 是 久 的 一 个 真子 集 ), 那么 我 们 有 


#(Y) < #(X). 
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(d) 如 果 扰 是 有 限 集 ,并且 f : 义 一 Y 是 一 个 函数 , 那么 fj(X) 是 有 限 集 , 并 
且 
#(f(X)) < #(X). 


如 果 还 知 f 是 1 对 1 的 , 那么 
#(f(X)) = #(X). 
(e) 设 和 和 了 是 有 限 集 , 那么 笛 卡 儿 乘 积 久 xY 是 有 限 的 , 并 且 
#(X xY)=#(X) x #(Y). 


(f) 设 针 和 YY 是 有 限 集 , 那么 集合 YX( 它 是 在 公理 3.10 中 定义 的 集合 ) 是 有 
限 的 , 并 且 
#(Y*X) = (#(Y))*(X). 


证 明 ”见习 题 3.6.4. 国 

注 3.6.15 ”命题 3.6.14 启示 , 有 另 一 种 定义 自然 数 的 算术 运算 的 方法 , 它 不 
用 像 在 定义 2.2.1、 定 义 2.3.1 和 定义 2.3.11 中 那样 递归 地 作 定 义 , 而 代 之 以 用 集合 
的 并 的 概念 、 笛 卡 儿 乘积 的 概念 以 及 究 集 的 概念 . 这 乃 是 基数 算术 的 基础 . 它 作为 
算术 基础 是 我 们 此 书 中 建立 的 Peano 算术 的 替代 物 ; 我 们 不 在 此 书 中 建立 此 种 算 
术 , 只 是 在 习题 3.6.5 和 习题 3.6.6 中 给 出 一 些 例子 演示 如 何 实施 此 种 算术 . 

这 结束 了 我 们 对 于 有 限 集合 的 讨论 . 我 们 将 在 第 8 章 中 讨论 无 限 集 , 要 在 我 们 
已 然 构 作 了 无 限 集 的 一 些 更 进一步 的 例子 (如 整数 集 、 比 例 数 集 和 实数 集 ) 之 后 . 


习 题 3.6 


3.6.1 ”证 明 命 题 3.6.4. . 

3.6.2 ”证 明和 集合 X 有 基数 0 当 且 仅 当 X 是 空 集 . 

3.6.3 设 n 是 自然 数 ,并 设 f: {iEN:1<i<gn} 一 NN 是 函数 . 证 明 存在 一 个 自然 数 M 
使 得 对 于 一 切 1 < i < n，f(i) < M. (提示 : 对 n 进行 归纳 . 你 可 能 也 得 看 一 下 引 理 
5.1.14.) 于 是 自然 数 集 的 有 限 子 集 是 有 界 的 . 

3.6.4 ”证 明 命 题 3.6.14. 

3.6.5 设 A4 和 B 是 集合 .通过 构 作 一 个 明确 的 双 射 来 证 明 AxB 和 Bx A 具有 同样 的 基数 ， 
然后 使 用 命题 3.6.14, 给 引 理 2.3.2 一 个 另 样 的 证 明 . 

3.6.6 ” 设 4, B,C 是 集合 . 通过 构 作 一 个 明确 的 双 射 来 证 明 集 合 (42)2 与 4BxC 有 同样 
的 基数 .结果 (a*)* = ae 对 于 任何 自然 数 a,b,c 都 成 立 ， 使 用 类 似 的 论述 来 断定 


ab x ac 二 ab+<. 
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3.6.7 设 A 和 B 是 集合 .我 们 说 4 的 基数 小 于 或 等 于 B 的 基数 , 如 果 存 在 一 个 从 A 到 B 的 
单 射 f: 4 一 B. 证 明 : 如 果 A 和 B 是 有 限 集 , 那么 4 的 基数 小 于 或 等 于 B 的 基数 
等 价 于 #(4) < #(B). 

3.6.8 设 A 和 B 是 集合 , 并 存在 一 个 从 4 到 B 的 单 射  : 4 一 B(A 的 基数 小 于 或 等 于 B 
的 基数 ). 证 明 存 在 一 个 从 B 到 4 的 满 射 g : B 一 4A( 此 命题 的 逆 命 题 要 用 到 选择 公理 ; 
见习 题 8.4.3). 

3.6.9 设 4 和 B 是 有 限 集 . 证 明 ALJB 和 AN 门 B 都 是 有 限 集 , 并 且 


#(A4) 十 #(B) = 二 #(AUB)++#(4N B). 
3.6.10 ” 设 4A1,.… , An 是 有 限 集 , 使 得 
#( UU A4;)>n. 


1iE{t1…… ,n} 


证 明 存 在 ie {1,… ,n} 使 得 #(4i) > 2. (这 就 是 周知 的 抽 必 原理 2.) 


@ pigeonhole principle 一 一 在 n 个 抽 居 中 放 多 于 n 个 东西 (例如 乒乓 球 ), 至 少 有 一 个 抽 层 中 放 入 
的 东西 不 少 于 2 个 , 中 文 称 为 抽 民 原理 . 一 一 译 者 注 


第 4 章 “整数 和 比例 数 


84.1 整 数 


我 们 已 在 第 2 章 中 建立 了 自然 数 的 绝 大 多 数 基本 性 质 , 但 局 限于 只 可 以 进行 
加 法 和 乘法 运算 . 我 们 现在 想 要 引入 一 个 新 的 运算 , 即 减法 . 不 过 为 了 能 确实 地 进 
行 此 种 运算 , 我 们 必须 先 从 自然 数 系 走 向 更 大 的 数 系 , 即 整 数 系 . 

非 正式 地 说 , 整数 是 你 可 以 从 相 减 两 个 自然 数 得 到 的 数 ; 例如 3 一 5 应 是 一 个 
整数 , 就 像 6 - 2 应 是 一 个 整数 一 样 . 然而 这 不 是 整数 的 完整 的 定义 , 因为 : 

(a) 它 没有 说 什么 时 候 两 个 差 是 相等 的 (例如 , 我 们 应 该 知道 为 什么 3 一 5 等 于 
2 一 4, 但 不 等 于 1 一 6); 

(b) 它 没有 说 怎样 对 这 些 差 做 算术 (怎样 把 3 一 5 加 到 6 一 2 上 去 ?); 

(c) 这 个 定义 是 循环 的 , 因为 它 用 到 减法 的 概念 , 而 减法 的 概念 只 有 当 我 们 构 
造 了 整数 之 后 方 能 适当 地 定义 . 

幸运 的 是 , 由 于 我 们 关于 整数 的 先 验 的 了 解 , 我 们 知道 这 些 问 题 的 答案 应 该 是 
什么 . 为 了 回答 (a), 我 们 从 先前 在 代数 学 中 知道 的 a-b = c-d 恰 当 atd = c+b 时 成 
立 , 了 解 到 可 以 只 用 加 法 概念 来 刻画 差 的 相等 . 类 似 地 , 为 回答 (b), 我 们 将 借助 于 从 
代数 学 中 知道 (a6)+(c-d) = (ae+c) 一 (+ 加 以 及 (a-b(c-d) = (ac+bd) 一 (ad 二 bc)， 
于 是 我 们 将 把 我 们 具备 先 见 的 优势 用 于 简洁 地 构建 整数 的 定义 . 

我 们 还 得 解决 (c). 为 处 理 这 个 问题 , 我 们 使 用 如 下 的 解决 方案 : 暂且 不 把 整 
数 写成 差 a 一 b, 而 是 代 之 以 新 的 记号 a 一 b 来 定义 整数 , 其 中 符号 “_ ”是 一 个 没 
有 意思 的 占 位 符 , 就 像 平面 上 的 点 的 笛 卡 儿 坐 标记 号 (z,y) 中 的 逗号 那样 . 当 我 们 
定义 完 减法 之 后 , 我 们 将 看 到 a 一 b 事实 上 等 于 a -- b, 于 是 我 们 就 可 以 抛弃 这 个 记 
号 “一 "; 此 刻 所 需 的 是 避免 循环 论证 ，( 这 种 设计 , 就 像 用 于 建造 一 由 楼 房 的 脚 手 
架 , 脚手架 对 于 保证 楼 房 被 正确 地 建造 起 来 暂时 是 本 质 上 重要 的 , 但 是 一 旦 楼 房 建 
好 , 脚手架 就 将 拆除 而 永 不 再 用 .) 对 于 定义 某 种 我 们 已 经 非常 熟悉 的 事物 好 像 可 
能 不 必 如 此 复杂 , 但 是 除了 眼下 构造 整数 系 , 我 们 将 来 还 会 再 次 使 用 这 种 办 法 构造 
比例 数 (rational number), 而 且 对 于 这 类 构造 的 了 解 在 后 面 几 章 中 也 将 非常 有 益 . 

定义 4.1.1( 整 数 ) ”一 个 整数 是 一 个 形 如 a 一 b 的 表达 式 , 其 中 a 和 。b 是 自然 
数 . 两 个 整数 看 作 是 相等 的 a 一 b = c 一 d 当 且 仅 当 ac+aw = c+ 用 Z 代表 全 体 整 
数 的 集合 . 

于 是 , 作为 例子 , 3 一 5 是 整数 , 且 等 于 2 一 4, 因为 3 十 4= 2 十 5. 另 一 方面 , 3 一 5 
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不 等 于 2 一 3, 因为 3+3 关 2 十 5. 这 个 符号 看 上 去 有 点 怪 , 而 且 也 有 些许 不 足 之 处 : 
例如 , 3 现在 还 不 是 整数 , 因为 它 不 是 a 一 4 的 形状 ! 我 们 稍 后 将 矫正 这 些 问 题 %. 

我 们 必须 验证 如 上 定义 的 整数 相等 是 一 个 合理 的 概念 . 我 们 需要 验证 自 反 性 、 
对 称 性 、 传 递 性 以 及 代入 公理 ( 见 A.7)， 我 们 把 自 反 性 和 对 称 性 留 作 习题 4.1.1， 
而 来 验证 传递 性 公理 ， 设 我 们 知道 a 一 b = cd 以 及 c 一 d = e 一 f， 那 么 我 们 有 
a+d=c+b 以 及 c+j=d+e. 把 两 式 相 加 , 得 


a+d+c+f=c+b+i+dt+te. 
根据 命题 2.2.6, 可 以 消去 c 和 d 而 得 到 
a+f=b+e, 


即 a 一 b = e 一 f. 于 是 , 消去 律 被 用 来 保证 我 们 的 相等 概念 是 合理 的 ， 至 于 代入 公 
理 , 我 们 眼下 还 不 能 加 以 验证 , 因为 我 们 还 不 曾 对 整数 定义 任何 运算 . 然而 , 一 旦 我 
们 对 于 整数 定义 了 基本 的 运算 , 如 加 法 、 乘 法 和 序 , 那 时 我 们 就 必须 验证 代入 公理 ， 
以 保证 定义 之 成 立 . (我 们 只 需 对 于 基本 运算 做 这 件 事 , 对 于 整数 的 更 进一步 的 运 
算 , 例如 指数 , 将 借助 基本 运算 予以 定义 . 所 以 我 们 不 需要 对 进一步 的 运算 重新 验 
证 代入 公理 .) 

现在 我 们 定义 整数 的 两 个 基本 的 算术 运算 : 加 法 和 乘法 . 

定义 4.1.2 ”两 个 整数 的 和 (a 一 b) + (c 一 d) 由 下 式 定 义 : 


(a—b) + (c—d) := (a 十 c) 一 (十 dg). 
两 个 整数 的 积 (a 一 b) x (c 一 d) 由 下 式 定 义 : 
(a—b) x (c—d) := (ac+ bd)—(ad + be). 


于 是 , 作为 例子 , (3 一 5) + (1 一 4) 等 于 4 一 9. 然而 在 我 们 可 以 接受 这 些 定义 之 
前 , 还 有 一 件 事 必须 予以 验证 一 一 我 们 必须 验证 如 果 用 一 个 相等 的 整数 代替 运算 
中 的 某 个 整数 时 , 加 法 的 和 及 乘法 的 积 都 不 改变 . 例如 , (3 一 5) 等 于 (2 一 4), 那么 
(3 一 5) 十 (1 一 4) 应 该 与 (2 一 4) + (1 一 4) 有 相同 的 值 , 否则 的 话 , 这 就 不 能 成 为 加 法 
的 一 个 和 谐 的 定义 . 幸运 的 是 , 此 事 确实 成 立 : 


GD 用 集合 论 的 语言 来 说 , 我 们 正在 做 的 事 是 从 自然 数 的 序 偶 (a, b 的 空间 N x N 着 手 的 . 然后 我 们 对 
于 这 些 序 偶 建 立 一 个 等 价 关 系 ~, 使 得 (ab ~ (c, d) 当 且 仅 当 a 十 d = c 十 六 符号 a 一 b 的 集合 论 
解释 是 , 它 是 一 个 与 (a,b) 等 价 的 全 体 序 偶 所 成 的 空间 : 

a 一 5 := {{(c,d) €E N x N : (a,b) ~ (c,d)}. 
但 这 种 解释 对 于 我 们 如 何 处 理 整 数 毫 无 用 处 , 所 以 我 们 将 不 再 提 及 此 事 . 对 于 本 章 稍 后 构 作 的 比例 
数 或 下 章 构 作 的 实数 , 也 可 给 出 类 似 的 集合 论 解释 . 
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引 理 4.1.3( 加 法 与 乘法 是 定义 成 功 的) ” 设 a,b,a',b',c,d 是 自然 数 . 如 果 (a 一 
b) = (a 一 5"), 那么 
(a—b) + (c—d) = (a—b’) + (c—d), 
(a—b) x (c—d) = (a—b’) x (c—d), 
并 且 
(c—d) + (a—b) = (c—d) + (a'—b’), 
(c—d) x (a—b) = (c—d) x (a'—b’). 


于 是 加 法 和 来 法 都 是 定义 成 功 的 运算 (相等 的 输入 给 出 相等 的 输出 ). 

证 明 ”为 证 (a 一 6b) + (c 一 d) = (a' 一 5) 十 (c 一 d), 我 们 分 别 算 出 两 边 为 (a 十 
c) 一 (十 d) 和 (o' 十 c) 一 (b' 十 qd). 于 是 我 们 需要 证 明 a 二 c+b 二 d=a’+c+b+d. 
但 由 (a 一 8) = (a 一 b') 知 a 十 b = a' 十 六 于 是 , 把 此 式 两 端 同 加 上 c+ da 就 得 到 要 
证 的 等 式 . 

现在 我 们 来 证 (a 一 b) x (c 一 d) = (a 一 b') x (c 一 d)， 两 边 的 值 分 别 是 (ac 十 
bd) 一 (ad 十 bc) 和 (a'c 十 bd) 一 (a'd 十 b/c), 于 是 我 们 应 该 证 明 


ac+bd+a'd+b'c=ac+bd+ad+t be. 


但 左边 等 于 c(a 十 5b) 十 d(a’ 十 b) 而 右边 等 于 c(o/ 十 归 +dlae 十 办. 由 于 a+b' =a’ 十 b， 
两 边 相等 . 

另 两 个 等 式 可 类 似 地 证 明 . 里 

整数 "一 0 与 自然 数 n 有 相同 的 性 状 ; 的 确 , 可 以 验证 (n 一 0) + (m 一 0) = 
(M+ 1m) 一 0 以 及 (n 一 0) x (m 一 0) = nm 一 0. 进而 , (n 一 0) 等 于 (m 一 0) 当 且 仅 当 

= mm. (此 事 之 数学 术语 是 , 在 自然 数 n 与 形 如 n 一 0 的 整数 之 间 存 在 一 个 同 构 .) 
于 是 可 以 令 n = "一 0 而 把 自然 数 与 整数 等 同 起 来 ; 这 并 不 影响 我 们 对 于 加 法 或 乘 
法 或 相等 的 定义 , 因为 它们 彼此 一 致 . 例如 , 自然 数 3 现在 被 看 作 与 整数 3 一 0 为 同 
一 物 , 于 是 3 = 3 一 0. 特别 地 , 0 等 于 0 一 0 而 且 1 等 于 1 一 0. 当然 , 如 果 让 nn 等 于 
n 一 0, 则 它 也 必 等 于 任何 其 他 等 于 n 一 0 的 整数 例如 3 不 仅 等 于 3 一 0, 同时 也 等 
于 4 一 1, 5 一 2, 等 等 . 

我 们 现在 可 以 定义 整数 的 增长 为 : 对 于 一 切 整数 rz, rz 二 + :=z+l1i; 这 与 我 们 
关于 自然 数 的 增长 运算 的 定义 是 相 容 的 . 然而 , 这 对 我 们 来 说 不 再 是 一 个 重要 的 运 
算 , 因为 它 现 在 已 被 更 一 般 的 加 法 概念 所 包含 在 内 了 . 

现在 我 们 考虑 整数 的 一 些 其 他 的 基本 运算 . 

定义 4.1.4( 整 数 的 负 运 算 ) ”如 果 (a 一 5) 是 一 个 整数 , 我们 定义 它 的 负数 为 
整数 (bp 一 a), 记 作 --(o 一 已 . 特别 地 , 如 果 n = "一 0 是 正 的 自然 数 , 那么 它 的 负数 


—Nn 一 0—n. 
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例如 一 (3 一 5) = (5 一 3). 可 以 验证 此 定义 是 定义 成 功 的 (习题 4.1.2). 

我 们 现在 可 以 证 明 整 数 确切 地 对 应 着 我 们 所 期 望 的 东西 . 

引 理 4.1.5( 整 数 的 三 歧 性 (trichofomy)) ” 设 z 是 一 个 整数 . 那么 下 述 三 个 命 
题 恰 有 一 个 成 立 : 

(a) z 是 零 ; 

(b) z 等 于 一 个 正 自然 数 ni; 

(c) z 是 一 个 正 自然 数 的 负数 一 n. 

证 明 ”我 们 先 证 (a), (b), (c) 中 至 少 有 一 个 成 立 . 

根据 定义 , 对 于 某 两 个 自然 数 a 和 b，z = a 一 b. 有 三 种 情形 : a > 5b,，a =b 或 
a <b. 如 果 a > b, 那么 对 于 某 正 的 自然 数 ce，a = 5 + c, 这 意味 着 a 一 b = c 一 0 = c， 
这 就 是 (b); 如 果 a = b, 那么 a 一 b = a 一 a = 0 一 0 = 0, 这 是 (a); 如 果 a < b, 那么 
b > a, 从 而 根据 已 证 之 事 5 一 a 是 某 个 正 自然 数 n, 从 而 a 一 b = -mw, 这 是 (c). 

现在 我 们 证 明 (a), (b), (c) 中 不 可 能 有 多 于 一 个 同时 成 立 . 根据 定义 , 一 个 正 
的 自然 数 不 是 零 , 所 以 (a) 和 (b) 不 能 同时 成 立 . 如 果 (a) 和 (c) 同时 成 立 , 那么 对 
于 某 正 自然 数 n，0 = -m; 于 是 0 一 0 = 0 一 n, 从 而 0 二 n==0+0, 即 n=0, 这 不 可 
能 . 如 果 (b) 和 (c) 同时 成 立 , 那么 对 于 某 两 个 正 自然 数 n,m, 成 立 n = -mm, 于 是 
(n 一 0) = (0 一 m), 从 而 m 十 n= 0 二 0, 这 与 命题 2.2.8 矛盾 . 于 是 , 对 于 任何 整数 x 
而 言 , (a), (b), (c) 中 恰 有 一 个 成 立 . 团 

如 果 n 是 一 个 正 自然 数 , 我 们 就 称 -m 为 负 整 数 . 于 是 每 个 整数 是 正 的 或 是 零 
或 是 负 的 , 但 不 可 同时 多 于 一 种 可 能 . 

人 们 可 能 会 问 , 为 什么 我 们 不 使 用 引 理 4.1.5 来 定义 整数 ? 也 就 是 说 , 为 什么 
我 们 不 定义 说 “整数 就 是 正 自然 数 , 或 零 , 或 自然 数 之 负数 ”? 理由 是 , 如 果 我 们 这 
样 做 , 那么 加 一 个 整数 及 乘 一 个 整数 的 法 则 就 要 分 成 许多 不 同 的 情形 (例如 负数 乘 
以 负数 等 于 正 数 ; 负数 加 上 正 数 或 为 负数 , 或 为 正 数 , 或 为 零 , 取决 于 哪 一 项 更 大 ， 
等 等 ), 而 验证 全 部 这 些 性 质 将 导致 极 大 的 混乱 . 

我 们 现在 总 结 一 下 整数 的 代数 性 质 . 

命题 4.1.6( 整 数 的 代数 算 律 ) 设 z,yz 是 整数 ,那么 


Z 十 三 2 十 T， 
(z 十 切 十 z 一 了 十 (十 2)， 
T+0=0+2=2, 
T+(-7)=(-z)+Z7z=0, 
TV = YY, 


(zy)z = 2(yz), 
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Xl = 1z= 2, 
TY+2) = TY + zz, 
(十 z)z = yr+ 27. 

注 4.1.7 上 述 9 个 恒等式 总 体 上 有 一 个 名 称 ; 它们 判定 整数 之 全 体 构成 一 个 
交换 环 . (如 果 去 掉 恒 等 式 zy = yz, 那么 它们 仅 判 定 整数 构成 一 个 环 .) 注意 , 这 些 
恒等式 中 的 一 些 已 经 被 证 明 对 于 自然 数 成 立 , 但 这 并 不 意味 着 它们 自动 地 同样 对 于 
整数 成 立 , 因为 整数 集 是 比 自然 数 集 大 的 集合 ?. 另 一 方面 , 这 个 命题 包含 了 许多 早 
先 对 于 自然 数 推导 出 的 命题 . 

证 明 有 两 种 方式 可 证 明 这 些 恒等式 .一 种 是 使 用 引 理 4.1.5 并 依赖 于 是 否 
Z,y,z 为 零 , 为 正 数 , 或 为 负数 , 分 成 许多 种 情况 考虑 . 这 情形 非常 混乱 . 一 个 较 简 短 
的 方式 是 写 z = (a 一 b), y = (c 一 d), 及 z = (e 一 f), 其 中 a,b,c,d,e,f 是 自然 数 , 然 
后 借助 a,b, c,d,e,f 展开 这 些 恒等式 并 使 用 关于 自然 数 的 代数 算 律 . 这 使 得 每 个 恒 
等 式 都 可 用 不 多 几 行 就 完成 证 明 . 我 们 只 证 明 最 长 的 一 个 , 即 (zy)z = z(yz): 

(ey)z=((a—b)(e—d)(e—) 
=((ac+ bd)—(ad + bc))(e—f) 
=(ace + bde+adf + bcf)—(acf + bdf + ade + bce); 
zs(yz) =(a—b)((e—d)(e—/) 
=(a—b)((ce+ df)—(cf + de)) 
=(ace+adf + bcf + bde)—(acf + ade + bce + baf), 
于 是 可 以 看 到 (zy)z 和 z(yz) 是 相等 的 ， 其 他 恒等式 以 类 似 的 方式 证 明 ， 见 习题 
4.1.4. 国 
我 们 现在 定义 两 个 整数 的 减法 运算 , 整数 z 减 去 y 的 定义 为 


T—Yy:=7+(-Yy). 

对 于 此 运算 , 不 必 验 证 代入 公理 , 因为 我 们 是 借助 关于 整数 的 另 两 个 运算 , 即 加 法 
和 负 运 算 来 定义 减法 的 , 而 我 们 已 经 验证 了 这 两 个 运算 是 定义 成 功 了 的 . 

现在 可 以 容易 地 验证 , 如 果 a 和 b 是 自然 数 , 那么 

a—b=a+(-b)=a—0+{0—b) = a—b, 

于 是 a 一 b 恰 与 a 一 b 是 同 物 . 因此 , 我 们 现在 可 以 抛弃 记号 一 , 而 以 熟悉 的 差 运 算 
符号 取代 之 . (如 前 面 已 注释 过 的 , 我 们 当时 不 即刻 使 用 差 运算 , 因为 那 时 它 是 循环 
论证 .) 

@ 这 里 , 恰当 的 说 法 是 , 自然 数 集 是 整数 集 的 真子 集 . 一 一 译 者 注 
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我 们 现在 可 以 把 引 理 2.3.3 和 推论 2.3.7 从 自然 数 的 情形 推广 到 整数 的 情形 : 
命题 4.1.8( 整 数 不 含 零 除 数 ) ” 设 a 和 b 是 整数 , 使 得 吃 = 0. 那么 或 者 wa=0 


b= 二 0 或 者 两 者 都 是 0. 

证 明 ”见习 题 4.1.5. 国 
推论 4.1.9 ”如果 a,b,c 是 整数 , 使 得 uc = bc 并 且 c 不 为 零 , 那么 a= 上 b. 
证 明 ”见习 题 4.1.6. 转 


我 们 现在 把 对 于 自然 数 定 义 了 的 序 的 概念 推广 到 整数 ， 我 们 逐 字 重 复原 来 的 


定义 4.1.10( 整 数 的 顺序 ) ” 设 m” 和 和 mm 是 整数 . 我 们 说 n 大 于 或 等 于 m, 记 作 


n 之 m 或 m<n, 当 且 仅 当 对 于 某 自然 数 a,，n = m 十 a. 我 们 说 n 严格 大 于 m, 记 


作 m 


自然 


4.1.1 
4.1.2 


4.1.3 
4.1.4 
4.1.5 


4.1.6 


>m 或 m<n, 当 且 仅 当 n>m 且 nm. 

于 是 作为 例子 , 5 > -3, 因为 5= -3+8 且 5 关 一 3. 很 明白 , 这 个 定义 与 关于 
数 序 的 概念 是 相 容 的 , 因为 我 们 使 用 的 是 同一 个 定义 . 

使 用 命题 4.1.6 中 的 代数 算 律 , 不 难 证 明 下 述 关 于 序 的 性 质 : 

引 理 4.1.11( 序 的 性 质 )” 设 a,b,c 是 整数 . 

(a) a>>b 当 且 仅 当 a 一 b 是 正 的 自然 数 . 

(b) (加 法 保 序 ) 如 果 a>b, 那 么 a+c>b+c. 

(c) ( 正 乘 法 保 序 ) 如 果 a>b 且 c 是 正 的 , 那么 ac > bc. 

(d) ( 负 运 算 反 序 ) 如 果 a > 上 5b, 那 么 -a < 一 b. 

(e) ( 序 是 传递 的 ) 如 果 a>b 且 b>c, 那 么 a>c. 

(f) ( 序 是 三 歧 的 ) 命题 a > b,，a < b,，a 二 b 中 恰 有 一 个 成 立 . 

证 明 ”见习 题 4.1.7. 国 


习 题 4.1 


验证 关于 整数 相等 的 定义 同 是 自 反 的 和 对 称 的 . 

证 明 关 于 整数 的 负 运 算 的 定义 是 成 功 的 , 即 如 果 (a 一 b) = (a' 一 5), 那么 一 (a 一 b) = 
一 (a' 一 5), (于 是 相等 的 整数 有 相等 的 负数 .) , 

证 明 对 于 每 个 整数 a，( 一 1) x a = 一 a. 

证 明 命 题 4.1.6 中 剩 下 的 那些 恒等式 . (提示 : 可 以 通过 使 用 一 些 恒等式 来 证 明 其 他 的 恒 
等 式 以 节约 工作 量 . 例如 , 一 旦 你 知道 了 zy = yz, 你 就 不 必 再 证 1 = 1z 了 , 并 且 一 
且 你 还 证 明了 z(y 十 z) = zy 十 xz, 你 就 自动 地 得 到 了 (y 十 z)jz = yz + zz.) 

证 明 命题 4.1.8. (提示 : 尽管 这 个 命 古 与 引 理 2.3.3 并 不 完全 是 一 回 事 , 但 在 证 明 命题 
4.1.8 的 过 程 中 使 用 引 理 2.3.3 肯定 是 合理 的 .) 

证 明 推论 4.1.9. (提示 : 有 两 个 方法 , 其 一 是 使 用 命题 4.1.8 推断 a 一 b 必 是 零 , 另 一 是 
联合 使 用 推论 2.3.7 和 引 理 4.1.5.) 
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4.1.7 ”证 明 引 理 4.1.11. (提示 : 使 用 此 引 理 的 第 一 部 分 去 证 明 其 他 部 分 .) 

4.1.8 ”证 明 归 纳 法 原理 (公理 2.5) 不 直接 适用 于 整数 系 . 更 准确 地 说 , 给 出 一 个 依赖 于 整数 m 
的 性 质 P(n) 的 例子 , 使 得 P(0) 成 立 , 而 且 对 于 一 切 整 数 n，P(n) 成 立 列 含 P(m 十 十 ) 
成 立 , 但 是 P(n) 并 不 对 于 一 切 整 数 m 成 立 . 于 是 归纳 法 作为 与 整数 系 打 交道 时 的 一 个 
工具 并 不 像 与 自然 数 系 打交道 时 那么 有 用 . (在 与 比例 数 和 实数 打交道 时 , 情形 甚至 更 
糟 . 我 们 很 快 就 要 定义 比例 数 和 实数 .) 


84.2 比 例 数 


我 们 现在 已 经 构 作 了 整数 , 连同 加 法 、 减法 和 乘法 运算 以 及 序 , 并 且 验 证 了 全 
部 预期 的 代数 的 及 序 理论 的 性 质 . 现在 我 们 将 使 用 类 似 的 结构 来 建立 比例 数 , 把 除 
法 也 换 进 我 们 的 运算 大 什锦 当中 . 

恰 如 整 数 由 两 自然 数 相 减 而 构造 出 来 一 样 , 比例 数 可 以 由 两 整数 相 除 而 构造 出 
来 , 当然 我 们 必须 遵从 通常 的 禁 律 , 分 母 不 得 为 零 ?. 正如 知道 两 个 差 a-b 和 cd 
恰当 a +d = c+b 时 是 相等 的 一 样 , 我 们 知道 (从 更 深 一 步 的 知识 ) 两 个 比例 a/b 
和 c/d 当 ad = be 时 是 相等 的 , 于 是 , 和 定义 整数 时 类 似 , 我 们 创造 一 个 没有 意思 的 
符号 // (此 符号 最 终 将 被 除法 符号 吞没 ). 

定义 4.2.1 ”一 个 比例 数 是 一 个 形 如 a//b 的 表达 式 , 其 中 a。 和 是 整数 ， 
且 5b 不 为 零 . a//0 不 被 认为 是 比例 数 . 两 个 比例 数 a//b 和 cf /fa 看 作 是 相等 的 ， 
a//b=c//d, 当 且 仅 当 ad = bec. 全 体 比 例 数 的 集合 记 作 Q. 

于 是 , 作为 例子 , 3//4 = 6//8 = -3// 一 4, 但 是 3//4 尖 4//3. 相等 的 这 个 定义 
是 成 功 的 (习题 4.2.1). 现在 我 们 需要 加 法 、 乘 法 以 及 负 运算 的 概念 . 我 们 还 是 要 利 
用 我 们 预先 具备 的 知识 , 这 些 知识 告诉 我 们 8 + 应 该 等 于 0&, 以 及 8 x 应 
该 等 于 器, 同时 - = 子 . 受 这 些 预先 具备 的 知识 的 启发 , 我 们 作出 

定义 4.2.2 “如果 a//b 和 cf//d 是 比例 数 , 定义 它们 的 和 


(a//b) + (ce//d) := (ad + be)//(bd), 
它们 的 乘积 
(a//b) x (c//d) := (ac)// (bd), 
以 及 负 运 算 
—(a//b) := (~a)//b. 


@ 不 存在 任何 理由 用 零 来 除 ， 因为 如 果 人 允许 b 为 零 的 话 , 我 们 将 不 能 保持 两 个 恒等式 (4) xb=a 
和 c x 0 = 0 同时 成 立 ， 然而 我 们 终究 可 以 得 到 一 个 用 趋 于 零 的 量 来 除 的 合理 的 概念 一 一 
考虑 L*H6pital 法 则 ( 见 810.5), 此 法 则 对 于 做 定义 微分 之 类 的 事情 是 足够 的 . 
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注意 , 如 果 b 和 d 不 是 零 , 那么 根据 命题 4.1.8，bd 也 不 是 零 , 于 是 两 个 比例 数 
的 和 或 乘积 仍然 是 比例 数 . 

引 理 4.2.3 ”对 于 比例 数 的 和 、 积 以 及 负 运 算是 定义 成 功 的 . 也 就 是 说 , 在 这 
些 运 算 中 的 一 个 输入 的 比例 数 a//b( 或 c//d) 被 与 它 相等 的 另 一 个 比例 数 a'//b'( 或 
c'//d') 替换 时 , 运算 的 输出 不 变 . 

证 明 ”我 们 只 对 加 法 进行 验证 而 把 其 他 结论 留 作 习 题 4.2.2， 假 设 a//b = 
a'//b', 于 是 b 和 b' 都 不 是 零 , 且 ab = a'b. 我 们 现在 证 明 


a//b+c//d= a //b +ce//d. 
根据 定义 , 左边 是 (ad + bce)//(bd), 而 右边 是 (a'd + bc)//(b'q), 于 是 我 们 必须 证 明 
(ad + bc)(b’d) = (a’d + be)(bd), 


此 式 展开 成 
aB'ad2 + bb'cd = abd2 + bb'cd. 
但 由 于 ay = a'b, 所 需 结论 就 产生 了 . 类 似 地 , 如 果 代替 c//d 以 与 之 相等 的 c /1d/， 
结果 一 样 . 国 
我 们 注意 到 比例 数 a//1 与 整数 a。 有 相同 的 性 状 : 


(a//D) + (8//1)=(a + 6)//l; 
(a//1) x (8//1)= (ab)//1; 
-(a//1)=(-a)//1. 


还 有 , a//1 与 b//1 仅 当 a 与 5b 相当 时 才 相 等 . 因为 如 此 , 对 于 一 切 整数 a, 我 们 把 
a 与 a//1 等 同 起 来 : a = a//1; 此 恒 等 关 系 保证 了 整数 的 算术 与 比例 数 的 算术 是 相 
容 的 . 于 是 , 就 像 我 们 把 自然 数 戏 入 整数 系 中 一 样 , 我 们 把 整数 嵌入 到 比例 数 系 当 
中 . 特别 地 , 一 切 自然 数 都 是 比例 数 , 例如 , 0 等 于 0//1, 1 等 于 1//1. 

观察 到 一 个 比例 数 a//5 等 于 0 = 0//1 当 且 仅 当 ax1=5x0, 即 当 且 仅 当 分 
子 a 等 于 0. 于 是 , 如 果 a 和 都 不 是 零 , 则 a//b 也 不 是 零 . 

我 们 现在 对 于 比例 数 定义 一 个 新 的 运算 : 倒数 运算 . 如 果 z = a// 是 不 为 零 
的 比例 数 (于 是 a,b 关 0), 那么 我 们 定义 z 的 倒数 z-! 是 比例 数 z-1 := b//a. 容 
易 验 证 这 个 运算 与 我 们 的 相等 概念 是 相 容 的 : 如 果 两 个 比例 数 a//b，a'//b' 相等 ， 
那么 它们 的 倒数 也 相等 ， (与 此 对 比 , 一 个 如 “分子” 的 运算 就 不 是 定义 成 功 的 : 比 
例 数 3//4 和 6//8 是 相等 的 , 但 具有 不 相等 的 分 子 . 所 以 当 说 到 如 “z 的 分 子 ” 这 
样 的 话 时 , 我 们 必须 小 心 .) 当然 , 0 的 倒数 没有 定义 . 
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我 们 现在 总 结 一 下 比例 数 的 代数 性 质 . 
命题 4.2.4( 比 例 数 的 代数 算 律 ) 设 z,y,z 是 比例 数 . 那么 下 面 的 代数 算 律 成 
本 Z 十 yy 一 2 十 2 
(z+Y)+z=7+ (y+ 2), 
r+0=0+7z=7%, 
T+(-7)=(-7z)+7z=0, 
TY = YT, 
(ZYy)z= 2(Yz), 
Z1 = 17=7, 
zy +2)=7y + 7%, 
(y+ 2z)T=Yyr 十 27. 
如 果 工 不 是 零 ,我们 还 有 


注 4.2.5 ”上述 10 个 恒等式 的 集合 有 一 个 名 称 ; 它们 确定 比例 数 集 Q 构成 一 
个 域 . 这 比 作为 一 个 交换 环 更 好 , 因为 还 有 第 10 个 恒等式 zz-1 = z-lz = 1. 注意 
这 个 命题 包含 了 命题 4.1.6. 

证 明 ”为 证 这 些 恒等式 , 令 x =a//b, y = c//d, z= e//f, 其 中 a,c,e 是 整数 ， 
b,d,f 是 不 为 零 的 整数 , 然后 使 用 整数 的 代数 算 律 来 验证 每 个 恒等式 . 我 们 只 证 明 
最 长 的 一 个 , 即 (z +Y) 十 z= 工 十 (y+ 十 2): 


(z+Y)+z=((a//b) + (ce//d)) + (e//F) 
=((ad + be)//bd) + (e//F) 
= (adf + bcf + bde)/ /bdf; 

z+(y+2z)=(a//b) + ((c//d) + (e//f)) 
=(a//b) + ((cf + de)//df) 
= (adf + bcf + bde)/ /bdf; 


于 是 可 以 看 到 (z 十 y) 十 z 和 z+(y+z) 是 相等 的 . 
其 他 恒等式 的 验证 可 用 类 似 的 方式 , 留 作 习题 4.2.3. 国 
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我 们 现在 可 以 定义 两 个 比例 数 > 和 y 的 商 了 . 只 要 y 不 是 零 , 我 们 定义 x 和 

y 的 商 为 
rz/y:=7 xyl. 
于 是 作为 例子 , (3//4)/(5//6) = (3//4) x (6//5) = 18//20 = 9//10. 用 这 个 公式 , 容 
易 看 到 对 于 每 个 整数 a 和 每 个 非 零 整 数 b， 
a/b = a//t. 

于 是 我 们 现在 可 以 抛弃 符号 //, 而 用 更 常用 的 a/b? 取 代 a//b. 

命题 4.2.4 使 我 们 可 以 使 用 一 切 规范 的 代数 法 则 ; 我 们 以 后 就 照 此 进行 , 而 不 
再 作 进 一 步 的 评注 . 

上 一 节 我 们 把 整数 分 为 正 数 、 零 和 负数 . 我 们 现在 对 于 比例 数 做 同样 的 事情 . 

定义 4.2.6 ”一 个 比例 数 z 叫 作 是 正 的 , 当 且 仅 当 对 于 某 两 个 正 整 数 a 入。 
我 们 有 z = &. 它 叫 作 是 负 的 当 且 仅 当 对 于 某 个 正 的 比例 数 y, 我 们 有 z = -wy ( 即 
对 于 某 两 个 正 整 数 a 和 b，z = 池 ). 

于 是 , 作为 例子 , 每 个 正 整 数 都 是 正 的 比例 数 , 而 每 个 负 整 数 都 是 负 的 比例 数 ， 
这 样 我 们 的 新 定义 与 老 定义 是 相 容 的 . 

引 理 4.2.7( 比 例 数 的 三 歧 性 ) 设 z 是 比例 数 , 那么 下 面 三 个 命题 中 恰 有 一 个 
成 立 : 

(a) Zz 等 于 0，(b) z 是 正 的 比例 数 ，(c) z 是 负 的 比例 数 . 

证 明 ”见习 题 4.2.4. 国 

定义 4.2.8( 比 例 数 的 顺序 )” 设 z 和 y 是 比例 数 . 我 们 说 z > y 当 且 仅 当 rz-yY 
是 一 个 正 的 比例 数 , 说 z < y 当 且 仅 当 z -yy 是 负 的 比例 数 . 我 们 写 xz > y 当 且 仅 
当 或 者 zx > y 或 者 z = 刀 并 类 似 地 定义 rz < vy. 

命题 4.2.9( 比 例 数 的 序 的 基本 性 质 ) ” 设 z,y,z 是 比例 数 , 那么 下 面 的 性 质 成 
了 工 : 

(a) ( 序 的 三 歧 性 ) 三 个 命题 = 二 y,z<y, XT>Yy 中 恰 有 一 个 成 立 . 

(b) ( 序 是 反对 称 的 ) x <y 等 价 于 yy> 工 . 

(c) ( 序 是 传递 的 ) 如 果 ZzZ< 包 且 y<z 那么 Z<2 

(d) (加 法 保 序 ) 如 果 zZ< 世 那么 zZ 十 z<1 十 2 

(e) ( 正 乘 法 保 序 ) 如 果 工 <y 并 且 z 是 正 的 , 那么 zz < Yyz. 

证 明 ”见习 题 4.2.5. 

注 4.2.10 ”命题 4.2.9 中 的 上 述 5 条 性 质 与 命题 4.2.4 四 
有 一 个 名 称 : 它们 判定 比例 数 集 Q 构成 一 个 有 序 域 . 记 住 命题 4.2.9(e) 仅 当 z 是 正 
数 时 成 立 是 重要 的 . 见习 题 4.2.6. 


QO 即 .一 一 译 者 注 
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习 题 4.2 


4.2.1 ”证 明 对 于 比例 数 相 等 的 定义 是 自 反 的 、 对称 的 以 及 传递 的 . (提示 : 对 于 传递 性 , 使 用 推 
论 2.3.7.) 

4.2.2 ”证 明 引 理 4.2.3 的 剩 下 的 条 款 . 

4.2.3 ”证 明 命题 4.2.4 中 剩 下 的 各 条 . (提示 : 像 处 理 命题 4.1.6 一 样 , 你 可 以 用 某 些 恒等式 去 
证 另 一 些 恒等式 以 节约 劳力 .) 

4.2.4 ”证 明 引 理 4.2.7， (注意 , 像 在 命题 2.2.13 中 那样 , 你 必须 证 明 两 件 不 同 的 事情 : 首先 ， 
(a), (b), (c) 中 至 少 有 一 个 成 立 ; 其 次 (a), (b), (c) 中 至 多 一 个 成 立 .) 

4.2.5 ”证 明 命 题 4.2.9. 

4.2.6 ”证 明 : 如 果 z,y,z 是 比例 数 , 满足 zx <y 且 z 是 负 的 , 那么 zz > yz. 


84.3 ”绝对 值 与 指数 运算 


我 们 已 经 介绍 了 比例 数 的 四 种 基本 的 算术 运算 , 即 加 法 、 减 法 、 乘 法 和 除法 . 
(回忆 一 下 , 减法 与 除法 来 源 于 更 初始 的 负 运 算 概念 和 倒数 运算 的 概念 , 分 别 经 由 公 
式 z-y:=z+(-)) 和 z=zxy 1! 得到.) 我们 也 有 了 序 < 的 概念 , 并 把 比例 数 
分 成 了 正 的 比例 数 、 负 的 比例 数 以 及 零 . 简 言 之 , 我 们 已 经 证 明 比 例 数 的 集合 Q@ 构 
成 一 个 有 序 域 . 

现在 可 以 用 这 些 基本 的 运算 构造 更 多 的 运算 . 可 以 构造 出 来 很 多 这 样 的 运算 ， 
但 是 我 们 只 介绍 特别 有 用 的 两 种 : 绝对 值 与 指数 运算 . 

定义 4.3.1( 绝 对 值 ) ”如 果 z 是 比例 数 , zx 的 绝对 值 |z| 如 下 定义 : 如 果 z 是 
正 的 , 那么 |z| := z; 如 果 z 是 负 的 , 那么 jz| := -zi; 如果 z 是 零 , 那么 jz| := 0. 

定义 4.3.2( 距 离 ) 设 z 和 是 比例 数 . 量 lz-y| 叫 作 z 和 y 之 间 的 距离 ， 
有 时 记 作 d(x,y), 那么 d(z,y) := |z 一 yl. 例如 , d(3,5) = 2. 

命题 4.3.3( 绝 对 值 及 距离 的 基本 性 质 )” 设 z,y,z 是 比例 数 . 

(a) (绝对 值 的 非 退化 性 ) 我 们 有 |z| > 0. 还 有 , |z| = 0 当 且 仅 当 z 是 0. 

(b) (绝对 值 的 三 角形 不 等 式 ) 我 们 有 


Iz+ yl < |z| 二 加. 


(c) 不 等 式 -yz<Yy 成 立 当 且 仅 当 y > |z|. 特别 地 , 我 们 有 一 |z| < zx < |z|. 
(d) (绝对 值 的 可 乘 性 ) 我 们 有 |zy| = |zlly|. 特别 地 , | 一 z| = |z|. 

(e) (距离 的 非 退 化 性 ) 我 们 有 d(z,y) > 0, 还 有 , d(z,y) =0 当 且 仅 当 人 = y. 
(f) (距离 的 对 称 性 ) d(x,y) = d(y, 7). 

(g) (距离 的 三 角形 不 等 式 ) d(z,z) < d(7x,y) + d(y, 2). 
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证 明 ”见习 题 4.3.1. 图 

绝对 值 对 于 测量 两 个 数 是 多 么 “接近 ”是 有 用 的 . 我 们 来 做 一 个 有 点 人 造 的 定 
义 : 

定义 4.3.4(e- 接近 性 ) 设 s>0 且 zy 都 是 比例 数 . 我 们 说 , y 是 e- 接近 于 
z 的 当 且 仅 当 d(x,y) < <. 

注 4.3.5 ”这 个 定义 在 数学 教科 书 中 不 是 标准 的 定义 ; 后 面 , 我 们 将 使 用 它 作 
为 “脚手架 ”来 建立 更 重要 的 极限 概念 (以 及 Cauchy 序列 的 概念 ). 一 旦 我 们 有 了 
那些 更 深层 次 的 概念 , 我 们 将 抛 开 e- 接近 的 概念 . 

例 4.3.6 数 0.99 和 1.01 是 0.1- 接近 的 , 但 它们 不 是 0.01- 接近 的 , 因为 
d(0.99, 1.01) = |0.99 一 1.01| = 0.02 比 0.01 大 . 对 于 每 个 正 的 <, 数 2 和 2 都 是 e- 
接近 的 . 

当 s 是 零 或 负数 时 , 我 们 不 去 定义 e- 接近 的 概念 , 因为 如 果 s 是 零 那 么 z 和 y 
只 能 当 它 们 相等 时 是 e- 接近 的 , 而 当 s 是 负数 时 , zx 和 y 绝对 不 能 =- 接近 . (在 分 
析 学 中 的 一 个 历史 悠久 的 传统 是 , 在 任何 场合 , 希腊 字母 <，6 只 应 代表 小 的 正 数 .) 

下 面 是 e- 接近 性 的 一 些 基本 性 质 . 

命题 4.3.7” 设 ZX,y,z,w 是 比例 数 . 

(a) 如 果 工 二 y, 那么 对 于 每 个 &> 0，Z 都 是 e- 接近 于 1 的 . 反之 , 如 果 对 于 
每 个 E> 0, z 都 是 e- 接近 于 yy 的 , 那么 有 工 二 Y. 

(b) 设 s> 0. 如 果 了 是 cs- 接近 于 y 的 , 那么 Y 也 是 e- 接近 于 z 的. 

(c) 设 s,56>0. 如 果 了 是 -接近 于 8 的 ,而 y 是 6- 接 近 于 z 的 ,那么 zZ 和 :2 
是 (E 十 6)- 接近 的 . 

(d) 设 s,6 > 0. 如 果 ZX 和 YY 是 e- 接近 的 , 而 2z,W 是 6- 接近 的 , 那么 ZX 十 2 和 
2 十 也 是 (E 十 0)- 接近 的 , 而 且 X 一 z 和 YY 一 ww 也 是 (Ee 十 0- 接近 的 . 

(e) 设 e>0. 如 果 X 和 是 e- 接近 的 , 那么 对 于 每 个 e' > e, 它们 也 是 e'- 接 
近 的 . 

(f) 设 e > 0. 如 果 和 z 两 者 都 e- 接近 于 xz, 并且 多 介 于 yy 和 zz 之 间 ( 即 
YWwWU<zZ 或 z 世 册 世 UY), 那么 ww 也 是 e- 接近 于 工 的 . 

(g) 设 e>0. 如 果 Z 和 YY 是 e- 接近 的 , 并且 z 不 是 零 , 那么 Tz 和 WYz 是 elz|- 
接近 的 . 

(h) 设 es,6 > 0. 如 果 Z 和 2 是 e- 接近 的 , 并 且 z 和 是 6- 接近 的 , 那么 zz 
和 yw 是 (elz| 十 6lz| +s6)- 接近 的 . 

证 明 ”我 们 只 证 明 最 难 的 一 个 : (h), 而 把 (a)~(g) 留 作 习题 4.3.2. 设 s, 5 > 0， 
并 假设 z 和 wy 是 = 接近 的 . 如 果 我 们 写 a :=y 一 z, 那么 有 y= z+a 并且 la| se. 
类 似 地 , 如 果 z 和 w 是 6- 接近 的 , 并 且 令 5:=w 一 z, 那么 岂 =z++b 并 且 |b| < 56. 
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由 于 y=z+a 和 w =z 十 b, 我 们 有 
一 (Z+al(z 十 人 一 Zz 十 az 十 ZD 十 ab. 
于 是 


lyw 一 zzl=|aoz 十 zZb 十 abl < laz|+ |zb| + |ad| 
=|al|z| 十 加 lz| + lal lol. 


由 于 la| 和 es 以 及 lb| < 5, 于 是 得 到 
lyw — zz| < elz|+ 6|z| + ed. 


从 而 ww 和 zz 是 (elz| 十 6|z| 十 26)- 接近 的 . 男 

注 4.3.8 ”应 该 对 于 此 命题 的 (a)~(c) 的 陈述 与 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 这 些 
相等 的 公理 进行 比较 . 把 “e- 接近 ”的 概念 想象 成 相等 的 概念 的 近似 的 替代 物 在 分 
析 学 中 常常 有 用 . 

现在 我 们 递归 地 定义 自然 数 次 肾 的 指数 运算 , 推广 前 面 在 定义 2.3.11 中 的 定 
义 . 

定义 4.3.9( 自 然 数 次 贤 的 指数 运算 )” 设 z 是 比例 数 . 为 把 xz 升 到 0 次 帘 ， 
我 们 定义 z0 := 1. 现在 归纳 地 假定 z? 已 对 于 某 自然 数 ”定义 好 , 那么 我 们 定义 
Tt1 .~ Zn X 7Z. 
命题 4.3.10( 指 数 运算 的 性 质 I) 设 z,y 是 比例 数 , 并 设 n,m 是 自然 数 . 
(a) 我 们 有 zmzm = zm (2m)mm 一 Znm 以 及 (ZY)" = zy 
(b) 我 们 有 zn” =0 one r=0 
(c) 如 果 Z>2 二 0, 那么 > 0, 如 果 Z>U>>0 而 且 m > 0, 那么 
rz™>y">0. 

(d) 我 们 有 |z"| = |z|". 

证 明 ”见习 题 4.3.3. 加 

现在 定义 负 整 数 指数 的 指数 运算 . 

定义 ST 设 z 是 一 个 非 零 的 比例 数 . 那么 对 于 
任何 负 整 数 -m, 我 们 定义 z-" := 去 

于 是 作为 例子 , rz = 过 == 

我 们 现在 已 经 对 于 任意 的 整数 nN, "不管 n 是 正 的 、 负 的 还 是 零 , 定义 了 zx". 指 
数 为 整数 的 指数 运算 具有 下 述 性 质 ( 它 包 含 命题 4.3.10): 

命题 4.3.12( 指 数 运算 的 性 质 IT) 设 z,y 是 不 为 零 的 比例 数 , 并 设 n,m 是 整 
数 . 
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(a) 我 们 有 Znzm = zm (7z7)mT = zm 以 及 (ZUV) = Tm3. 

(b) 如 果 z > >0, 那么 n 当 是 正 数 时 ZY" > 名 >0, 而 当 n 是 负数 时 
0 < Zn <y". 

(c) 如 果 zy > 0,n 关 0 并且 zx"=y", 那么 X=Y. 

(qd) 我 们 有 |z"| = |z|". 

证 明 ”见习 题 4.3.4. 加 


习 题 4.3 


4.3.1 ”证 明 命题 4.3.3. (提示: 即使 所 有 的 结论 都 可 以 分 z 是 正 的 、 负 的 或 零 这 些 情形 来 证 ， 
命题 的 许多 部 分 依然 不 必 如 此 元 烦 地 分 情形 来 证 . 例如 , 可 以 使 用 命题 的 已 证 明 部 分 来 
证 后 面 的 部 分 .) 

4.3.2 ”证 明 命 题 4.3.7 中 剩 下 的 结论 . 

4.3.3 ”证 明 命题 4.3.10. (提示 : 用 归纳 法 .) 

4.3.4 ”证 明 命题 4.3.12. (提示 : 这 里 归纳 法 不 合适 , 代 之 使 用 命题 4.3.10.) 

4.3.5 ”证 明 对 于 任何 正 整 数 N, 都 有 2X > N. (提示 : 用 归纳 法 .) 


84.4 ”比例 数 中 的 空隙 


想象 我 们 把 比例 数 安排 在 一 条 直线 上 , 当 z > y 时 z 被 安排 在 y 的 右边 . (这 是 
一 个 不 严格 的 安排 , 因为 我 们 还 不 曾 定 义 直 线 的 概念 , 但 是 这 个 讨论 只 是 为 了 启发 
下 面 的 比较 严格 的 命题 .) 整数 也 在 有 理 数 中 , 于 是 , 它们 也 被 安排 在 了 直线 上 . 现 
在 我 们 考察 比例 数 关于 整数 是 怎样 排 置 的 . 

命题 4.4.1( 整 数 被 比例 数 间隔 开 ) ” 设 z 是 比例 数 . 那么 存在 一 个 整数 n, 使 
得 nT<nt+l. 事实 上 , 这 个 整数 是 唯一 的 ( 即 , 对 于 每 个 z, 仅 存 在 一 个 n 使 得 
nzr<n+t+1). 特别 地 , 存在 一 个 自然 数 N, 使 得 NN > z ( 即 , 一 个 比例 数 比 一 切 自 
然 数 都 大 这 样 的 事 是 不 可 能 发 生 的 ). 

注 4.4.2 使 ng<z<n+t1 的 整数 nn 有 时 也 叫 作 x 的 整 部 并 记 作 n= [z]. 

证 明 ”见习 题 4.4.1. 图 

还 有 , 在 每 两 个 比例 数 之 间 , 至 少 存在 一 个 另外 的 比例 数 : 

命题 4.4.3( 比 例 数 被 比例 数 间隔 开 ) ”如 果 z 和 是 两 个 比例 数 , 满足 x < y， 
那么 存在 第 三 个 比例 数 z 使 得 T<z<y. 

证 明 令 z:= 于 :. 由 于 zx <y, 并 且 雪 = 1//2 是 正 的 , 从 命题 4.2.9 得 于 < 世 . 
如 果 把 # 加 到 两 边 , 使 用 命题 4.2.9, 就 得 到 
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即 > < y. 如 果 取 代 # 而 把 四 加 到 两 边 , 就 得 到 


I Tr Tr 
人 
即 xz < zx. 于 是 x < z < 四 就 是 所 要 证 的 . 加 

尽管 比例 数 具 有 这 种 稠密 性 , 它们 依然 是 不 完全 的 ; 在 有 理 数 之 间 依 然 存 在 无 
限 多 个 “空隙 ”或 “ 洞 ", 虽然 这 种 稠密 性 保证 在 一 定 意 义 上 这 些 洞 是 无 限 小 的 . 作 
为 例子 , 我 们 现在 来 证 明 比 例 数 中 不 含有 2 的 平方 根 . 

命题 4.4.4 ”不 存在 比例 数 z 使 得 z2 = 2. 

证 明 ”我 们 只 给 出 一 个 证 明 的 梗概 , 细节 将 在 习题 4.4.3 中 弥补 . 假设 有 一 个 
比例 数 z, 使 得 z? = 2.，z 明显 地 不 是 零 . 可 以 假定 xz 是 正 的 , 因为 如 果 z 是 负 
的 , 那么 就 可 以 用 -z 来 取代 z (因为 xz? = (-z)2). 于 是 对 于 某 两 个 正 整 数 p,q， 
z 二 8, 从 而 (2)? = 2, 我 们 可 把 它 重 写 为 p? = 292. 

把 一 个 自然 数 p 叫 作 偶 的 , 如 果 p = 2k 对 于 某 自然 数 成 立 ; 把 它 叫 作 奇 的 ， 
如 果 p = 2k 十 1 对 于 某 自 然 数 成立 . 每 个 自然 数 或 者 是 偶 的 , 或 者 是 奇 的 , 但 不 
可 二 者 兼 得 (为 什么 ?). 如 果 p 是 奇 的 , 那么 p? 也 是 奇 的 (为 什么 ?), 这 与 p? = 2g? 
矛盾. 于 是 p 是 偶 的 , 即 p = 2k 对 于 某 自然 数 上 成 立 . 由 于 p 是 正 的 ,k 必 也 是 正 
的 . 把 p= 2k 代入 p? = 292 我 们 得 到 4k? = 2qg?, 于 是 92 = 2k?. 

总 起 来 说 , 我 们 从 一 个 满足 p? = 2g? 的 正 整数 对 (p,q) 出 发 , 得 到 一 个 正 整数 
对 (gq,k), 它 满足 q? = 2k?. 由 于 p? = 29>, 我 们 有 gq < p( 为 什么 ?). 如 果 重 写 p' := gq 
和 9' := k, 那么 我 们 就 从 满足 方程 zz = 242 的 一 个 解 (p,q) 过 渡 到 同一 方程 的 一 
个 新 的 解 (p',q'). 这 个 新 的 解 的 的 值 更 小 . 再 三 地 不 断 重复 这 个 步骤 ,并 得 到 同一 
方程 的 一 系列 解 (p”,g”)，(p”,q"), 等 等 . 这 些 解 的 每 一 个 的 p 的 值 都 比 前 一 个 小 ， 
并 且 每 个 解 都 由 正 整 数组 成 . 但 这 与 无 限 减 小 原理 相 矛 盾 (见习 题 4.4.2). 
盾 表 明 我 们 不 能 有 一 个 比例 数 xz 使 得 z? = 2. 

另 一 方面 , 我 们 可 以 得 到 任意 接近 2 的 平方 根 的 比例 数 . 

命题 4.4.5 ”对 于 每 个 比例 数 s > 0, 都 存在 一 个 非 负 的 比例 数 z, 使 得 z2 < 
2 < (z+e)?. 

证 明 设 s>0 是 比例 数 . 假设 不 存在 非 负 的 比例 数 z 满足 zz < 2 < (z+e)?. 
这 表明 , 只 要 z 不 是 负 的 并 且 z2 < 2, 我 们 必定 也 有 (z + e)2 < 2 (注意 根据 命题 
4.4.4，(Z 十 2)? 不 会 等 于 2). 由 于 02 < 2, 必 有 ce? < 2, 由 它 又 推出 (2e)? < 2, 并 且 
一 个 简单 的 归纳 法 表明 , 对 于 每 个 自然 数 n, 都 成 立 (ne)? < 2. (注意 , 对 于 每 个 自 
然 数 n，ne 都 不 是 负 的 一 一 为 什么 ?) 但 是 , 根据 命题 4.4.1, 我 们 可 以 找到 一 个 整 
数 ”使 得 n > 2, 它 列 含 着 ne > 2, 进而 蕴含 (ne)? > 4 > 2, 这 与 对 于 一 切 自 然 数 
n 都 有 (ne)? < 2 的 断言 相 了 矛盾 . 这 个 矛盾 完成 了 证 明 . 回 


74 第 4 章 整数 和 比例 数 


例 4.4.6 如果?e = 0.001, 我 们 可 以 取 z = 1.414, 因为 zx? = 1.999 396 并 且 
(z+ e)? = 2.002 225. 

命题 4.4.5 表明 , 即 然 比例 数 集 并 不 确实 含有 这 个 数 , 我 们 可 以 任意 地 接近 . 作 
为 例子 , 比例 数 序列 


1.4, 1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,.…. 
就 像 是 越 来 越 接近 的 , 因为 它们 的 平方 是 
1.96，1.988 1, 1.993 96, 1.999 961 64, 1.999 989 924 1,... 


于 是 , 好 像 我 们 可 以 用 比例 数 的 “极限 ”来 造 出 2 的 一 个 平方 根 . 这 就 是 我 们 将 在 
下 一 章 构造 实数 的 思想 . (也 有 另 一 种 方式 , 即使 用 所 谓 “Dedekind 分 割 ” 的 方式 来 
构造 实数 , 我 们 不 做 此 事 . 也 可 以 用 无 限 十 进 制 展开 来 做 , 但 是 那样 做 有 些 腻 牌 的 
事情 会 发 生 , 例如 必须 让 0.999.… 等 于 1.000.…, 而 且 这 个 办 法 , 尽管 是 最 熟悉 的 ， 
实际 上 比 别 的 途径 更 复杂 ; 见 附录 B.) 


习 题 4.4 


4.4.1 ”证 明 命题 4.4.1. (提示 : 用 命题 2.3.9.) 
4.4.2 ”定义 : 一 个 序列 ao, a1, az,… (可 以 是 自然 数 序列 、 整 数 序列 、 比 例 数 序列 或 实数 序列 ) 
叫 作 是 无 限 减 小 的 , 如 果 对 于 每 个 自然 数 n 都 有 an > anti( 即 ao > al > az > …). 
(a) 证 明 无 限 减 小 原理 : 不 可 能 有 无 限 减 小 的 自然 数 序列 . (提示 : 假设 不 然 , 那么 可 以 
找到 一 个 自然 数 序列 ao, ai, az,… 是 无 限 减 小 的 . 由 于 每 个 an 都 是 自然 数 , 就 
知道 对 于 一 切 n，an > 0. 那么 使 用 归纳 法 来 证 明 事实 上 对 于 一 切 k € N 和 一 切 
n EN 必 有 an > k, 从 而 得 到 矛盾 .) 
(b) 如 果 序 列 ao, al, az,… 允许 取 整 数值 代替 自然 数值 , 无 限 减 小 原理 还 有 效 吗 ? 如 
果 人 允许 取 正 的 比例 数 代 替 自 然 数 , 情况 又 会 如 何 ? 请 解释 . 
4.4.3 “” 补 上 命题 4.4.4 的 证 明 的 细节 . 


@ 我 们 使 用 十 进 制 来 定义 有 限 小 数 , 例如 1.414 定义 为 等 于 比例 数 十 8. 我 们 把 对 于 十 进 制 系统 的 正 
式 讨论 放 在 附录 B 中 ， 
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复习 一 下 我 们 至 今 所 得 的 成 果 . 我 们 已 严格 地 构造 了 三 个 基本 的 数 系 : 自然 数 
系 NN、 整数 系 ZH 和 比例 数 系 Q2 我 们 用 5 个 Peano 公理 来 定义 自然 数 , 并 假定 这 
样 的 一 个 数 系 存在 ; 这 是 合情合理 的 , 因为 自然 数 对 应 着 非常 直观 和 基本 的 顺序 清 
点 的 观念 . 使 用 这 个 数 系 就 能 递归 地 定义 加 法 与 乘法 , 并 验证 它们 遵从 通常 的 代数 
算 律 . 然后 我 们 通过 取 自 然 数 的 形式 的 ? 差 a 一 b 来 构造 整数 . 然后 再 通过 取 整 数 的 
形式 比例 ( 商 )a/ /5 来 构造 比例 数 , 当然 我 们 得 排除 用 零 去 除 , 以 保证 代数 算 律 的 成 
立 . (你 当然 也 可 以 设计 自己 的 数 系 , 可 能 包括 一 个 其 中 允许 以 零 去 除 的 数 系 ; 但 你 
必须 从 命题 4.2.4 的 域 公 理 中 放弃 一 个 或 多 个 , 那么 , 你 大 概 将 得 到 一 个 对 于 处 理 
现实 世界 的 问题 不 太 有 用 的 数 系 .) 

比例 数 系 已 然 足够 用 来 做 大 量 数学 事项 一 一 例如 只 要 你 知道 比例 数 的 话 , 高 
级 中 学 代数 的 大 部 分 事情 都 可 以 做 得 很 好 . 但 是 , 在 一 个 数学 的 基本 领域 几何 学 
(长 度 、 面积 的 研究 等 ) 中 , 比例 数 是 不 够 用 的 . 例如 , 一 个 两 直角 边 长 为 1 的 直角 三 
角形 给 出 一 个 长 的 斜 边 , 此 长 度 是 非 比 数 , 即 , 不 是 比例 数 ; 见 命题 4.4.4. 当 人 们 着 
手 处 理 几 何 学 的 一 个 子 领域 , 周知 的 三 角 学 (trigonometry) 时 , 当 人 们 看 到 如 r 或 
cos(1) 那样 的 事 时 , 事情 变 得 甚至 更 糟 , x 或 cos(1) 好 像 比 V2“ 更 ” 非 比 例 数 . (这 
些 数 叫 作 超越 数 , 但 进一步 讨论 此 题目 将 大 大 超出 本 书 的 范围 .) 于 是 , 为 了 有 一 个 
数 系 适 用 于 刻画 几何 学 一 一 甚或 简单 地 适用 于 测量 直线 上 的 长 度 一 一 人 们 需要 
用 实数 系 来 取代 比例 数 系 . 由 于 微 积分 学 也 紧密 联系 于 几何 学 一 一 考虑 切线 的 斜 
率 或 曲线 下 的 面积 微 积 分 学 也 需要 实数 系 才能 真正 发 挥 功能 . 

但 是 , 由 比例 数 来 严谨 地 构造 实数 的 方法 是 有 点 难 的 一 一 比 起 从 自然 数 过 渡 
到 整数 或 从 整数 过 渡 到 比例 数 , 需要 一 点 更 多 的 装备 . 在 那 两 个 构造 中 , 任务 是 引 
入 新 的 代数 运算 到 数 系 中 来 例如 , 可 以 从 自然 数 借助 于 引入 减法 来 得 到 整数 ， 
以 及 从 整数 借助 于 引入 除法 来 得 到 比例 数 . 但 是 , 从 比例 数 得 到 实数 , 乃 是 一 个 “高 
散 的 ”系统 过 渡 到 一 个 “连续 的 ”系统 , 它 要 求 引 入 有 些 不 同 的 概念 即 极限 的 
概念 . 极限 是 一 个 这 样 的 概念 , 从 某 种 意义 上 来 说 它 相当 直观 , 但 是 要 把 事情 严格 


QO 符号 N、Q@ 和 民 的 含义 分 别 为 “自然 的 (natural)”、“ 比 例 的 (quotient)” 以 及 “ 实 的 (real)”, 2Z 的 

含义 是 “Zahlen”, 德 文 的 数 . 还 有 一 个 复数 的 符号 C, 明显 意 指 “ 复 的 (complex)”. 

“形式 的 ” (formal) 意 指 事情 是 “具有:………… 形式 的 ”; 在 我 们 的 构建 之 初 , 表达 式 a 一 b 并 不 实际 指 
差 a 一 b, 因为 符号 “一 ”是 没有 实际 意义 的 . 它 只 具有 差 的 形式 . 之 后 , 我 们 定义 了 减法 , 并 验证 了 
形式 差 就 等 于 实际 差 ， 于 是 最 终 这 不 成 问题 ， 而 我 们 的 形式 差 的 符号 就 被 抛弃 了 .“ 形 式 的 ”一 词 
的 这 种 用 法 , 与 正式 的 论述 和 非 正式 的 论述 的 概念 中 的 “formal” 不 同 , 勿 混淆 . 
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地 说 清楚 却 是 相当 困难 的 . (甚至 像 Euler 和 Newton 这 样 的 大 数学 家 也 对 这 个 概 
念 感到 困难 , 直到 19 世纪 , 数学 家 如 Cauchy 和 Dedekind 才 弄 清楚 如 何 严 格 地 处 
理 极 限 概 念 .) 

在 84.4 中 我 们 曾 暴 露 了 比例 数 中 的 “空隙 ”, 现在 我 们 将 填补 这 些 空隙 , 方法 
是 使 用 极限 创造 实数 . 实数 系 最 终 与 比例 数 系 有 许多 相似 之 处 , 然而 将 具有 某 些 新 
的 运算 一 一 最 值得 一 提 的 是 上 确 界 运算 , 此 运算 可 用 来 定义 极限 , 从 而 可 用 来 定 
义 微 积分 中 需要 的 每 样 其 他 事物 . 

这 里 , 我 们 给 出 的 获得 作为 比例 序列 的 极限 的 实数 的 过 程 , 或 许 是 相当 复杂 的 . 
但 实际 上 , 它 是 一 个 非常 一 般 而 有 用 的 完备 化 一 个 度量 空间 的 方法 的 实例 ; 见习 题 
12.4.8. 
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我 们 的 实数 的 构造 将 依赖 于 Cauchy 序列 的 概念 . 在 正式 地 定义 这 个 概念 之 
前 , 让 我 们 先 来 定义 序列 的 概念 . 

定义 5.1.1( 序 列 ) ” 设 m 是 整数 ， 一 个 比例 数 的 序列 (a) 是 一 个 从 集 
合 {ne Z :n>zm} 到 Q 的 函数 , 即 一 个 映射 , 它 对 于 每 个 大 于 或 等 于 mm 的 整 
数 n 都 指定 一 个 比例 数 a,， 更 正式 地 说 , 一 个 比例 数 的 序列 (an)s2.，， 是 比例 数 
QUm; Qm+1; GQm+2,** 的 一 个 汇集 . 

例 5.1.2 序列 (n?)%%o 是 自然 数 0, 1, 4, 9,… 的 汇集 ; 序列 (3)e.。 是 自然 
数 3, 3, 3,… 的 汇集 . 这 些 序列 的 标号 是 从 0 开始 的 , 但 我 们 当然 可 以 让 序列 标号 
从 1 或 任何 其 他 数字 开始 ; 作为 例子 , 序列 (a,)>> 代表 序列 aa, a4, as,…, 于 是 
(n2)%, 是 自然 数 9, 16, 25,… 的 汇集 . 

我 们 要 把 实数 定义 为 比例 数 序列 的 极限 . 为 此 , 我 们 必须 区 分 哪些 比例 数 序列 
收敛 , 而 哪些 不 收敛 . 例如 , 序列 


1.4, 1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,... 
看 上 去 是 要 收敛 到 什么 东西 , 就 像 
0.1, 0.01, 0.001, 0.000 1,... 


那样 . 而 另 一 些 序列 , 如 

1, 2, 4, 8, 16,... 
或 

1, 0, 1, 0, 1,... 
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就 不 像 是 要 收敛 到 什么 的 . 为 做 此 事 , 我 们 使 用 早先 定义 的 e- 接近 性 的 定义 . 从 定 
义 4.3.4 回忆 到 , 两 个 比例 数 z,y 是 e- 接近 的 , 如 果 d(x,y) = |z 一 yl <. 

定义 5.1.3(e- 稳定 性 )” 设 。> 0. 一 个 序列 (a,)?2o 叫 作 是 e- 稳定 的 , 当 且 
仅 当 序列 元 素 的 每 一 对 oj, ak 都 是 e- 接近 的 . 换 旬 话说 , 序列 ao, al a2,… 是 e- 
稳定 的 当 且 仅 当 对 于 一 切 j,k,，d(a;,ak) < <. 

注 5.1.4 ”这 个 定义 不 是 文献 中 的 标准 定义 , 在 本 节 之 外 我 们 将 不 再 需要 它 ; 
类 似 地 , 对 于 下 面 的 “终极 e- 稳定 ”的 概念 也 是 如 此 . 我 们 对 于 标号 从 零 开 始 的 序 
列 定义 了 s- 稳定 性 , 然而 很 清楚 , 我 们 可 以 对 于 标号 从 任何 其 他 数字 开始 的 序列 
作出 类 似 的 概念 : 一 个 序列 an, an+1,… 是 e- 稳定 的 , 如 果 对 于 一 切 j,k > N， 
d(aj, ak) < &. 

例 5.1.5 序列 

1, 0, 1, 0,..- 


是 1- 稳定 的 , 但 不 是 所 稳定 的 . 序列 
0.1, 0.01, 0.001, 0.000 1,.… 
是 0.1- 稳定 的 , 但 不 是 0.01- 稳定 的 (为 什么 ?). 序列 
1, 2, 4, 8, 16,…. 
对 于 任何 s > 0 都 不 是 e- 稳定 的 (为 什么 ?). 序列 
"人 


对 于 任何 > 0 都 是 s- 稳定 的 . 
序列 的 se 稳定 性 的 概念 是 简单 的 , 但 并 没有 真正 捕捉 到 一 个 序列 的 极限 性 状 ， 
因为 它 对 序列 的 开头 的 那些 数字 太 敏 感 了 . 例如 , 序列 


10, 0, 0, 0,..: 


是 10- 稳定 的 , 但 对 于 任何 更 小 的 s 的 值 都 不 是 e- 稳定 的 , 尽管 这 个 序列 几乎 是 立 
刻 就 收敛 到 了 零 . 所 以 我 们 需要 一 个 更 强 的 稳定 性 的 概念 , 它 不 在 乎 序列 开头 的 那 

定义 5.1.6( 终 极 e- 稳定 性 ) ” 设 s > 0, 一 个 序列 (an)sa_。 叫 作 是 终极 e- 稳 
定 的 ， 当 且 仅 当 对 于 某 N > 0, 序列 an, an+1,… 是 e- 稳定 的 换 名 话说 , 序 
列 ao, al az.…… 是 终极 e- 稳定 的 , 当 且 仅 当 存 在 N > 0 使 得 对 于 一 切 j,k > N， 


d(aj, ak) < &. 
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例 5.1.7 由 on := + 定义 的 序列 a1, az as,…( 即 1 二 所 …) 不 是 0.1- 稳 
定 的 , 但 却 是 终极 0.1- 稳定 的 ; 因为 序列 a10, all, a12,…( 即 而 , 十 , 十 ,'… ) 是 0.1- 
稳定 的 . 对 于 任何 小 于 10 的 a, 序列 10, 0, 0, 0,.… 都 不 是 e- 稳定 的 ; 但 对 于 每 个 
e > 0, 它 都 是 终极 e- 稳定 的 (为 什么 ?). 

现在 我 们 终于 可 以 定义 一 个 正确 的 概念 , 它 说 明了 “要 想 让 ”一 个 比例 数 序列 
收敛 究竟 指 的 是 什么 . 

定义 5.1.8(Cauchy 序列 ) ”一 个 比例 数 序列 (an)?e_o 叫 作 是 Cauchy 序列 , 当 
且 仅 当 对 于 每 个 比例 数 = > 0, 它 都 是 终极 s- 稳定 的 . 换 句 话说 , 序列 ao0, al, az,…. 
是 Cauchy 序列 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 es > 0, 存在 N > 0 使 得 对 于 一 切 j,k > N， 
d(aj,ak) < <. 

注 5.1.9 ”眼下 , 参数 s 限于 取 正 的 比例 数 ; 我 们 不 能 取 为 任意 的 正 实数 , 因 
为 实数 尚且 没有 构 作 出 来 . 然而 , 一 旦 构造 了 实数 , 我 们 将 看 到 , 上 面 的 定义 中 , 当 
让 es 是 实数 而 代替 比例 数 时 , 不 会 发 生 改变 (命题 6.4.1). 换 名 话说 , 我 们 最 终 将 证 
明 , 一 个 序列 对 于 每 个 比例 数 。 > 0 是 终极 e- 稳定 的 , 当 且 仅 当 它 对 于 每 个 实数 
e > 0 是 终极 =- 稳定 的 ; 见 命题 6.1.4. 这 个 在 比例 数 = 与 实数 < 之 间 的 微妙 区 别 ， 
在 整个 过 程 中 并 不 是 很 重要 的 , 建议 读者 别 太 在 意 数 = 是 什么 类 型 的 . 

例 5.1.10( 非 正式 的 ) ”考虑 早 前 提 到 过 的 序列 


1.4, 1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,…. 
这 个 序列 已 是 1- 稳定 的 . 如 果 去 掉 第 一 项 1.4, 那么 剩 下 的 序列 
1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,... 


则 是 0.1- 稳定 的 , 这 表明 初始 的 序列 是 终极 0.1- 稳定 的 . 去 掉 下 一 项 1.41 就 给 出 
0.01- 稳定 的 序列 
1.414, 1.414 2, 1.414 21,... 


于 是 , 初始 的 序列 是 0.01- 稳定 的 . 

依 此 类 推 , 好 像 有 理由 认定 此 序列 对 于 每 个 s > 0 都 是 终极 e- 稳定 的 , 这 就 表 
明 这 个 序列 是 Cauchy 列 . 但 这 个 讨论 是 不 严格 的 . 有 几 条 缘由 . 例如 , 其 中 之 一 就 
是 , 我 们 并 没有 精确 地 定义 序列 1.4 1.41，1.414，1.414 2,…… 真正 是 什么 . 下 面 是 
一 个 严格 处 理 的 例子 . 

命题 5.1.11 由 an := 并 定义 的 序列 al az, a3,…( 即 1， 二 3， …) 是 Cauchy 
序列 . 

证 明 ”我 们 必须 验证 对 于 每 个 。 > 0, 序列 al, az, a3,…. 是 终极 e- 稳定 的 . 
设 e >0 是 任意 的 正 数 . 我 们 现在 要 找 一 个 数 N > 1, 使 得 序列 an, an+1,… 是 e- 
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稳定 的 . 让 我 们 看 看 这 是 什么 意思 . 这 意味 着 , 对 于 每 个 j,k > N,，d(aj,ak) 和 <, 即 
对 每 个 jk 之 NN， 上- 让 << 


现 由 于 j,k > NN, 我 们 知道 0 < 】 < 


2 


, 于 是 


和 

N 
3 _ | pe 

大 | ~ N 
所 以 , 要 使 |3 一 尖 | 小 于 或 等 于 ,只 要 让 方 小 于 e 就 足够 了 . 于 是 , 我 们 要 做 的 只 
是 选 一 个 N 使 得 太 小 于 s, 或 换 句 话 说 , 使 N 大 于 +. 但 根据 命题 4.4.1 这 是 可 
以 实现 的 . [a 

如 我 们 所 见 ， 由 最 初等 的 一 些 原理 (就 是 说 不 使 用 任何 关于 极限 的 技巧 之 类 ) 
来 验证 一 个 序列 是 Cauchy 序列 , 是 要 花 些 力气 的 , 即使 对 于 1 这 样 的 简单 的 序列 
也 是 如 此 . 选择 N 那 一 部 分 对 于 初学 者 可 能 尤其 困难 必须 反 着 想 , 找 出 N 
满足 何 种 条 件 才 足以 迫使 序列 aow, an+1, an+2,… 是 e- 稳定 的 , 然后 找 出 一 个 满 
足 这 些 条 件 的 N. 往 后 我 们 将 建立 一 些 极限 法 则 , 使 我 们 能 更 容易 地 确定 一 个 序列 
何 时 是 Cauchy 序列 . 

我 们 现在 建立 Cauchy 序列 这 一 概念 与 另 一 个 基本 概念 , 即 有 界 序列 概念 之 间 
的 联系 . 

定义 5.1.12( 有 界 序列 ) ” 设 M >0 是 比例 数 . 一 个 有 限 的 序列 a1,… ,an 是 
以 M 为 界 的 当 且 仅 当 对 于 一 切 1 < i < n，|ai| < M. 一 个 无 限 序 列 (au)se.; 是 
以 MM 为 界 的, 当 且 仅 当 对 于 一 切 i > 1，|ai| < M. 一 个 序列 叫 作 是 有 界 的 , 当 且 
仅 当 对 于 某 个 比例 数 M > 0 它 是 以 M 为 界 的 . 

例 5.1.13 ”有限 序 列 1, -2, 3, -4 是 有 界 的 ( 它 以 4 为 界 )， 但 是 无 限 序列 
1, 一 2, 3, 一 4, 5, 一 6,.… 不 是 有 界 的 . (你 能 证 明 吗 ? 使 用 命题 4.4.1.) 序列 1， -1， 
1， 一 J]1，1， 一 1,… 是 有 界 的 (例如 , 以 1 为 界 ), 但 不 是 Cauchy 序列 . 

引 理 5.1.14( 有 限 序 列 是 有 界 的 ) ”每 个 有 限 序 列 al, a2,… ,an 都 是 有 界 的 . 

证 明 ”通过 对 n 进行 归纳 来 证 明 此 事 . 当 n = 1 时 , 序列 al 显然 有 界 , 因为 取 
M := |ail, 则 显然 有 |ai| < M 对 于 一 切 1 < i < n 成 立 . 现 假定 已 对 某 n > 1 证 实 
了 引 理 的 结论 , 我 们 现在 对 n+1 来 进行 证 明 , 即 证 明 每 个 序列 al a2,… ,an;,an+l 
都 是 有 界 的 . 根据 归纳 假定 , 我 们 知道 ol a2,… ,an 以 某 M > 0 为 界 , 从 而 它 必 以 
M+ lan+1| 为 界 . 另 一 方面 ， Qmn 十 1 也 以 M 十 lan+i| 为 界 . 于 是 Q1，Q2;…… ;Qn, Qn+l 
以 M + |an+i| 为 界 , 从 而 有 界 . 这 就 完成 了 归纳 法 . 田 

注意 , 虽然 这 个 论证 表明 , 每 个 有 限 序列 都 是 有 界 的 , 不 管 这 个 序列 有 多 长 . 但 
它 对 无 限 序列 是 有 界 的 还 是 无 界 (无 界 指 “ 不 是 有 界 ”) 的 , 可 什么 也 没 说 ; 无 限 
(infinity) 不 是 自然 数 . 但 我 们 有 
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引 理 5.1.15(Cauchy 序列 是 有 界 的 ) ”每 个 Cauchy 序列 (an)?21 都 是 有 界 的 . 
证 明 ”见习 题 5.1.1. 图 


习 题 5.1 


5.1.1 ”证 明 引 理 5.1.15. (提示 : 使 用 {an} 是 终极 1- 稳定 的 这 一 事实 , 从 而 可 分 成 一 个 有 限 
序列 和 一 个 1- 稳定 序列 两 部 分 . 然后 使 用 引 理 5.1.14 于 有 限 的 部 分 . 注意 , 此 处 用 到 
的 数字 1 没有 任何 特别 的 意思 , 每 个 其 他 的 正 数 也 足够 用 .) 


85.2 ”等 价 的 Cauchy 序列 
考虑 比例 数 的 两 个 序列 : 
1.4, 1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,.…. 


以 及 
1.5, 1.42, 1.415, 1.414 3, 1.414 22,... 

不 正式 地 说 , 这 两 个 序列 好 像 收敛 到 同一 个 数 , 平方 根 V2 = 1.414 21… (虽然 这 个 
说 法 还 不 是 严格 的 , 因为 我 们 还 不 曾 定义 实数 )， 如 果 要 从 比例 数 来 把 实数 定义 为 
Cauchy 序列 的 极限 , 我 们 就 必须 知道 何 时 比例 数 的 两 个 Cauchy 序列 给 出 同一 个 
极限 , 而 并 不 先 定义 实数 (因为 那 将 导致 循环 论证 ). 为 了 这 个 目的 , 我 们 使 用 类 似 
于 开始 时 用 来 定义 Cauchy 序列 所 使 用 的 那 一 堆 定 义 . 

定义 5.2.1(e- 接近 序列 ) ” 设 (an)%21 和 (bn)%21 是 两 个 序列 , 并 设 s > 0. 我 
们 说 序列 (an)se, 是 e- 接近 于 (5b,)% | 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 ne N，an 是 e- 接近 
于 b, 的 . 换 句 话说 , 序列 ao, ai, a2,… 是 e- 接近 于 序列 bo， b1, b2,:…. 当 且 仅 当 


对 于 一 切 n = 0,1,2,….， lan — bn| < <. 
例 5.2.2 ”两 序列 
1, =1; 1, =1, 1, 
和 
1.1, —1.1, 1.1, —1.1, 1.1,.:.: 


是 彼此 0.1- 接近 的 . (注意 它们 两 者 都 不 是 0.1- 稳定 的 .) 
定义 5.2.3( 终 极 e- 接近 序列 ) ” 设 (an)%] 和 (bn)%2 是 两 个 序列 , 并 设 s > 0. 
我 们 说 序列 (an)?e.; 是 终极 e- 接近 于 (加 )se.; 的 , 当 且 仅 当 存 在 N > 0 使 得 序 
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列 (as)se_w 和 (b,)%_wy 是 e- 接近 的 . 换 句 话说 , ao, a1, az,… 是 终极 =- 接近 于 
bo, b1, bo,… 的 当 且 仅 当 存在 N > 0 使 得 对 于 一 切 n > N, lan 一 bn| 乏 <. 
注 5.2.4 ”再 次 说 明 , e- 接近 序列 及 终极 e- 接近 序列 的 概念 不 是 文献 中 的 标 
准 概念 , 而 且 在 本 节 之 外 我 们 不 再 使 用 它们 . 
例 5.2.5 序列 
1.1, 1.01, 1.001, 1.000 1 


和 
0.9, 0.99, 0.999, 0.999 9,…… 


不 是 0.1- 接近 的 (因为 两 序列 的 第 一 项 不 是 相互 0.1- 接近 的 ). 但 是 它们 是 终极 0.1- 
接近 的 , 因为 我 们 只 要 从 它们 的 第 二 项 开始 继续 往 下 , 它们 就 是 0.1- 接近 的 . 类 似 
的 论述 表明 , 这 两 个 序列 是 终极 0.01- 接近 的 (从 第 三 项 开始 继续 往 下 ), 依 此 类 推 . 

定义 5.2.6( 等 价 的 序列 ) ”两 个 序列 (an)%， 和 (65%)%>， 是 等 价 的 当 且 仅 当 
对 于 每 个 比例 数 。 > 0, 它们 都 是 终极 se- 接近 的 . 换 名 话说 ，ao, al, a2,… 和 
bo, b1, b2,… 是 等 价 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 比例 数 。 > 0, 存在 一 个 N > 0 使 得 
lan 一 bn| 和 < 对 于 一 切 n > 成 立 . 

注 5.2.7 ”如 同 定 义 5.1.8 一 样 , 量 s > 0 暂且 限于 取 正 的 比例 数 , 而 不 是 正 的 
实数 . 但 是 , 我 们 最 终 会 看 到 , e > 0 在 正比 例 数 范围 取 值 和 在 正 实数 范围 取 值 , 毫 
无 差别 ; 见习 题 6.1.10. 

从 定义 5.2.6 来 看 , 在 例 5.2.5 中 的 两 个 序列 好 像 是 等 价 的 . 我 们 现在 来 严格 地 
证 明 此 事 . 

命题 5.2.8 ” 设 (an)%21 和 (bn)%21 是 由 an=1+10-" 和 bn 二 1 一 10-" 定 
义 的 序列 . 那么 它们 是 等 价 的 . 

注 5.2.9 ”此 命题 在 十 进 制 之 下 , 断定 1.000… = 0.999…; 见 命题 B.2.3. 

证 明 ”我 们 必须 证 明 对 于 每 个 s > 0, 两 序列 (an)%2>， 和 (加 )s2_; 都 是 彼此 终 
极 e- 接近 的 . 于 是 , 我 们 固定 一 个 s > 0. 我 们 需要 找 一 个 N > 0, 使 得 (au)se， 和 
(bn)%2 1 是 e- 接近 的 ; 换 旬 话说 , 我 们 需要 找 一 个 N > 0, 使 得 


对 于 一 切 m 过 AN |an 一 pn| <E. 
然而 , 我 们 有 
lo —bn| = |(1+10-") — (1— 10-")|=2x10-". 


由 于 10-" 是 nn 的 严格 递减 函数 ( 即 , 只 要 m > n, 就 有 10-” < 10-~", 此 事 易 用 归 
纳 法 证 明 ), 而 且 n> N, 我 们 有 2 x 10-* < 2 x 10-v. 于 是 有 


对 于 一 切 n > N，lan 一 bn| < 2 x 10-8N. 
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那么 , 要 想得到 对 于 一 切 n> N, |an 一 bn| < a, 选择 N 使 得 2 x 10-N < e 就 够 了 . 
此 事 容易 用 对 数 来 实现 , 但 是 我 们 还 不 曾 定 义 对 数 , 所 以 我 们 将 使 用 一 个 原始 的 方 
法 . 首先 , 注意 到 当 N > 1 时 , 10N 总 大 于 N( 见 习题 4.3.5). 于 是 10-N < 址 ,从 
而 2 x 10-N < 锡 . 那么 要 得 到 2 x 10-N < s, 只 要 选取 N 使 得 入 < 或 等 价 地 
N > 2 就 够 了 . 但 根据 命题 4.4.1, 总 能 找 得 到 这 样 的 N, 从 而 得 到 所 要 的 结论 ， 国 


习 题 5.2 


5.2.1 证明 , 如 果 (os) 和 ;和 (b) 吕 1 是 等 价 的 比例 数 序列 , 那么 (an)8 1 是 Cauchy 序列 当 
且 仅 当 (b)%: 是 Cauchy 序列 . 

5.2.2 设 s >0. 证 明 : 如 果 (an) 吕 1! 和 (bn) 吕 1 是 终极 e- 接近 的 , 那么 (an) 吕 1! 是 有 界 的 
当 且 仅 当 (bn)E1 是 有 界 的 . 


85.3 ”实数 的 构造 


我 们 现 已 作 好 了 构造 实数 的 准备 . 我 们 将 引入 一 个 新 的 形式 记号 LIM, 类 似 于 
早先 定义 的 形式 记号 一 和 //; 正如 记号 本 身 启示 的 , 它 将 最 终 与 熟悉 的 运算 lim 
相 匹 配 , 那 时 形式 的 极限 记号 就 可 以 抛弃 了 . 

定义 5.3.1( 实 数 )” 形 如 LIM_,ooan 的 对 象 叫 作 实数 , 其 中 (an)e_; 是 比例 数 
的 一 个 Cauchy 序列 . 两 个 实数 LIM, -an 和 LIM_,wobn 叫 作 是 相等 的 当 且 仅 当 
(an)s 和 (b%)?2 1 是 等 价 的 Cauchy 序列 . 全 体 实数 的 集合 记 作 R. 

例 5.3.2( 非 正式 的 ) ” 设 ol, az, aa,…… 代表 序列 


1.4, 1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,……. 
并 且 设 D1， bo, b3,°: 3 代表 序列 
1.5, 1.42, 1.415, 1.414 3, 1.:414 22,... 


那么 LIM。_,ooan 和 LIMn_,oobn 是 相同 的 实数 , 因为 (aw,)%， 和 (加 )se_; 是 等 价 的 
Cauchy 序列 : LIM,。 ,an = LIM，,。D 

我 们 将 把 LIM,,_,woan 叫 作 (an)se.; 的 形式 极限 . 后 面 我 们 将 定义 名 符 其 实 的 
极限 概念 , 并 且 证 明 一 个 Cauchy 序列 的 形式 极限 与 此 序列 的 极限 是 同一 物 ; 在 这 
之 后 我 们 就 不 再 需要 形式 极限 了 . (情况 极 像 我 们 对 于 形式 减法 “- ”以 及 形式 除 
法 “//” 所 做 之 事 .) 

为 了 保证 这 个 定义 成 立 , 我 们 需要 验证 , 在 定义 中 实数 相等 的 概念 遵从 相等 的 
三 条 定律 : 
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命题 5.3.3( 形 式 极 限 是 定义 成 功 的 ) ” 设 z = LIMn_ -an，2 = LIM -obn， 
z 二 LIMn_,oocn, 是 实数 . 那么 , 依 上 述 关于 实数 相等 的 定义 有 7 = Z. 还 有 , 如 果 
ZT 二 yy, 那么 y= 7X. 最 后 ,如果 X= 二 yy 并且 Y= 二 ,那么 X=. 

证 明 见习 题 5.3.1. 国 

根据 这 个 命题 , 我 们 知道 我 们 对 于 两 个 实数 相等 的 定义 是 合理 的 . 当然 , 当 定 
义 实数 的 其 他 运算 时 , 必须 验证 这 些 算 律 遵从 代入 公理 : 两 个 相等 的 实数 输入 经 过 
对 于 实数 的 同一 运算 , 必须 给 出 相等 的 输出 . 

现在 我 们 要 对 于 实数 定义 全 部 常用 的 算术 运算 , 比如 加 法 和 乘法 等 . 我 们 从 加 
法 开始 . 

定义 5.3.4( 实 数 的 加 法 )” 设 xz = LIM。 -an 以 及 Y = LIM,_,oobn 是 实数 . 
那么 定义 它们 的 和 zx +y 为 


T+y := LIM, ,oo (an + bn). 


例 5.3.5 y=LIMn_,oo(1 二 二) 与 y= LIM。 (2+3) 的 和 是 
4 
y= LIMn ,oo(3+ 5). 


我 们 来 验证 这 个 定义 是 成 功 的 . 我 们 要 做 的 第 一 件 事 是 , 肯定 两 个 实数 的 和 仍 
是 实数 : 

引 理 5.3.6(Cauchy 序列 的 和 是 Cauchy 序列 )” 设 z= 二 LIMn_,woan 以 及 Y= 
LIMn_oobn 是 实数 . 那么 Z 十 9 也 是 实数 ( 即 (an 十 加)221 是 比例 数 的 Cauchy 序 
列 ). 

证 明 ”我 们 要 证 明 , 对 于 每 个 es > 0, 序列 (an + 加 js 是 终极 e- 稳定 的 . 根 
据 假设 , 知 (an)?2.1 是 终极 e- 稳定 的 , 而 且 (5b%)%i 也 是 终极 e- 稳定 的 , 但 这 还 不 
完全 够 用 (这 可 用 于 推出 (a + bn)%21 是 终极 2e- 稳定 的 , 而 这 不 是 我 们 想 要 的 ). 
于 是 需要 对 s 的 值 搞 点 小 花样 . 

我 们 知道 对 于 每 个 正 的 5 的 值 , (a,)%i 都 是 终极 5- 稳定 的 . 这 表明 (a,)>% 
不 仅 是 终极 e- 稳定 的 , 同时 也 是 终极 5- 稳定 的 . 这 就 足够 产生 结论 , 说 (as 十 加 )?2 
是 终极 e- 稳定 的 . 

由 于 (an)?21 是 终极 5- 稳定 的 , 我 们 就 知道 存在 一 个 数 N > 1 使 得 (an)se_w 
是 5- 稳定 的 , 即 对 于 每 两 个 n,m > N，an 和 am 是 5- 接近 的 . 类 似 地 , 存在 一 个 
M > 1, 使 得 (bn)%2 wm 是 5- 稳定 的 , 即 对 于 每 两 个 n,m > M，b 和 bm 是 5- 接 
近 的 . 

令 max(N,M) 是 N 和 M 中 的 大 者 (从 命题 2.2.13 知道 两 者 之 一 必 大 于 或 等 
于 另 一 个 ). 如 果 n,m > max(N, M), 那么 我 们 知道 a, 和 am 是 5- 接近 的 , 且 如 和 
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bm 也 是 5- 接近 的 , 于 是 根据 命题 4.3.7 我 们 看 到 对 于 每 两 个 n,m > max(N, M)， 
an 十 bn 与 am 十 bm 是 e- 接近 的 . 这 列 含 着 序列 (as +b,)%| 是 终极 =- 稳定 的 . 这 
就 是 要 证 的 . 最 

另 一 件 需 要 验证 的 事 是 代入 公理 ( 见 A.7): 如 果 用 与 x 相等 的 另 一 实数 代替 
Zz, 不 应 改变 和 z + y( 且 类 似 地 用 与 y 相等 的 另 一 实数 代替 y 时 , 也 不 改变 z 十 切 . 

引 理 5.3.7( 等 价 的 Cauchy 序列 的 和 是 等 价 的 ) ” 设 z = LIM, ,wan，Y = 
LIMn_ oobn 以 及 2 = 二 LIMn_,ooa4 都 是 实数 . 若 了 2 =, 那么 有 zz+Vy 一 2 十 人 

证 明 ”由 于 xz 和 z' 是 相等 的 , 我 们 知道 (a,,)%>， 和 (oa')se_; 是 等 价 的 , 于 是 
换 句 话说, 对 于 每 个 。 > 0, 它们 都 是 终极 e- 接近 的 . 我 们 要 证 序列 (a + 加)ee ， 
与 (of 十 bn)%21 对 于 每 个 。 > 0 都 是 终极 e- 接近 的 . 但 我 们 已 经 知道 , 存在 一 个 
N > 1 使 得 (os)2w 和 (a’)%2y 是 e- 接近 的 , 即 对 于 每 个 n> N，an 和 o 都 
是 e- 接近 的 . 由 于 b,, 当然 是 0- 接近 于 b,, 的 , 于 是 从 命题 4.3.7 看 到 , 对 于 每 个 
nn 之 入 ，an 十 bn 与 4 十 bn 是 e- 接近 的 . 这 蕴含 对 于 每 个 es > 0，(an 十 bn)% 与 
(a 十 bn)%21 都 是 终极 e- 接近 的 , 我 们 搞定 . 国 

注 5.3.8 上述 引 理 验 证 了 在 z+y 中 对 变 元 z 的 代入 公理 , 而 对 变 元 y 的 代 
入 公理 可 类 似 地 证 明 . (一 个 快捷 的 方式 是 从 +y 的 定义 看 到 肯定 有 zy = y 十 z， 
因为 ou 十 如 一 加 十 an.) 

我 们 可 以 用 类 似 于 定义 实数 的 加 法 那样 的 方式 来 定义 实数 的 乘法 : 

定义 5.3.9( 实 数 的 乘法 )” 设 z= LIM,_,woan 和 yy = LIM,_,oobn 是 实数 . 那 
么 我 们 定义 乘积 zy 为 


Ty := LIM,_ ,woanbn. 


下 述 命 题 保证 此 定义 成 立 并 且 两 个 实数 的 乘积 仍 是 实数 : 
命题 5.3.10( 乘 法 是 定义 成 功 的 ) ” 设 z = LIM,_,woan，Y = LIM，,。b 以 及 
Z 二 LIMn_ -oah 都 是 实数 . 那么 ZW 也 是 实数 . 进而 , 如 果 工 二 x' 那么 zy = zx'y. 
证 明 见习 题 5.3.2. 国 
当然 , 我 们 可 以 证 明 当 y 用 与 它 相 等 的 实数 y 代替 时 的 类 似 的 代入 律 . 
现在 我 们 把 比例 数 嵌 入 到 实数 集合 中 ， 方 法 是 把 每 个 比例 数 g 等 同 于 实数 
LIM ood. 例如 , 如 果 al, az, a3,… 是 序列 


0.5，0.5，0.5…… ， 


那么 我 们 让 LIM，-,woan 等 于 0.5. 这 个 髓 入 与 我 们 关于 加 法 和 乘法 的 定义 是 相 容 
的 , 因为 对 任何 比例 数 和 5 有 


(LIM。 ,oa) + (LIM_。b = LIM ,oo (a + b), 
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(LIM。,-oa) x (LIMn_ ,00b) = LIM ,oo (ab), 


这 表明 , 当 人 们 要 把 两 个 比例 数 a 和 b 加 起 来 或 乘 起 来 时 , 把 这 些 数 看 成 比例 数 还 
是 看 成 实数 LIM,,_.ooa，LIM，_,oob 都 没关系 . 还 有 , 这 个 比例 数 与 实数 的 等 同 关系 
与 我 们 的 相等 的 定义 是 一 致 的 (习题 5.3.3). 

现在 我 们 可 以 容易 地 对 实数 z 定义 负 运 算 ~z, 公式 是 


_5 := (-1) x z, 
因为 -1 是 比例 数 , 从 而 是 实数 . 注意 这 显然 与 我 们 关于 比例 数 的 负 运 算是 相 容 的 ， 
因为 对 于 一 切 比例 数 g, 我 们 有 -4 = (-1) x q. 同时 , 从 我 们 的 定义 明显 地 有 
-LIM ,ooan = LIMn_,o0(—an) 
(为 什么 ?). 一 旦 我 们 有 了 加 运算 与 负 运 算 , 我 们 就 可 以 像 以 往 一 样 定义 减法 为 
T—Yy:=7+(-Y), 
并 注意 此 式 殖 含 
LIM_ coan — LIM ,oobn = LIMn (on — bn). 


我 们 现在 可 以 容易 地 证 明 , 实数 遵从 所 有 通常 的 代数 算 律 (或 许 除去 包含 除法 的 算 
律 , 我 们 将 很 快 谈 及 除法 ): 

命题 5.3.11 命题 4.1.6 中 的 全 部 代数 算 律 不 仅 对 于 整数 成 立 , 而且 对 于 实数 
也 同样 成 立 . 

证 明 “我 们 证 明 其 中 一 条 算 律 z(y 十 2) = zy 十 xz. 设 rz = LIM， -an，y = 
LIM%_,oobn 以 及 z = LIMn_,wocn 是 实数 . 那么 根据 定义 


Ty = LIMn,_ ,oo(anbn), 72z = LIM, ,oo (ancn). 
于 是 
TY + rz = LIM, ,oo(anbn 十 ancn). 
类 似 的 理由 表明 
Ty+2z) = LIM,_ ,ooan (bn + cn). 


但 我 们 已 知 , 对 于 比例 数 on, bn, cn 而 言 , anbn 十 ancn 等 于 an(bn 十 cn). 从 而 就 得 
到 所 要 的 结论 . 
其 他 代数 算 律 可 类 似 地 证 明 . 图 


86 第 5 章 实 数 


我 们 要 定义 的 最 后 一 个 基本 算术 运算 是 倒数 (reciprocation) 运算 : z 一 z-!. 此 
运算 是 稍 有 奥妙 的 . 对 于 如 何 定义 此 运算 首先 一 个 显然 的 猜想 是 定义 


(LIM,_ ,ooan)—! :三 LIM, ,ooa7!, 
但 这 样 做 会 有 点 问题 . 例如 , 令 a1, az, a3,… 是 Cauchy 序列 
0.1, 0.01, 0.001, 0.000 1, …: 


以 及 z := LIM on。 那么， 按 这 个 定义 , z-! 应 是 = := LIM。 bn， 其 中 
bi, bo2， b3，…: 是 序列 
10, 100, 1 000, 10 000,.…- 


但 这 不 是 Cauchy 序列 ( 它 甚至 不 是 有 界 的 ). 当然 , 这 里 问题 是 我 们 原来 的 Cauchy 
序列 (an)% 1 是 等 价 于 零 序 列 (0)>%2 1 的 (为 什么 ?), 从 而 我 们 的 实数 x 事实 上 等 于 
0. 所 以 我 们 应 该 只 允许 倒数 运算 当 x 不 是 零 时 方 能 施行 . 
然而 , 即使 限制 于 非 零 实数 , 还 是 有 点 问题 , 因为 一 个 非 零 实 数 可 能 是 一 个 含 
有 和 零 元素 (项 ) 的 Cauchy 序列 的 形式 极限 . 作为 例子 , 数 1 是 比例 数 从 而 是 实数 ， 
它 是 Cauchy 序列 
0, 0.9, 0.99, 0.999, 0.999 9,…， 


的 形式 极限 1 = LIM,_ -an, 但 使 用 我 们 关于 倒数 的 朴素 的 定义 , 我 们 就 没 法 把 1 
倒 过 来 , 因为 我 们 没 法 把 此 Cauchy 序列 的 第 一 个 元 素 0 倒 过 来 ! 

为 了 避免 这 些 问题 , 必须 保持 我 们 的 Cauchy 序列 离开 零 . 为 此 我 们 首先 需要 
一 个 定义 . 

定义 5.3.12( 限 制 离开 零 的 序列 ) ”一 个 比例 数 的 序列 (an)se_; 种 作 是 限制 离 
开 零 的 , 当 且 仅 当 存 在 一 个 正 的 比例 数 c > 0, 使 得 对 于 一 切 n>1，lan| > c. 

例 5.3.13 序列 1, 一 1,1, 一 1,1, 一 1,… 是 限制 离开 零 的 (所 有 的 项 的 绝对 值 都 
至 少 是 1). 但 序列 0.1, 0.01, 0.001,… 不 是 限制 离开 零 的 , 而 0, 0.9, 0.99, 0.999,……… 
也 不 是 限制 离开 零 的 . 序列 10, 100, 1 000,…… 是 限制 离开 零 的 , 但 不 是 有 界 的 . 

我 们 现在 证 明 每 个 非 零 实数 都 是 一 个 限制 离开 零 的 Cauchy 序列 的 形式 极限 : 

引 理 5.3.14 设 z 是 不 为 零 的 实数 . 那么 存在 一 个 限制 离开 零 的 Cauchy 序 
列 (an)se_i, 使 得 z = LIM。 ,an。 

证 明 ”由 于 zx 是 实数 , 我 们 知道 , 对 于 某 Cauchy 序列 (iu)se_i，z = LIM ,obn. 
但 我 们 尚未 搞定 , 因为 不 知道 (b,)% 是 否 限 制 离开 零 . 另 一 方面 , 我 们 知道 x 六 
0 = LIM_-o0, 这 意味 着 序列 (bu)22.: 不 等 价 于 (0)%21. 于 是 序列 (bu)ee_; 不 能 对 
于 每 个 = > 0 都 终极 e- 接近 于 (0)%21. 因此 我 们 可 以 找到 s > 0 使 得 (bu)ee ;不 是 
终极 e- 接近 (0)so_; 的 . 
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让 我 们 固定 此 <s， 我 们 知道 (b,)>%> 1 是 Cauchy 序列 , 所 以 它 是 终极 e- 稳定 
的 . 还 有 , 它 是 终极 5- 稳定 的 , 因为 9 > 0. 于 是 , 存在 一 个 N > 1, 使 得 对 于 一 切 
n,m> N, lbn ~ bm| <§. 

另 一 方面 , 我 们 不 能 有 jbn| < =s 对 于 一 切 n > N 成 立 , 否则 的 话 , 这 就 推出 
(bn)%21 是 终极 =- 接近 于 (0)%2_ 1 的 . 于 是 必 有 某 no > N 使 得 |b%,| > e. 由 于 我 们 
已 经 知道 对 于 一 切 n > N，|bno 一 加 | < 条 于 是 从 三 角形 不 等 式 断 定 (如 何 断 定 ?) 


对 于 一 切 n > N，|bn| > 3- 


这 几乎 证 明了 (b,)% 1 是 限制 离开 零 的 . 实际 上 , 它 所 证 明 的 是 , (加 )se_; 是 终 
极限 制 离开 零 的 .这 就 好 办 了 ,只 要 定义 一 个 新 的 序列 (a,)221, 令 当 m”< N 时 
an :一 多 而 m>N 时 oa = 加 ,就 很 容易 验证 (an)%| 也 是 Cauchy 序列 , 并 且 等 
价 于 (加 )?1( 因 为 两 序列 终究 是 一 样 的 ), 于 是 z = LIMn_,woan. 而 由 于 对 于 一 切 
尺 1，|an| > 和 (分 成 n>N 和 n <NN 两 种 情况 分 别 考 虑 ). 于 是 我 们 有 了 一 个 
Cauchy 序列 , 它 是 限制 离开 零 的 (用 9 取代 s, 但 这 依然 OK, 因为 > 0), 并 且 它 
的 形式 极限 是 x, 我 们 终于 搞定 . 图 

一 旦 一 个 序列 是 限制 离开 零 的 , 我 们 就 可 轻而易举 地 取 它 的 倒数 序列 : 

引 理 5.3.15 设 (an)Y%2! 是 一 个 限制 离开 零 的 Cauchy 序列 , 那么 序列 (azl)s2. 
也 是 Cauchy 序列 . 

证 明 ”由 于 (an)%>1 是 限制 离开 零 的 , 我 们 知道 存在 一 个 数 c > 0, 使 得 对 于 
一 切 n > 1，|an| > c. 现在 我 们 要 证 明 (azl)se_.; 对 于 每 个 = > 0 都 是 终极 e- 稳定 
的 . 于 是 , 我 们 固定 一 个 s > 0, 现在 的 任务 是 找 一 个 N > 1, 使 得 当 mm > N 时 
ax! 一 amll 和 e. 然而 


Qm 一 On, 


二 区 1 
lax! ~ az!|= < lam — anl 


aman 
(由 于 |aml, |an| > c), 于 是 要 使 |azl - azFl| 小 于 或 等 于 e, 只 要 使 |am 一 an| 小 于 或 
等 于 c2e 就 够 了 . 但 由 于 (an)% | 是 Cauchy 序列 而 cze > 0, 我 们 表 定 能 找到 一 个 
NN 使 得 序列 (au)?_w 是 (c2e)- 稳定 的 , 即 对 于 一 切 m > N，lam 一 an| 和 c2e. 由 上 
所 述 , 这 表明 对 于 一 切 m,n > N，|azl 一 apll 和 es, 于 是 序列 (azl)se | 是 终极 =- 
稳定 的 . 由 于 已 经 对 于 每 个 = 证 明了 这 件 事 , 我 们 得 知 (azl)se_; 是 一 个 Cauchy 序 
列 . 这 就 是 所 要 证 的 . 图 

现在 我 们 可 以 定义 倒数 了 : 

定义 5.3.16( 实 数 的 倒数 ) ” 设 z 是 不 为 零 的 实数 . 设 (an)%， 是 一 个 限制 离 
开 零 的 Cauchy 序列 使 得 x = LIM_,ooan (根据 引 理 5.3.14, 这 样 的 序列 是 存在 的 ). 
那么 我 们 定义 倒数 zx-! 为 


7 1 :一 LIM,_,woa7!. 
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(从 引 理 5.3.15 知 z-!1 是 一 个 实数 .) 

我 们 必须 验证 一 件 事 以 确保 此 定义 有 意义 : 如 果 有 两 个 不 同 的 Cauchy 序列 
(an)s2， 和 (6%)%1, 它们 有 同一 个 形式 极限 z = LIM can = LIMn_,oobn, 那么 
会 发 生 什 么 情形 ; 上 面 的 定义 会 不 会 给 出 两 个 不 同 的 倒数 z-!, 即 LIM -az 天 
LIM,， ,551. 幸运 的 是 , 这 是 决 不 会 发 生 的 : 

引 理 5.3.17( 倒 数 运 算是 定义 成 功 的 )” 设 (an)s2， 和 (bn)21 是 两 个 限制 离 
开 零 的 Cauchy 序列 , 使 得 


LIM ,an = LIMn_,oobn 
( 即 两 序列 是 等 价 的 ). 那么 
LIM。 ,azl = LIM ,oobn. 
证 明 ”考虑 下 列 三 个 实数 的 乘积 P: 
P := (LIM。 ,azl) x (LIM, ,an) x (LIM ,00b7!). 
如 果 把 此 乘积 乘 出 来 , 就 得 到 
P= LIM, ,oo(a7!lanba!) = LIM ,oo0b7!. 
另 一 方面 , 由 于 LIMn_,woan = LIMn_,oobn, 我 们 可 以 把 P 写成 男 一 种 形式 
P := (LIM。 -oazD x (LIM ,oo0bn) x (LIMn,_,o0b7 !) 
(参见 命题 5.3.10). 乘 出 来 就 得 到 
P = LIMn ,oo (a7 bnb7!) = LIM ooa71. 
把 关于 P 的 不 同 的 公式 联合 起 来 , 我 们 看 到 
LIM,_,o007! = LIM Seb 


这 就 是 要 证 的 . 国 

于 是 , 倒数 运算 是 定义 成 功 的 (对 于 每 个 非 零 实 数 z, 我 们 恰 有 一 个 确定 的 倒 
数 z-0). 注意 , 从 定义 显然 得 到 zz-1 = z-!1z = 1( 为 什么 ?), 于 是 全 部 域 公理 ( 命 
题 4.2.4) 适用 于 实数 , 就 像 适用 于 比例 数 一 样 . 我 们 当然 不 能 赋予 0 一 个 倒数 ， 
为 0 被 任何 数 乘 都 给 出 0 而 不 是 1. 还 要 注意 , 如 果 9 是 不 为 零 的 比例 数 , 从 而 等 
于 实数 LIM,_,-od, 那么 LIMn_,oo9 的 倒数 是 LIM, ,-oq-1 = 91 于 是 对 于 实数 的 
倒数 运算 与 对 于 比例 数 的 倒数 运算 是 相 容 的 . 
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一 旦 定义 了 倒数 就 可 以 定义 两 个 实数 z 和 y 的 除法 2, 只 要 y 不 是 零 , 定义 
由 公式 


:= zy 


给 出 ; 这 就 如 同 我 们 对 于 比例 数 所 做 过 的 一 样 . 特别 地 , 我 们 有 消去 律 : 如 果 zy > 
是 实数 , 使 得 zz = yz, 并且 z 不 是 零 , 那么 以 z 相 除 , 就 得 到 z = y. 注意 此 消去 律 
对 于 z = 0 无 效 . 

我 们 现在 关于 实数 有 了 全 部 四 种 基本 算术 运算 : 加 法 、 减法 、 乘 法 和 除法 , 它 
们 满足 全 部 常见 的 代数 算 律 . 下 面 我 们 转向 实数 的 序 的 概念 . 


IS 


习 题 5.3 


5.3.1 ”证 明 命 题 5.3.3. (提示 : 你 可 能 发 现 命 题 4.3.7 有 用 .) 
5.3.2 ”证 明 命 题 5.3.4. (提示 : 如 上 , 命题 4.3.7 可 能 有 用 .) 
5.3.3 ” 设 ab 是 比例 数 . 证 明 a = 5 当 且 仅 当 


LIM 一 -a 一 LIM,_,ob 


( 即 Cauchy 序列 a,a,a,:… 与 Cauchy 序列 b,b,b,.…. 等 价 当 且 仅 当 a = 0b). 这 使 我 
们 可 以 成 功 地 把 比例 数据 入 到 实数 集 之 中 . 

5.3.4 设 (an) 吕 o 是 有 界 的 比例 数 序列 . 设 (b%)2o 是 另 一 个 比例 数 序 列 , 其 等 价 于 (an)s2 0. 
证 明 (bn) 人 Po 也 是 有 界 的 . 

5.3.5 “证明 LIMn--ot = 0. 
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我 们 知道 , 每 个 比例 数 或 是 正 的 , 或 是 负 的 , 或 是 零 . 我 们 现在 要 对 实数 说 同样 
的 话 : 每 个 实数 必定 或 是 正 的 , 或 是 负 的 , 或 是 零 . 由 于 一 个 实数 z 恰 是 一 个 比例 
数 序列 (an)22.1 的 形式 极限 , 如 下 方式 的 定义 很 具 诱惑 力 : 如 果 全 体 an 都 是 正 的 ， 
则 实数 z = LIM-,ooan 是 正 的 ; 如 果 全 部 on 都 是 负 的 , 则 zx 是 负 的 (如 果 全 部 an 
都 是 零 , 则 z 是 零 ). 但 是 , 此 定义 很 快 就 要 发 生 问 题 . 例如 , 由 an := 10-” 定义 的 
序列 (an)%21, 即 

0.1, 0.01, 0.001, 0.000 1,.:- 


全 部 由 正 数 组 成 , 但 此 序列 等 价 于 零 序列 0, 0, 0,…, 从 而 


LIM -an = 0. 


90 第 5 章 实 数 


于 是 , 即使 全 部 比例 数 都 是 正 的 , 它们 的 形式 极限 是 零 而 不 是 正 的 . 另 一 个 例子 是 
0.1, —0.01, 0.001, —0.000 1,.…, 


这 个 序列 是 正 数 负数 相间 取 值 的 , 但 其 形式 极限 还 是 零 . 

诀 穿 在 于 , 就 像 上 一 节 处 理 倒数 一 样 , 我 们 对 序列 的 注意 力 放 在 限制 离开 零 . 

定义 5.4.1 设 (an)%21 是 一 个 比例 数 序列 .我 们 说 此 序列 是 正 限制 离开 零 
的 , 当 且 仅 当 有 一 个 正 的 比例 数 c > 0, 使 得 对 于 一 切 n > 1，an > c (特别 地 , 序列 
整个 是 正 的 ); 说 此 序列 是 负 限 制 离 开 零 的 , 当 且 仅 当 有 一 个 正 的 比例 数 c > 0, 使 
得 对 于 一 切 n > 1，an < --c (特别 地 , 序列 整个 是 负 的 ). 

例 5.4.2 序列 

1.1, 1.01, 1.001, 1.000 1,.:. 


是 正 限制 离开 零 的 (所 有 的 项 都 大 于 1). 序列 
一 1.1, 一 1.01, 一 1.001, 一 1.000 1,.… 


是 负 限 制 离开 零 的 . 序列 
pe Bh PE Fe ee 


是 限制 离开 零 的 , 但 既 不 是 正 限制 离开 零 的 , 又 不 是 负 限 制 离开 零 的 . 

很 明显 , 任何 正 限制 离开 零 或 负 限 制 离开 零 的 序列 都 是 限制 离开 零 的 ， 而且， 
一 个 序列 不 可 能 同时 既是 正 限制 离开 零 的 , 又 是 负 限 制 离开 零 的 . 

定义 5.4.3 ”一 个 实数 z 叫 作 是 正 的 , 当 且 仅 当 它 可 以 写成 某 个 正 限制 离开 零 
的 Cauchy 序列 (an)% | 的 形式 极限 z = LIM,_,owoan. z 叫做 是 负 的 , 当 且 仅 当 它 
可 以 写成 某 个 负 限 制 离开 零 的 Cauchy 序列 (au)s2_; 的 形式 极限 z = LIM。,。an. 

命题 5.4.4( 正 实数 的 基本 性 质 ) ”对 于 每 个 实数 z, 恰 有 下 述 命题 之 一 成 立 : 

(a) z 是 零 ; (b) z 是 正 的 ; (c) z 是 负 的 . 
一 个 实数 z 是 负 的 当 且 仅 当 -x 是 正 的 . 如 果 x 和 y 是 正 的 , 那么 + 和 zy 也 
都 是 正 的 . 

证 了 明 ”见习 题 5.4.1. 图 

注意 , 如 果 g 是 一 个 正 的 比例 数 , 那么 Cauchy 序列 q,g, gq,:… 是 正 限制 离开 零 
的 , 于 是 LIM_,ooq = q 是 正 实数 . 于 是 对 于 比例 数 的 正 性 的 概念 与 对 于 实数 的 正 
性 的 概念 是 一 致 的 . 类 似 地 , 对 于 比例 数 的 负 性 的 概念 与 对 于 实数 的 负 性 的 概念 也 
是 一 致 的 . 

一 旦 我 们 定义 了 正 数 和 负数 , 我 们 就 可 以 定义 绝对 值 及 序 . 

定义 5.4.5( 绝 对 值 ) ” 设 > 是 实数 . 我 们 定义 zx 的 绝对 值 |z| 当 z 是 正 数 时 等 
于 zx, 当 z 是 负数 时 等 于 -z, 当 zz 是 0 时 等 于 0. 
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定义 5.4.6( 实 数 的 编 序 ) ” 设 zx 和 ?y 是 实数 . 我 们 说 xz 比 y 大 , 记 作 z > vy， 
如 果 z 一 y 是 正 实数 ; 我 们 说 z 比 y 小 , 记 作 z < vy, 如 果 z 一 y 是 负 实 数 . 我 们 定 
义 z>y1 当 且 仅 当 z>y 或 z=W zs 和 yy 当 且 仅 当 z<y 或 = 小 

将 此 与 定义 4.2.8 中 的 比例 数 的 序 的 定义 相 比较 , 我 们 看 到 实数 的 序 与 有 理 数 
的 序 是 相 容 的 , 也 就 是 说 , 如 果 两 个 比例 数 q, gq' 在 比例 数 系 中 是 g 小 于 9' 的 , 那么 
在 实数 系 中 9 依然 小 于 q'; 对 于 “大 于 ”关系 , 情况 一 样 . 同样 , 我 们 看 到 这 里 给 出 
的 绝对 值 的 定义 与 定义 4.3.1 是 相 容 的 . 

命题 5.4.7 命题 4.2.9 中 的 一 切 关 于 比例 数 成 立 的 结论 对 实数 也 成 立 . 

证 明 ”我 们 只 证 明 一 条 结论 , 而 把 其 余 的 留 作 习 题 5.4.2. 设 z <y 且 > 是 正 
实数 , 我 们 要 证 zz < yz. 由 于 x <y, 所 以 y 一 z 是 正 的 , 于 是 根据 命题 5.4.4 有 


(一 Z)z 一 Vz 一 2ZZ 


是 正 的 , 从 而 zz < yz. 国 

作为 这 些 命题 的 一 个 应 用 , 我 们 来 证 明 

命题 5.4.8 设 是 正 实 数 , 那么 z-1 也 是 正 的 . 还 有 , 如 果 ? 是 另 一 个 正 实 
数 并 且 工 > y, 那么 z-1 <yl. 

证 明 设 z 是 正 的 . 由 于 zx-! = 1, 所 以 实数 xz-! 不 能 是 零 (因为 xz0 = 0 汉 1). 
还 有 , 从 命题 5.4.4 容易 看 到 正 实数 乘 以 负 实 数 是 负 实 数 , 这 表明 z-: 不 能 是 负 的 ， 
否则 导致 zz-! = 1 是 负 的 , 这 不 可 能 . 于 是 , 根据 命题 5.4.4, 剩 下 的 仅 有 的 可 能 性 
是 z-! 是 正 的 . 

现 令 y 也 是 正 的 , 那么 z-! 和 vy-! 都 是 正 的 . 如 果 z-1 > y-!, 那么 根据 命题 
5.4.7 有 


rr >Yyr! > 30 


于 是 1 > 1, 这 是 一 个 矛盾 . 于 是 我 们 必定 有 zx-! < vy-l. 国 

另 一 个 应 用 是 , 前 面 对 于 比例 数 证 明了 的 指数 运算 的 定律 (命题 4.3.12) 对 于 
实数 也 成 立 ; 见 85.6. 

我 们 已 经 看 到 , 正比 例 数 的 形式 极限 不 必 是 正 的 ， 它 可 以 是 零 , 如 例子 0.1， 
0.01，0.001，… 所 示 . 但 是 非 负 比例 数 ( 即 或 为 正 , 或 为 零 的 比例 数 ) 的 形式 极限 
仍 为 非 负 的 . 

命题 5.4.9( 非 负 实数 集 是 闭 的 ) ” 设 ai, a2, a3,… 是 一 个 非 负 比例 数 的 Cauchy 
序列 . 那么 , LIMn_coan 为 非 负 实 数 . 

最 终 我 们 将 看 到 此 事实 的 一 个 更 好 的 解释 : 鉴于 正 实数 集 是 开 的 , 非 负 实数 集 
是 闭 的 . 见 812.2. 
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证 明 ”我 们 用 反 证 法 . 假设 实数 z := LIM_,wan 是 负数 . 那么 根据 负 实 数 的 
定义 , 对 于 某 个 负 限 制 离开 零 的 Cauchy 序列 (5,)%> | 有 


7 = LIM, ,oobn, 


即 , 存在 一 个 负 的 比例 数 -c < 0, 使 得 对 于 一 切 n> 1，bn < 一 c. 

另 一 方面 , 根据 假设 , 对 于 一 切 n > 1 有 an > 0. 于 是 数 ao 和 如 决 不 能 5- 接 
近 , 因为 8 < c. 于 是 序列 (an)%1 和 (bw)%21 不 是 终极 8- 接近 的 . 由 于 和 > 0, 这 
就 推出 , (as)se， 和 (加 )se_1 不 是 等 价 的 . 但 这 与 它们 的 形式 极限 都 是 z 相 矛 盾 . 图 

推论 5.4.10 ” 设 (an) 和 (bn)%2] 是 比例 数 的 Cauchy 序列 ,对 于 一 切 n 之 1 
满足 an > bn. 那么 LIM。,-an > LIM_,oobn. 

证 明 ”应 用 命题 5.4.9 于 序列 (an 一 如 )se_)， 国 

注 5.4.11 注意 , 上 述 推理 当 > 号 被 换 为 > 号 时 不 再 成 立 : 例如 , 如 果 an := 
1 十 二，bn :二 1 一 汪 , 那么 an 总 是 严格 大 于 b 的 , 但 是 (an)se_; 的 形式 极限 并 不 大 
于 (bn)?21 的 形式 极限 , 其 实 两 者 相等 . | 

我 们 现在 定义 距离 d(x,y) := lz -yl, 恰 如 我 们 对 于 比例 数 所 做 的 那样 . 事实 
上 , 命题 4.3.3 和 命题 4.3.7 不 仅 对 于 比例 数 成 立 , 对 于 实数 也 成 立 ; 证 明 是 一 样 的 ， 
因为 实数 遵从 一 切 被 比例 数 所 遵从 的 代数 运算 律 和 序 的 法 则 . 

我 们 现在 来 考虑 , 尽管 正 实数 可 以 是 任意 大 的 也 可 以 是 任意 小 的 , 但 它们 不 可 
能 比 一 切 正 整数 都 大 , 也 不 可 能 比 一 切 正 的 比例 数 都 小 . 

命题 5.4.12( 用 比例 数 来 界定 实数 ) ” 设 z 是 一 个 正 的 实数 , 那么 存在 一 个 正 
的 比例 数 gq 使 得 g < z, 同时 存在 一 个 正 整 数 N 使 得 < NV. 

证 明 ”由 于 zx 是 正 实数 , 所 以 它 是 某 个 正 限制 离开 零 的 Cauchy 序列 (an)se_， 
的 形式 极限 . 而 根据 引 理 5.1.15, 此 序列 是 有 界 的 . 于 是 有 比例 数 g > 0 以 及 比例 数 
7, 使 得 

gq < an <7 对 于 一 切 n> 1 成立. 


但 根据 命题 4.4.1 知 , 存在 某 整 数 N, 使 得 + < Ni 由 于 4 是 正 的 并 且 9 < r < N， 
我 们 看 到 , N 是 正 的 . 于 是 对 于 一 切 n> 1， 


q < an <N. 


使 用 推论 5.4.10 就 得 到 g < x < N, 这 就 是 所 要 证 的 . | 
推论 5.4.13( 阿 基 米 德 性 质 ) ” 设 z 和 & 是 任意 的 正 的 实数 , 那么 存在 正 整 数 
M, 使 得 ME > 7z. 
证 明 数 : 是 正 的 , 根据 命题 5.4.12, 存在 正 整数 V 使 得 sf < N. 令 M := 
N+l 则 二 < AM, 用 =s 相 乘 就 得 Me > z. 国 
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这 条 性 质 是 相当 重要 的 ; 它 说 的 是 , 不 管 x 多么 大 , 也 不 管 正 数 s 多 么 小 ( 必 
须 是 正 的 ), 只 要 把 < 自身 不 断 地 累加 , 所 得 之 和 终究 会 超过 x. 

命题 5.4.14 ”给 定 任何 两 个 实数 z <y, 可 以 找到 一 个 比例 数 g, 使 得 z < gq < 
vy. 

证 明 ”见习 题 5.4.5. 力 

现在 我 们 已 经 完成 了 实数 的 构造 . 这 个 数 系 包含 比例 数 , 并 且 具 有 比例 数 系 具 
有 的 几乎 每 样 性 质 : 算术 运算 、 代 数 算 律 和 序 的 法 则 . 但 是 我 们 还 不 曾 显 示 实 数 系 
的 超过 比例 数 的 任何 优点 . 迄今 为 止 , 在 付出 了 巨大 努力 之 后 , 我 们 所 做 的 一 切 只 
是 表明 实数 系 与 比例 数 系 至 少 是 一 样 好 的 , 但 在 下 面 几 节 中 , 我 们 要 证 明 , 实数 可 
以 比比 例 数 做 更 多 的 事情 : 作为 例子 , 在 实数 系 中 我 们 可 以 取 平 方 根 . 

注 5.4.15 我们 还 没有 涉及 实数 可 用 十 进 制 系统 表示 的 事实 . 例如 


1.4, 1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,..- 


的 形式 极限 写成 十 进 制 数 1.414 21.… 更 为 方便 . 我 们 将 在 附录 B 中 谈论 此 事 , 而 
此 刻 我 们 只 注 明 , 在 十 进 制 中 有 某 种 微妙 的 事情 , 例如 , 0.999.… 和 1.000.… 事实 
上 是 同一 个 数 . 


习 题 5.4 


5.4.1 ”证 明 命题 5.4.4. (提示 : 如 果 z 不 是 零 , 并 且 z 是 某 序 列 (an)s2; 的 形式 极限 , 那么 此 
序列 不 能 对 于 每 个 e > 0 都 e- 接近 序列 (0) 筷 1. 用 此 事 证 明 序列 (on) 沁 1; 或 是 终极 
正 限制 离开 零 的 , 或 是 终极 负 限 制 离开 零 的 .) 

5.4.2 “证明 命题 5.4.7 中 剩 下 的 结论 . 

5.4.3 ”证 明 对 于 每 个 实数 z, 恰 有 一 个 整数 N, 使 得 N < z < N 二 1. (此 整数 N 叫 作 z 的 
整 部 , 有 时 记 作 N = [z].) 

5.4.4 ”证 明 对 于 任何 正 实数 x > 0 都 存在 正 整数 N, 使 得 


Tt> 志 > 0. 
5.4.5 ”证明 命题 5.4.14. (提示 : 用 习题 5.4.4. 可 能 也 需 用 反 证 法 .) 
5.4.6 ” 设 z,y 是 实数 并 设 s > 0 是 正 实数 . 证 明 
Iz 一 y| <& 当 且 仅 当 y 一 < x <y+s, 


并 且 
lz 一 y| <& 当 且 仅 当 ye<z<y+e. 
5.4.7 设 z 和 y 是 实数 . 证 明 , rz < y 二 e 对 于 一 切实 数 es > 0 成 立 , 当 且 仅 当 z < y. 证明， 
Iz 一 y| < 对 于 一 切实 数 = > 0 成 立 , 当 且 仅 当 z = vy. 
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5.4.8 设 (an)s， 是 比例 数 的 Cauchy 序列 , 并 设 zx 是 实数 ， 证 明 如 果 对 于 一 切 m > 1， 
an 和 X, 那么 
LIM,_,ooan < I. 
类 似 地 , 证 明 如 果 对 于 一 切 n > 1，an > z, 那么 
LIMn_,ooan > I. 


(提示 : 用 反 证 法 . 使 用 命题 5.4.14 找 一 个 在 LIM, -an 和 z 之 间 的 比例 数 , 然后 再 
用 命题 5.4.9.) 
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现在 给 出 实数 系 超过 比例 数 系 的 一 个 最 基本 的 优点 : 可 对 实数 集 及 的 任何 子 
集 互 取 最 小 上 界 sup(EE). 

定义 5.5.1( 上 界 ) ” 设 马 是 R 的 子 集 ,并且 M 是 实数 . 我 们 说 M 是 万 的 一 
个 上 界 , 当 且 仅 当 对 于 的 每 个 元 素 z 都 有 z < M. 

例 5.5.2 设 互 是 区 间 乙 :={ze 有 :0 入 z 乞 1}. 那么 1 是 瑟 的 一 个 上 界 ， 
因为 B 的 每 个 元 素 都 小 于 或 等 于 1. 当然 2 也 是 B 的 一 个 上 界 , 并 且 实际 上 每 个 
大 于 或 等 于 1 的 数 都 是 忆 的 一 个 上 界 . 另 一 方面 , 任何 其 他 的 数 , 如 0.5, 就 不 是 上 
界 , 因为 0.5 不 比 EE 的 每 个 元 素 都 不 小 .( 仅 只 比 EB 的 某 些 元 素 大 还 不 足以 使 0.5 
是 上 界 .) 

例 5.5.3 设 R+ 是 正 实数 的 集合 : R+ := {ze 展 :z > 0}, 那么 RR+ 根本 没有 
上 界 ?. (为 什么 ?) 

例 5.5.4 设 儿 是 空 集 . 那么 每 个 数 M 都 是 g 的 上 界 , 因为 M 大 于 空 集 的 
每 个 元 素 . (这 是 一 个 空洞 的 真 命题 , 但 依然 是 真 的 .) 

很 清楚 , 如 果 M 是 已 的 上 界 , 则 任何 更 大 的 数 M' > M 也 是 已 的 上 界 . 另 一 
方面 , 是 不 是 还 能 找到 比 M 小 的 数 仍然 是 EB 的 上 界 , 就 不 那么 清楚 了 . 这 启示 了 
下 述 定义 : 

定义 5.5.5( 最 小 上 界 ) 设 瑟 是 形 的 子 集合 , 并 且 M 是 实数 . 我 们 说 M 是 
EB 的 最 小 上 界 , 当 且 仅 当 

(a) M 是 EE 的 上 界 ， 

(b) 五 的 任何 上 界 M' 必定 大 于 或 等 于 M. 

例 5.5.6 设 瑟 是 区 间 瑟 :={fze 有 :0 和 zs 和 寺 . 那么 如 前 所 述 , 已 有 很 多 上 
界 , 实际 上 每 个 大 于 或 等 于 1 的 数 都 是 上 界 . 但 只 有 1 是 最 小 的 上 界 , 其 他 的 上 界 
都 比 1 大 . 


@ 更 准确 地 说 , 任何 实数 都 不 是 Rt+ 的 上 界 . 在 86.2 我 们 将 引入 广义 实数 系 下 *, 它 允 许 十 co 作为 像 
及 + 这 样 的 集合 的 上 界 . 


85.5 ”最 小 上 界 性 质 95 


例 5.5.7 ” 空 集 没有 最 小 上 界 . (为 什么 ?) 

命题 5.5.8( 最 小 上 界 的 唯一 性 ) 设 妃 是 月 的 子 集 ,那么 已 最 多 只 可 能 有 一 
个 最 小 上 界 . 

证 明 设 Mi 和 Ms2 是 两 个 最 小 上 界 . 由 于 Mi 是 最 小 上 界 而 M2 是 上 界 , 那 
么 根据 最 小 上 界 的 定义 有 M2 > Mi. 由 于 M2 是 最 小 上 界 而 Mi 是 上 界 , 同样 得 到 
Mi > M2. 于 是 Mo = Mi. 那么 最 多 只 有 一 个 最 小 上 界 . 国 

现在 我 们 来 考察 实数 集 的 一 个 重要 性 质 : 

定理 5.5.9( 最 小 上 界 的 存在 性 ) 设 瓦 是 下 的 一 个 非 空 子 集合 , 如 果 忆 有 上 
界 ( 即 书 有 某 个 上 界 M), 那么 它 恰 有 一 个 最 小 上 界 . 

证 明 ”证明 此 定理 要 稍 花 些 力气 , 而 且 很 多 步骤 将 留 作 习题 . 

设 巨 是 民 的 不 空子 集合 ,有 一 个 上 界 M. 根据 命题 5.5.8 知 , BB 最 多 有 一 个 最 
小 上 界 . 我 们 必须 证 明 E 至 少 有 一 个 最 小 上 界 . 由 于 EB 不 是 空 的 , 我 们 可 从 互 中 

设 n> 1 是 正 整数 . 我 们 知道 妃 有 上 界 M. 根据 阿 基 米 德 性 质 (推论 5.4.13)， 
可 以 找到 整数 K, 使 得 > M, 并 且 至 仍 是 EE 的 上 界 . 再 次 根据 阿 基 米 德 性 质 ， 
存在 另 一 整数 L, 使 三 < zo. 由 于 zo 在 EB 中 , 我 们 看 到 关 不 是 EE 的 上 界 . 由 
于 至 是 上 界 , 而 大 不 是 , 我们 看 到 KK > 工 . 

由 于 下 是 殖 的 上 界 , 而 天 不 是 , 我们 可 以 找到 一 个 整数 mn, 使 得 工 < m < 

K, 而 且 mm 是 五 的 上 界 , 但 me=:L 不 是 (习题 5.5.2). 事实 上 , 此 整数 是 唯一 的 ( 习 
题 5.5.3). 我 们 把 mn 附 以 下 标 n 意 在 强调 此 数 m 依赖 于 n 的 选择 . 这 给 出 了 一 
不 是 上 界 . 

现 设 N > 1 是 正 整数 , 并 设 ww' > N 是 大 于 或 等 于 N 的 整数 . 由 于 ?2 是 
已 的 上 界 , 而 2 不 是 , 必 有 


(为 什么 ?). 稍 经 代数 运算 就 推出 
mn Mn 1 WL 
nw ”wn 


类 似 地 , 由 于 区 是 上 界 , 而 到 = 不 是 , 我 们 有 


Mn’ mn—1 
> 一 一 一 


于 是 
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把 这 两 个 估计 式 合 起 来 , 我 们 看 到 

对 于 一 切 n,m > N>1 | 了 -|< 记 
这 表明 (加 )S| 是 一 个 Cauchy 序列 (习题 5.5.4). 由 于 2 是 比例 数 , 我 们 现在 可 
以 定义 实数 5 为 


5 := LIM 到 . 
由 习题 5.3.5 我 们 断定 


FY EL le 


为 了 结束 定理 的 证 明 , 我 们 需要 验证 5 是 EB 的 最 小 上 界 . 首先 我 们 证 明 它 是 上 
界 . 设 z 是 EE 的 一 个 元 素 . 那么 , 由 于 加 是 EE 的 上 界 , 对 于 一 切 n > 1 我 们 有 
z < we. 使 用 习题 5.4.8, 我 们 断定 zx < LIMn_,w = 5. 于 是 5 确实 是 巨 的 上 
界 


现在 我 们 证 明 它 是 最 小 上 界 . 设 y 是 已 的 上 界 , 由 于 ~ 不 是 上 界 , 我 们 断 
定 对 于 一 切 n > 1，y > 加 =!. 使 用 习题 5.4.8, 我 们 断定 


mn—1 
nn 


y > LIM, ,oo =5. 


可 见 上 界 5 是 小 于 或 等 于 E 的 每 个 上 界 的 , 从 而 是 五 的 最 小 上 界 . 图 

定义 5.5.10(supremum) ” 设 马 是 实数 系 的 一 个 子 集合 . 如 果 巨 不 空 并 且 有 
上 和 界 , 我 们 定义 sup(E) 为 五 的 最 小 上 界 (根据 定理 5.5.9, 此 定义 是 成 功 的 )， 我 
们 引入 两 个 附加 的 符号 ，-+Hco 和 -co， 如果 一 不 是 空 集 并 且 没 有 上 界 ， 我 们 令 
sup( 已 ) := +eo; 如 果 五 是 空 集 , 我 们 令 sup(B) := -co， 我 们 把 sup(B) 叫 作 的 
supremum®, 也 记 作 sup 五 . 

注 5.5.11 目前 , +oo 和 -co 是 没有 意义 的 符号 , 眼下 还 没有 对 于 它们 的 运 
算 , 并 且 我 们 关于 实数 的 任何 结果 都 不 适用 于 +oo 和 -co, 因为 它们 不 是 实数 . 在 
86.2 我 们 把 +ce 和 一 oo 加 进 实数 系 中 而 构成 广义 实数 系 , 但 这 个 系统 工作 起 来 并 
不 像 实数 系 那样 方便 , 因为 很 多 代数 算 律 失败 . 例如 , 要 想 定义 (+o0) 十 (00) 就 不 
是 好 事 , 把 它 定义 成 0 引起 一 些 麻烦 . 

现在 举 一 例 说 明 最 小 上 界 的 性 质 是 多 么 有 用 . 

命题 5.5.12 ”存在 正 实 数 z 使 得 z2 = 2. 

注 5.5.13 ”把 这 个 结果 与 命题 4.4.4 相 比 较 , 我 们 就 看 到 肯定 有 实数 不 是 比例 
数 . 此 命题 的 证 明 还 表明 比例 数 集 Q 不 具有 最 小 上 界 性 质 , 否则 的 话 , 就 可 以 用 此 
性 质 在 Q 中 构 作 2 的 一 个 平方 根 , 但 根据 命题 4.4.4, 这 是 不 可 能 的 . 


OD supremum 通常 译作 .上 确 界 也 译作 最 小 上 界 ( 见 《 数 学 名 词 》), 这 只 在 sup EE € 区 的 情况 下 运用 . 
一 一 译 者 注 
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证 明 设 瑟 是 集合 {yeR:y>0 并 且 % < 2}, 那么 一 是 全 体 平方 小 于 2 的 
非 负 实数 的 集合 . 注意 到 有 一 个 上 界 为 2 (因为 如 果 y > 2 那么 y? > 4 > 2, 从 而 
y ¥ 马 ). 另外 , 不 空 (例如 , 1 是 五 的 一 个 元 素 ). 于 是 根据 最 小 上 界 的 性 质 有 一 
个 实数 z := sup 人 (五 ), 它 是 的 最 小 上 界 . 那么 z 是 大 于 或 等 于 1 的 (因为 1 e 媚 )， 
并 且 是 小 于 或 等 于 2 的 (因为 2 是 五 的 一 个 上 界 ). 现在 我 们 来 证 明 z? = 2. 

用 反 证 法 ， 我 们 来 证 明 zz < 2 和 z? > 2 两 种 情形 都 导致 矛盾 ， 首 先 假设 
z2<2. 设 0<s<1l 是 一 个 很 小 的 数 , 那么 


(z 二 e) =z2 二 2erz 十 ec2 和 7 +de+e=7r + 5e, 


这 是 因为 z < 2 并 且 a? < e. 由 于 x? < 2, 可 以 取 0 <s < 1 使 得 zz +5se < 2, 于 是 
(Zz 十 2)? <2. 根据 EB 的 构造 , 这 表明 z + ee 五 . 但 这 与 z 是 妃 的 上 界 一 事 矛 盾 . 
现在 假设 z? > 2. 设 0 < s < 1 是 一 个 小 的 数 , 那么 有 


(z 一 一 2Z2 一 2ez 二 ce2 27 — 2er > 7 — 4e, 


这 是 因为 x < 2 并 且 a? > 0. 由 于 z? > 2, 我 们 可 以 取 一 个 s，0 < s < 1 使 得 
Zz? 一 4e > 2. 于 是 (z - s)2 > 2, 而 这 蕴含 着 , 对 于 一 切 y e EE，z 一 > y. (为 什么 ? 
如 果 zz 一 e <y, 那么 (z 一 e)? <y < 2, 是 矛盾 的 .) 于 是 zz 一 e 是 万 的 一 个 上 界 ,这 
与 xz 是 的 最 小 上 界 了 矛盾. 

从 这 两 个 矛盾 我 们 看 到 x? = 2, 这 就 是 所 要 证 的 . 

注 5.5.14 ”在 第 6 章 我 们 将 用 最 小 上 界 性 质 来 建立 极限 理论 . 人 
们 能 做 很 多 事情 而 不 只 是 求 平 方 根 . 

注 5.5.15 ”我 们 当然 可 以 谈论 集合 EB 的 下 界 以 及 最 大 下 界 . 一 个 集合 忆 的 
最 大 下 界 也 叫 作 的 infimum 人 , 即 下 确 界 , 记 作 inf(B) 或 inf EE. 我 们 对 于 上 确 界 
所 说 的 每 个 命题 , 对 于 下 确 界 都 对 应 一 个 相反 的 命题 , 把 这 样 的 命题 留 给 读者 . 两 
个 概念 之 间 的 精确 的 联系 在 习题 5.5.1 中 给 出 , 也 见于 86.2. 


习 题 5.5 


5.5.1 设 互 是 实数 集 取 的 一 个 子 集 . 假设 马 有 最 小 上 界 M, 它 是 个 实数 , 即 M = sup(E). 
令 一 忆 为 集合 
—E:={-z:z€E), 


@ supremum 的 意思 是 “最 高 者 ”, 而 infimum 的 意思 是 “最 低 者 ”. 口语 形式 为 suprema 和 infima. 
supremum 指 的 是 上 方 的 , infimum 指 的 是 下 方 的 , 这 就 像 maximum 指 大 的 ， minimum 指 小 
的 . 词根 分 别 是 “super” 和 “infer”, “super” 意 指 “ 上 方 (above)” 而 “infer” 意 指 “下方 (below)” 
(这 个 用 法 只 在 极 少 的 英语 单词 中 出 现 , 例如 “infernal”*， 在 英语 中 , 拉丁 语 前 级 “sub” 在 绝 大 多 
数 情况 下 取代 了 “infer”). 
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证 明 -M 是 -已 的 最 大 下 界 , 即 -AM = inf(E). 

5.5.2 设 妃 是 下 的 一 个 不 空 的 子 集 , m > 1 是 整数 , 并 且 设 工 < KK 是 两 个 整数 . 假设 兰 是 古 
的 一 个 上 界 , 但 振 不 是 巨 的 上 界 . 不 要 使 用 定理 5.5.9, 证 明 存在 整数 m, L<m < K 
使 得 是 EE 的 上 界 , 但 + 不 是 妃 的 上 界 . (提示 : 用 反 证 法 , 并 使 用 归纳 法 . 画 个 
图 可 能 有 助 于 思考 .) 

5.5.3 ” 设 马 是 民 的 不 空子 集 , n > 1 是 整数 , 并 设 m,m’' 是 具有 下 述 性 质 的 整数 : 全 和 严 
是 巨 的 上 界 ,但 + 和 严 =1 不 是 妃 的 上 界 . 证 明 m = m'. 这 表明 在 习题 5.5.2 中 
构 作 的 整数 m 是 唯一 的 . (提示 : 还 是 画 个 图 有 所 助 益 .) 

5.5.4 设 gq1, q2, qa,"… 是 比例 数 的 序列 , 具有 这 样 的 性 质 : 只 要 M > 1 是 整数 并 且 n,n’ > 
M, 就 有 |gn 一 qn'| 和 十. 证 明 qi, q2, 93,"… 是 一 个 Cauchy 序列 . 进而 证 明 , 如 果 


Ss :二 LIM ,oo gn 》 


那么 对 于 每 个 M > 1， 
lax ~ SI< 总 . 
(提示 : 用 习题 5.4.8.) 
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在 84.3 中 我 们 对 于 比例 数 z 定义 了 指数 运算 z", 其 中 n 是 自然 数 , 或 者 当 z 
不 等 于 零 时 ”是 整数 . 既然 我 们 有 了 对 于 实数 的 一 切 算术 运算 (而 且 命题 5.4.7 保 
证 了 比例 数 的 算术 性 质 对 于 实数 继续 成 立 ), 我 们 就 可 以 类 似 地 定义 实数 的 指数 运 
算 . 

定义 5.6.1( 实 数 的 自然 数 次 寡 )” 设 xz 是 实数 . 为 使 z 升 到 0 次 帘 , 我 们 定义 
z0 := 1. 现 递归 地 假设 若 zn 对 于 某 自 然 数 ”已 定义 , 则 我 们 定义 zn"+l := zm x 7. 

定义 5.6.2( 实 数 的 整数 次 寡 ) ” 设 x 是 不 为 零 的 实数 ,那么 对 于 任何 负 整 数 
一 n, 我 们 定义 z-?” := 去 . 

显然 , 这 些 定义 与 早先 定义 的 比例 数 的 指数 运算 是 相 容 的 . 我 们 现在 可 以 断定 

命题 5.6.3 ”命题 4.3.10 和 命题 4.3.12 中 的 全 部 性 质 当 了 z 和? 以 实数 取代 比 
例 数 时 依然 成 立 . 

代替 实际 的 证 明 , 我 们 给 此 命题 一 个 超 证 明 (一 个 诉 之 于 证 明 的 特征 的 而 非 注 
意 于 实数 和 比例 数 的 特征 的 论述 ). 

超 证 明 ”如 果 审 视 命题 4.3.10 和 命题 4.3.12 的 证 明 , 我 们 就 看 到 它们 依赖 于 
比例 数 的 代数 算 律 和 序 的 规则 (命题 4.2.4 和 命题 4.2.9). 但 根据 命题 5.3.11、 命 题 
5.4.7 以 及 恒等式 zz-l = zrlz = 1(z 关 0), 我 们 知道 所 有 这 些 代数 算 律 和 序 的 规 
则 继续 对 于 实数 成 立 , 就 如 同 对 比例 数 成 立 一 样 . 于 是 我 们 可 以 把 命题 4.3.10 和 命 
题 4.3.12 的 证 明 更 改 成 在 zx 和 y 是 实数 的 情形 下 成 立 . 图 
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现在 我 们 来 考虑 非 整 数 次 寡 运 算 . 我 们 从 n 次 根 的 概念 开始 , 可 以 用 上 确 界 的 
概念 来 定义 ”次 根 . 
定义 5.6.4 设 z > 0 是 正 的 实数 , 并 设 ”> 1 是 正 的 整数 . 我 们 定义 rz*, 叫 
做 z 的 n 次 根 为 
zr*:=supfy ER:y2>0 有 vy < 2)}. 


我 们 常 把 z3 记 作 Vz. 
注意 , 此 刻 我 们 没有 定义 零 的 n 次 根 , 也 没有 定义 负数 的 n 次 根 . 前 者 我 们 很 
快 就 会 谈 到 .而 对 于 后 者 , 我 们 将 不 在 本 书 中 定义 负数 的 n 次 根 . (一 旦 定义 了 复 
数 , 就 可 以 定义 这 些 根 了 , 但 我 们 就 此 止步 .) 
引 理 5.6.5(n 次 根 的 存在 性 ) 设 z>0 是 正 的 实数 , 并 设 见 >1 是 正 的 整数 . 
那么 集合 
五 :一 {VER:V>0 且 代入 了 Z} 


是 不 空 的 . 特别 地 , z* 是 一 个 实数 . 

证 明 ”集合 已 含有 0( 为 什么 ?), 所 以 它 肯定 不 空 . 现在 我 们 证 明 它 有 上 界 . 我 
们 分 z < 1 和 z > 1 两 种 情况 来 考虑 . 首先 假设 x < 1, 那么 我 们 说 , 已 有 上 界 1. 
为 了 证 实 此 事 , 假设 不 然 , 设 有 某 y e EB，y > 1. 但 那 时 y* > 1 (为 什么 ?), 从 而 
yn > 7z, 出 现 矛 盾 . 于 是 BB 有 上 界 1. 现在 假定 第 二 种 情形 , x > 1. 那么 我 们 说 EE 
有 上 界 z. 为 了 证 实 此 事 , 假设 不 然 , 设 有 某 y e EE，y > z. 由 于 x > 1, 于 是 我 们 
有 y>1. 由 于 y>z 且 wy>1, 我们 有 wy"* > z( 为 什么 ?), 出 现 矛 盾 . 

于 是 在 两 种 情况 下 EB 都 有 上 界 , 从 而 z* 是 实数 . 国 

下 面 我 们 列 出 ”次 根 的 一 些 基本 性 质 . 

引 理 5.6.6 设 z,y>0 是 正 的 实数 , 并 设 n,m >1 是 正 的 整数 . 

(a) 如 果 1 二 zx*, 那么 yr 二 =z. 

(b) 反之 , 如 果 Wr 二 7X, 那么 Y == zw*. 

(ce) z* 是 正 的 实数 . 

(d) 我 们 有 zz > 9 当 且 仅 当 zt > y*. 

(e) 如 果 工 > 1, 那么 z 是 有 的 减 函 数 . 如 果 Tz< 1 那么 z 直 是 大 的 增 函 数 . 
如 果 z= 1 那么 对 于 一 切 kz 二 1. 

(f) 我 们 有 (zy)* 一 zw 六 妈 . 

(8) 我 们 有 (z*) 关 一 zm 

证 明 ”见习 题 5.6.1. 图 

细心 的 读者 可 能 会 注意 到 , 当 x = 1 时 , 这 个 关于 zx* 的 定义 会 不 会 与 前 面 定 
义 的 z" 发 生 不 相 容 的 现象 ? 然而 容易 验证 zt = x = z1( 为 什么 ?), 所 以 不 会 有 不 
相 容 的 情形 . 
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引 理 5.6.6(b) 的 一 个 结果 是 下 述 消去 律 成 立 : 如 果 yn" = z" 那么 y = > (为 
什么 此 事 从 引 理 5.6.6(b) 推出 ?) 注意 , 此 事 仅 当 y 和 z 是 正 数 时 成 立 .作为 例子 ， 
(-3)? = 32 但 我 们 不 能 由 此 推断 -3 = 3. 

现在 我 们 来 定义 如 何 把 一 个 正 数 升 到 比例 数 4 次 震 . 

定义 5.6.7 ” 设 z > 0 是 正 的 实数 , 并 设 q 是 比例 数 . 为 定义 z4, 我 们 把 4 写 
成 某 整数 与 某 正 整数 b 的 比 , 9 = 4, 并 定义 


7Z4? :一 (zt 十 


注意 , 每 个 比例 数 g 不 管 是 正 的 , 负 的, 还 是 零 , 都 可 以 写成 4 的 形状 , 其 中 a 
是 整数 , b 是 正 整数 (为 什么 ?). 但 是 , 比例 数 g 的 这 种 表示 肯定 不 是 唯一 的 , 例如 
3 可 以 表示 成 2 或 8. 所以, 为 保证 此 定义 是 成 功 的 , 我 们 必须 验证 不 同 的 表达 式 
4 对 于 za 给 出 同一 个 公式 : 

引 理 5.6.8 ” 设 oa' 是 整数 , b,b' 是正 整 数 , 使 得 中 = 区 ,并且 z 是 正 实数 
那么 我 们 有 

(et) = (ct)°. 

证 明 ”有 三 种 情形 : a =0, a>0, a<0. 

如 果 a = 0, 那么 必 有 o' = 0 (为 什么 ?), 于 是 (z)*” 和 (zi$)* 都 等 于 1, 从 
而 我 们 证 得 等 式 . 

现 设 a > 0. 那么 o > 0 (为 什么 ?), 并 且 or =ba'. 记 y := zz = 
引 理 5.6.6(g) 有 


中 
-i 


. 根据 


1 (eh)* Ry (ot)* 
于 是 根据 引 理 5.6.6(a) 有 


那么 我 们 有 


如 所 要 证 的 . 
最 后 假设 a < 0. 那么 我 们 有 -2 = =e. 但 是 -a 是 正 的 , 所 以 前 面 的 情况 发 
生 , 于 是 我 们 有 轩 Ll 
Ge 


两 边 取 倒 数 , 我 们 就 得 到 所 要 的 结果 . 国 

于 是 z? 是 对 于 每 个 比例 数 都 定义 成 功 了 . 注意 这 个 新 的 定义 与 我 们 对 于 z* 
的 老 的 定义 是 相 容 的 (为 什么 ?), 并 且 也 与 我 们 对 于 z" 的 老 的 定义 是 相 容 的 (为 什 
么 ?). 
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关于 比例 数 次 寡 的 一 些 基 本 事实 是 : 

引 理 5.6.9 设 z,y>0 是 正 的 实数 , 并 设 9,7 是 比例 数 . 

(a) z2 是 正 的 实数 . 

(b) zq+r = Zq27 并 且 (22)" = 7Z97. 

(c) 2 4 一 去 - 

(d) 如 果 g> 0, 那 么 Z>4 当 且 仅 当 z2 > 12. 

(e) 如 果 zZ > 1, 那么 Ta > Yy 当 且 仅 当 g >7. 如 果 ZTX<1, 那 么 TI > 当 且 
仅 当 g < 7. 

证 明 ”见习 题 5.6.2. 国 

我 们 还 必须 作 实 数 的 实 的 指数 运算 , 换 句 话说 , 还 必须 在 z > 0 并 且 y 是 实数 
时 定义 zy. 但 是 我 们 将 把 此 事 推迟 到 86.7, 在 我 们 正式 地 定义 了 极限 概念 之 后 . 

在 教材 的 其 他 部 分 , 我 们 现在 恰恰 要 假定 实数 遵从 通常 的 代数 算 律 、 顺序 关系 
以 及 指数 运算 算 律 . 


习 题 5.6 


5.6.1 ”证 明 引 理 5.6.6. (提示 : 复习 命题 5.5.12 的 证 明 . 而 且 , 你 会 发 现 反 证 法 是 有 用 的 工具 ， 
特别 是 在 把 命题 5.4.7 中 序 的 三 歧 性 与 命题 5.4.12 结合 起 来 的 时 候 ， 引 理 的 前 面 的 部 
分 可 用 来 证 明 引 理 的 后 面 的 部 分 , 对 于 (e) 款 , 先 证 当 z > 1 时 z 支 > 1, 以 及 当 z<1 
时 zx* < 1.) 

5.6.2 ”证 明 引 理 5.6.9. (提示 : 主要 仰 仗 引 理 5.6.6 以 及 代数 算 律 .) 

5.6.3 ”如 果 zx 是 实数 , 证 明 |z| = (z?). 


第 6 章 ”序列 的 极限 


86.1 ”收敛 及 极限 的 算 律 


上 一 章 中 , 我 们 把 实数 定义 为 比例 数 的 (Cauchy) 序列 的 形式 极限 , 然后 定义 
了 实数 的 各 种 运算 . 但 是 不 像 我 们 在 构造 整数 时 所 做 的 ( 那 时 我 们 最 终 用 真实 的 差 
取代 了 形式 的 差 ) 也 不 像 我 们 在 构造 比例 数 时 所 做 的 ( 那 时 我 们 最 终 用 真实 的 商 
取代 了 形式 的 商 ), 我 们 并 不 曾 真正 结束 构造 实数 的 工作 , 因为 我 们 并 不 曾 达 到 用 真 
实 的 极限 来 代替 形式 的 极限 这 一 步 . 事实 上 , 我 们 根本 不 曾 定 义 极限 . 现在 我 们 就 
来 整 这 件 事 . 

我 们 从 再 次 重 述 e- 接近 序列 的 主要 结构 开始 . 但 此 刻 我 们 是 对 实数 序列 说 话 ， 
而 不 是 只 对 比例 数 序列 来 讨论 , 于 是 这 样 的 讨论 将 涵盖 上 一 章 中 所 做 的 讨论 . 首先 
我 们 对 于 实数 定义 距离 . 

定义 6.1.1( 两 个 实数 间 的 距离 ) ”给 定 两 个 实数 zx 和 y, 我 们 定义 它们 的 距离 
d(z,y) 为 d(z,9y) := |z 一 Ml. 

很 清楚 , 这 个 定义 与 定义 4.3.2 是 相 容 的 . 进一步 说 , 命题 4.3.3 对 于 实数 也 完 
全 成 立 , 就 像 它 对 比例 数 成 立 一 样 , 因为 实数 遵从 比例 数 所 遵从 的 一 切 代 数 算 律 . 

定义 6.1.2(e- 接近 的 实数 )” 设 。 > 0 是 实数 . 我 们 说 两 个 实数 是 e- 接近 的 
当 且 仅 当 我 们 有 d(x,y) < <. 

再 次 说 明 , 很 清楚 , e- 接近 的 这 个 定义 与 定义 4.3.4 是 相 容 的 . 

现在 设 (a,)%,, 是 一 个 实数 的 序列 ”, 也 就 是 说 , 对 于 每 个 整数 n > m 我 们 指 
定 了 一 个 实数 a,. 起 始 的 号 码 m 是 某 整 数 , 通常 取 它 为 1, 但 有 时 我 们 将 从 不 是 1 
的 号 码 开始 . (用 来 成 为 序列 的 号 码 的 标示 物 是 什么 是 无 关 紧 要 的 , 例如 我 们 可 使 
用 (ak) 吧 ,也 可 用 (os)s 它们 确切 地 表示 同一 个 序列 .) 我 们 可 以 像 以 前 完全 
一 样 地 定义 Cauchy 序列 的 概念 . 

定义 6.1.3( 实 数 的 Cauchy 序列 )” 设 。 > 0 是 一 个 实数 . 一 个 实数 列 (an)se_N 
叫做 是 e- 稳定 的 , 当 且 仅 当 对 于 一 切 j,k > N，aj,ak 都 是 e- 接近 的 . 一 个 从 某 号 
码 m 开始 的 序列 (as)se.， 叫 作 是 终极 e- 稳定 的 , 当 且 仅 当 存在 某 个 N > m, 使 得 
(an)se_w 是 s- 稳定 的 . 我 们 说 (au)se 是 Cauchy 序列 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 es > 0 
它 都 是 终极 e- 稳定 的 . 


Q 以 后 简称 为 实数 列 . 一 一 译 者 注 
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用 男 一 种 方式 来 说 , 一 个 实数 列 (a%)2, 是 Cauchy 序列 , 如 果 对 于 每 个 实数 
e > 0, 都 存在 N > m, 使 得 对 于 一 切 wm' > N，|an 一 aw| < e. 这 些 定义 与 关于 
比例 数 的 对 应 的 定义 (定义 5.1.3、 定 义 5.1.6 和 定义 5.1.8) 都 是 相 容 的 , 尽管 对 于 
Cauchy 序列 验证 相 容 性 要 稍微 仔细 一 点 . 

命题 6.1.4 设 (an)% 是 从 号 码 m 开始 的 比例 数 的 序列 , 那么 (an)ge_， 是 
按 定义 5.1.8 的 意义 的 Cauchy 序列 ， 当 且 仅 当 它 是 按 定义 6.1.3 的 意义 的 Cauchy 
序列 . 

证 明 ” 先 设 (a%,)%_,, 依 定义 6.1.3 是 Cauchy 序列 . 那么 对 于 每 个 实数 < > 0， 
它 都 是 终极 e- 稳定 的 . 特别 地 , 对 于 每 个 比例 数 s > 0, 它 都 是 终极 e- 稳定 的 , 这 
使 它 按 定义 5.1.8 的 意义 是 Cauchy 序列 . 

现在 假设 (a,,)%_,, 按 定 义 5.1.8 是 Cauchy 序列 . 那么 对 于 每 个 比例 数 e > 0， 
它 都 是 终极 e- 稳定 的 . 如 果 s > 0 是 实数 , 那么 根据 命题 5.4.14, 存在 一 个 比例 数 
s' > 0, 它 比 s 小 . 由 于 s' 是 比例 数 , 我 们 知道 (a,,)%_,, 是 终极 a'- 稳定 的 . 由 于 
e' < s, 这 表明 (a,,)%>,, 是 终极 e- 稳定 的 . 由 于 e 是 任意 的 正 的 实数 , 于 是 我 们 看 
到 (au)se ， 按 定义 6.1.3 的 意义 是 Cauchy 序列 . | 

根据 这 个 命题 , 我 们 不 再 介意 定义 5.1.8 和 定义 6.1.3 之 间 的 区 别 , 而 把 Cauchy 
序列 的 概念 看 作 是 一 个 单一 的 统一 的 概念 . 

现在 我 们 来 谈 谈 , 一 个 实数 列 收敛 到 某 极限 工 是 什么 意思 . 

定义 6.1.5( 序 列 的 收敛 ) ” 设 。 > 0 是 实数 , 并 且 工 是 实数 .一 个 实数 列 
(an)s_Nw 叫 作 是 e- 接近 工 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 nr” > N，oan 都 是 e- 接近 于 工 的 ， 
也 就 是 说 , 对 于 每 个 n > N，|an 一 L| < e. 我 们 说 序列 (an)%> ,是 终极 e- 接 
近 于 工 的 , 当 且 仅 当 存 在 N > m, 使 得 (an)%> wy 是 e- 接近 于 工 的 . 我 们 说 序列 
(an)%% 收 全 到 工 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 实数 s > 0, 它 是 终极 e- 接近 于 工 的 . 

可 以 展开 这 里 的 全 部 定义 , 也 可 以 更 直接 地 写 出 收敛 的 概念 ; 见习 题 6.1.2. 

例 6.1.6 序列 

0.9, 0.99, 0.999, 0.999 9,.… 


是 0.1- 接近 于 1 的 , 但 不 是 0.01 接近 于 1 的 , 这 决定 于 序列 的 第 一 项 . 但 是 它 是 终 
极 0.01- 接近 于 1 的 . 事实 上 , 对 于 每 个 。 > 0, 这 个 序列 都 是 终 级 e- 接近 于 1 的 ， 
所 以 , 它 收敛 到 1. 

命题 6.1.7( 极 限 的 唯一 性 ) ” 设 (an)%2n, 是 从 整数 号 码 m 起 始 的 实数 列 , 并 
设 工 关 L 是 两 个 不 同 的 实数 . 那么 , (an)co_， 不 可 能 同时 收敛 到 工 和 卫 . 

证 明 用 反 证 法 . 设 (a,)%,, 同时 收敛 到 工 和 一. 令 e = 让 三 一 也， 由 于 
卫 关 元 , 所 以 < 是 正 数 . 由 于 (an)%,, 收敛 到 也 , 我 们 知道 (an)se.。 是 终极 s- 接 
近 于 工 的 ; 于 是 存在 N > m 使 得 对 于 一 切 > N 有 d(a,Z) 和 e. 类 似 地 , 存在 


104 第 6 章 序列 的 极限 


M > m 使 得 对 于 一 切 n > M 有 d(an,L') < e. 特别 地 , 如 果 令 n := max(N,M), 那 
么 有 d(an,L) <e 和 d(an,L') < e. 于 是 根据 三 角形 不 等 式 d(L, LL') < 2s = 引 L- 攻 . 
但 那样 的 话 , 就 有 

IL-T< 3IL-5. 


这 与 |L 一 | > 0 矛盾 . 于 是 , 同时 收敛 到 L 和 L' 是 不 可 能 的 . 硬 
既然 我 们 知道 极限 是 唯一 的 , 我 们 就 可 以 设置 一 个 记号 来 确定 它们 . 
定义 6.1.8( 序 列 的 极限 ) ”如 果 序 列 (an)%， 收敛 到 某 实数 工 , 我 们 就 说 这 个 
序列 是 收敛 的 , 并 且 它 的 极限 是 L, 记 作 


L= Lim Ds 


如 果 序 列 (an)se_。 不 收敛 到 任何 实数 L, 我 们 就 说 序列 (au)se.,。 是 发 散 的 , 并 且 认 
为 lim an 无 定义 ? 

注意 , 命题 6.1.7 保证 一 个 序列 最 多 可 以 有 一 个 极限 . 于 是 , 如 果 极 限 存在 , 它 
就 是 唯一 的 实数 , 否则 它 就 没有 定义 . 

注 6.1.9 ”记号 ,lim an 对 于 序列 的 起 始 号 码 m 没有 给 予 任何 标示 , 但 起 始 
号 码 是 毫 无 关系 的 (习题 6.1.3)， 所 以 在 我 们 往 后 的 讨论 中 , 我 们 将 不 太 关 心 序 列 
从 何 处 起 始 , 而 主要 集中 注意 它们 的 极限 . 

我 们 有 时 用 短语 “ 当 n 一 co 时 an 一 玉 作为 语句 “(an)2 收敛 到 z” 的 替 
代 写 法 . 应 记 住 , 虽然 单独 的 语句 an 一 z 和 一 co 没有 任何 严格 的 意义 ; 这 个 短 
语 只 是 一 个 记号 , 然而 是 一 个 很 有 启发 性 的 记号 . 

注 6.1.10 ”用 以 代表 号 码 的 字母 (在 我 们 的 情况 下 , 是 n) 的 具体 选取 是 无 关 
紧要 的 ; 例如 , 短语 Am ak 与 lim an 确切 地 具有 同样 的 意思 . 有 时 为 了 避免 符号 
的 冲突 而 改变 号 码 的 符号 是 很 方便 的 . 例如 我 们 可 能 要 把 ” 换 成 &, 如 果 nn 同时 用 
于 某 种 其 他 目的 , 而 我 们 要 减少 混淆 的 可 能 的 话 . 见习 题 6.1.4. 

命题 6.1.11 我 人 有 lim 去 = 0 

证 明 ”我 们 必须 证 明 序 列 (as)%1 收敛 到 0, 其 中 an := 二 . 换 铝 话说 , 对 于 每 
个 s > 0, 需要 证 明 序列 (an)se_, 是 终极 e- 接近 于 0 的 . 于 是 , 设 s > 0 是 任意 的 一 
个 实数 . 我 们 必须 找 一 个 N 使 得 对 于 每 个 n> N，|an - 0| 和 e. 但 是 如 果 n> N， 
那么 

ln-01=|2-0|=i< 


@ 通常 (an)?2_ 发 散 到 oo 或 一 co 分 别 记 作 
Jim an 一 co 或 lim, an = 一 oo. 一 一 译 者 注 
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于 是 , 如 果 我 们 取 N > :( 此 事 可 根据 阿 基 米 德 原理 而 实现 ), 那么 志 < <s， 从 而 
(an)?_w 是 e- 接近 于 0 的 . 于 是 (an)se_; 是 终极 e- 接近 于 0 的 . 由 于 s 是 任意 的 ， 
(an)?1 收敛 到 0. 图 

命题 6.1.12( 收 敛 的 序列 是 Cauchy 序列 ) 设 (an)%2,, 是 一 个 收敛 的 实数 列 ， 
那么 (an)>>,, 是 Cauchy 序列 . 

证 明 ”见习 题 6.1.5. 图 

例 6.1.13 ”序列 1, -1 1, -1 1, 一 1,… 不 是 Cauchy 序列 (因为 它 不 是 终极 
1- 稳定 的 ), 所 以 根据 命题 6.1.12 它 不 是 收敛 的 序列 . 

注 6.1.14 ”对 于 命题 6.1.12 的 逆 命 题 , 见 下 面 的 定理 6.4.18. 

现在 我 们 来 证 明 , 形式 极限 可 以 被 实际 极限 所 包含 , 就 像 构 造 整 数 时 , 形式 减 
法 被 实际 减法 所 包含 , 以 及 构造 比例 数 时 , 形式 除法 被 实际 除法 所 包含 那样 . 

命题 6.1.15( 形 式 极限 是 真实 的 极限 ) ” 设 (an)%21 是 比例 数 的 Cauchy 序列 ， 
那么 (an)?21 收 伍 到 LIM ,coan, 即 


LIM， -oan = lim an. 
Nn—00 


证 明 ”见习 题 6.1.6. 国 

定义 6.1.16( 有 界 序列 ) ”一 个 实数 列 (an)se.,。 是 界 于 实数 M 的 当 且 仅 当 对 
于 一 切 n > m, 有 jan| < M. 我 们 说 (an)%2;, 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 它 是 界 于 某 实 数 
M >0 的 . 

这 个 定义 与 定义 5.1.12 是 相 容 的 ; 见习 题 6.1.7. 

从 引 理 5.1.15 回想 起 , 每 个 比例 数 的 Cauchy 序列 是 有 界 的 . 对 该 引 理 的 证 明 
进行 仔细 考察 就 可 发 现 , 同样 的 论证 对 于 实数 的 Cauchy 序列 也 适用 : 每 个 实数 的 
Cauchy 序列 是 有 界 的 . 特别 地 , 从 命题 6.1.12 我 们 得 到 

推论 6.1.17 “实数 的 收敛 序列 是 有 界 的 . 

例 6.1.18 序列 1, 2, 3, 4, 5,.… 不 是 有 界 的 , 从 而 不 是 收敛 的 . 

我 们 现在 可 以 证 明 通 常 的 极限 算 律 . 

定理 6.1.19( 极 限 算 律 ) 设 (on)s2 和 (bo)s， 是 收 伍 的 实数 序列 , 并 设 r,y 
是 实数 

天 im Cn 1:= dim Dn 

(a) 序列 (an 十 br)2 收 人 证 到 工 十 y, 即 

,lim (an 十 加 ) = ,lim an 十 im ne 


(b) 序列 (anbn)Pm 收 合 到 zy, 即 


lim (anbn) = (lim an)( lim pm). 
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(c) 对 于 任意 实数 c, 序列 (can)?8.， 收 伊 到 cz, 即 
(d) 序列 (an 一 br) 收 人 证 到 工 一 y, 即 
加 - 约 = 如 


(e) 设 Yy 关 0 并 且 对 于 一 切 n>>m，bn 关 0. 那么 序列 (b71)%2, 收 人 证 到 y-!， 


eo ee 
(GO 设 y 关 0 并 且 对 于 一 切 n>m，bn 关 0. 那么 序列 (器 ) 窟 m 收 全 到 多， 即 
lim an 


Qn Nn—+00 


im 一 - 
n—00 by, lim pn 
多 一 DO 


(g) 序列 (max(an,bn))z2m 收敛 到 max(z,y),， 即 
im max(an, bn) = max( lim an, lim bn,). 
(h) 序列 (min(an,bn))am 收敛 到 min(z,y), 即 


lim min(an, bn) = min( lim an, lim b,). 
人 一 DO 多 一 DO 也 一 CO 


证 明 ”见习 题 6.1.8. 图 


6.1.1 


6.1.2 


6.1.3 


6.1.4 


6.1.5 
6.1.6 


习 题 6.1 


设 (an)Eo 是 一 个 实数 列 , 对 每 个 自然 数 n 满足 an+1 > an. 证 明 只 要 m 和 mm 是 自然 
数 , 使 得 m > n, 我 们 就 有 ar > an. (我 们 把 这 样 的 序列 叫 作 增 序列 .) 

设 (an) 人 om 是 一 个 实数 列 , 并 且 工 是 一 个 实数 . 证 明 : (an)2,, 收敛 到 元 , 当 且 仅 当 
对 于 任何 给 定 的 es > 0 都 能 找到 N > rn, 使 得 对 于 一 切 n> NN, lan 一 L|<e. 

设 (an) 污 mm 是 一 个 实数 列 , c 是 实数 , 并 且 设 m' > mm 是 整数 . 证 明 : (an)s 收敛 到 
c 当 且 仅 当 (an)%>,, 收敛 到 c. 

设 (an) 窟 m 是 一 个 实数 列 , 设 c 是 实数 , 并 且 设 k > 0 是 不 小 于 0 的 整数 .证 明 
(an)2m 收敛 到 c 当 且 仅 当 (arn) 总 收敛 到 c. 

证 明 命题 6.1.12. (提示 : 使 用 三 角形 不 等 式 或 命题 4.3.7.) 

按 下 面 的 步骤 证 明 命题 6.1.15， 设 (an) 吕 是 比例 数 的 Cauchy 序列 , 并 记 工 := 
LIMn 一 coan. 我 们 必须 证 明 (an)Cm 收敛 到 工 . 设 s > 0. 用 反 证 法 , 假定 (an)%2 不 
是 终极 e- 接近 于 工 的 . 据 此 , 以 及 (an) 吕 nn 是 Cauchy 序列 的 事实 , 证 明 存 在 N > mm， 
使 得 对 于 一 切 n > N, an > L+ 3e, 或 者 对 于 一 切 n > N, an < 工 一 3e. 然后 使 用 习 
题 5.4.8. 
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6.1.7 ”证 明定 义 6.1.16 与 定义 5.1.12 是 相 容 的 ( 即 , 证 明 当 以 有 界 序列 代替 Cauchy 序列 时 ， 
与 命 古 6.1.4 的 类 似 的 命题 ). 

6.1.8 ”证 明定 理 6.1.9，( 提 示 : 你 可 以 使 用 定理 的 某 些 部 分 去 证 明 另 一 些 部 分 , 例如 (b) 可 用 
来 证 明 (c); (a) 和 (c) 可 用 来 证 明 (d); 而 (b) 和 (e) 可 用 来 证 明 (f). 与 引 理 5.3.6、 
命题 5.3.10 以 及 引 理 5.3.15 的 证 明 类 似 . 对 于 (e), 你 可 能 需要 先 证 一 个 辅助 的 结果 : 
任何 其 项 非 零 而 收敛 到 非 零 极限 的 序列 是 限制 离开 零 的 .) 

6.1.9 ”解释 为 什么 定理 6.1.19(f) 当 分 母 的 极限 为 0 时 不 成 立 . (要 修正 此 问题 , 需要 LIH6pital 
法 则 , 见 810.5.) 

6.1.10 ”证 明定 义 5.2.6 中 , 等 价 的 Cauchy 序列 这 一 概念 当 s 被 要 求 取 正 的 实数 以 代替 取 正 

的 比例 数 时, 毫 不 改变 . 更 准确 地 说 , 如 果 (an)Eo 和 (加 ) 呢 是 实数 列 , 证 明 它们 对 
于 每 个 比例 数 = > 0 是 终极 e- 接近 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 实数 = > 0 它们 是 终极 e- 接 
近 的 . (提示 : 修改 命题 6.1.4 的 证 明 .) 


86.2 ”广义 实数 系 


有 些 序列 不 收敛 到 任何 实数 , 但 似乎 要 趋 于 +oo 或 -oo. 例如 , 直观 上 看 , 序 
列 
1, 2, 3, 4, 5,.…- 


应 该 趋 于 +co, 而 
Ss 


应 该 趋 于 -oo. 同时 , 序列 
We nh Pe Ke Es RA 


好 像 不 趋 于 任何 东西 (虽然 稍 后 我 们 将 看 到 它 有 “极限 点 "+1 和 一 1). 类 似 地 , 序 
列 
1, 一 2， 3， —4, 5， 一 6， 站 


不 收敛 到 任何 实数 , 也 不 像 是 趋 于 +oo 或 趋 于 -co. 要 把 事情 弄 准确 , 我 们 需要 谈 
一 下 叫 作 广义 实数 系 的 东西 . 

定义 6.2.1( 广 义 实数 系 ) ”广义 实数 系 R* 是 实 直线 及 附 上 两 个 叫做 +ce 和 
一 00 的 元 素 . 这 两 个 元 素 彼此 不 同 也 与 每 个 实数 不 同 . 一 个 广义 实数 z 叫 作 有 限 的 
当 且 仅 当 它 是 实数 , 而 叫做 无 限 的 当 且 仅 当 它 等 于 +oo 或 -co. (这 个 定义 与 83.6 
中 定义 的 集合 的 有 限 和 无 限 并 不 直接 相关 , 虽然 它 在 精神 上 是 类 似 的 .) 

这 些 新 的 符号 , +ce 和 -co, 眼下 还 没有 多 大 意思 , 因为 我 们 还 没有 操作 它们 
的 运算 (除了 等 于 “=” 和 不 等 于 “” 之 外 ). 现在 我 们 在 广义 实数 系 中 添置 一 些 运 
算 . 
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定义 6.2.2( 广 义 实数 的 负 运算 ) ”我 们 把 及 上 的 负 运 算 z 上 -7 推广 到 R*， 
定义 一 (+00) := 一 00 以 及 (00) := 十 oo. 

于 是 每 个 广义 实数 z 都 有 一 个 负数 , 而 且 一 (x) 永远 等 于 zx. 

定义 6.2.3( 广 义 实数 的 编 序 )” 设 z 和 y 是 广义 实数 . 我 们 说 z < y, 即 z 小 
于 或 等 于 y, 当 且 仅 当 以 下 三 命题 之 一 成 立 : 

(a) z,y 是 实数 , 且 作 为 实数 z < y. 

(b) y = 十 co. 

(c) Z = 一 co. 

我 们 说 z < y 如 果 我 们 有 z < y 以 及 xz 关 y. 有 时 我 们 把 z < y 写成 y > z, 把 
z 入 4 写成 y > 7z. 

例 6.2.4 3 和 5, 3< +eo, 并 且 -co < +co, 但 3 关 一 co. 

关于 广义 实数 系 的 序 和 负 运 算 的 一 些 基本 性 质 : 

命题 6.2.5 设 Z,y,z 是 广义 实数 . 那么 下 述 命题 成 立 : 

(a) ( 自 反 性 ) 我 们 有 z 和 7Z. 

(b) (三 歧 性 ) 命题 z <y, 工 =Yy,T>Y 中 恰 有 一 个 成 立 . 

(c) (传递 性 ) 如 果 T<y, 且 yy<z, 那 么 XT<&. 

(d) ( 负 运 算 颠 倒 次 序 ) 如 果 工 yy, 那么 一 y < 一 Zz. 

证 明 ”见习 题 6.2.1. 国 

也 可 以 在 广义 实数 系 中 引入 其 他 运算 , 如 加 法 和 乘法 等 . 但 是 , 这 是 有 点 危险 
的 , 因为 这 些 运算 几乎 肯定 不 遵从 熟悉 的 代数 法 则 . 例如 , 为 定义 加 法 , 好 像 有 理由 
(根据 对 应 于 无 限 的 直观 感觉 ) 令 +co +5 = oo 以 及 +oo + 3 = +co, 但 这 就 推出 
+o0 十 5 二 十 oo 十 3, 而 5 关 3. 于 是 , 像 消去 律 之 类 的 东西 一 旦 要 施行 到 含有 无 限 的 
运算 就 要 失效 . 为 了 避免 此 类 事项 , 我 们 就 简单 地 对 广义 实数 系 不 定义 任何 算术 运 
算 , 除了 负 运 算 和 序 以 外 . 

记得 我 们 定义 了 实数 集 EE 的 supremum 的 概念 和 最 小 上 界 的 概念 ; 它 给 出 一 
个 广义 实数 sup( 五 ), 或 为 有 限 的 或 为 无 限 的 . 我 们 现在 对 此 概念 稍 作 推 广 . 

定义 6.2.6( 广 义 实数 集 的 上 确 界 ) ” 设 马 是 R* 的 子 集合 , 我 们 用 下 面 的 法 则 
来 定义 EE 的 上 确 界 或 最 小 上 界 sup(E).” 

(a) 如 果 马 包 含 于 恨 ( 即 +oce 和 -co 不 是 EE 的 元 素 ), 那么 我 们 令 sup(E) 由 
定义 5.5.10 确定 . 

(b) 如 果 马 含 有 +oo, 那么 我 们 令 sup(E) := 上 +eo. 


Q@ 定义 6.2.6 和 定义 5.5.10 的 一 个 重要 区 别 是 , R* 本 身 就 是 有 界 集 . 了 * 的 任何 子 集 都 有 最 小 上 界 , 即 
上 确 界 . 而 按 定义 5.5.10, 不 能 说 无 上 界 的 集合 有 .上 确 界 . 所 以 在 区 中 , sup( 巨 ) = 十 oo 不 叫 作 上 
确 界 ( 见 定义 5.5.10 的 脚注 ). 一 一 译 者 注 
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(c) 如 果 忆 不 含 +oo 但 含有 -co, 那么 我 们 令 sup(E) := sup(B\ {一 00})( 而 
思 \ {一 00} 是 RR 的 一 个 子 集 , 从 而 落 入 情形 (a)). 
我 们 也 定义 EB 的 下 确 界 ( 即 最 大 下 界 ) 为 


inf(E) := 一 Sup( 一 五 ). 


其 中 -EE 是 集合 -已 := {-z:z€ EE}. 
例 6.2.7 设 马 是 负 整 数 及 -00 的 全 体 : 


E= {—1, —2, 一 3 -}U{—o0}. 
那么 sup(E) = sup(B\ {一 00}) = -1 而 
inf(E) := — sup(—E) = 一 co. 


例 6.2.8 集合 {0.9, 0.99, 0.999, 0.999 9,…} 的 上 确 界 是 1, 下 确 界 是 0.9. 注 
意 这 里 上 确 界 并 不 实际 属于 此 集合 , 但 它 在 一 定 意义 下 从 右 方 “ 触 及 ”此 集合 . 

例 6.2.9 ”集合 {1, 2, 3, 4, 5.…} 有 下 确 界 1 和 上 确 界 (在 R* 中 ) 上 +oo. 

例 6.2.10 ” 设 马 是 空 集 . 那么 , sup() := -co 并 且 inf(E) = +oo (为 什么 ?). 
这 是 supremum 小 于 infmum 的 唯一 情形 . (为 什么 ?) 

可 以 像 下 面 那样 直观 地 想象 EB 的 上 确 界 . 

想象 实 直 线 以 某 种 方式 在 最 右 端 安置 了 -oo 而 在 最 左 端 安置 了 -oo. 想象 一 
个 活塞 从 +oo 处 向 左 移动 直到 遇 到 为止 ; 它 停 下 来 的 位 置 就 是 E 的 上 确 界 . 类 
似 地 , 如 果 想 象 一 个 活塞 从 一 oo 处 向 右 移动 直到 过 到 EE 而 停 , 它 停 下 来 的 位 置 就 
是 户 的 下 确 界 . 当 EB 是 空 集 时 , 两 个 活塞 彼此 穿 过 , 上 确 界 落 在 -co, 而 下 确 界 落 
在 +co. 

下 面 的 定理 为 术语 “最 小 上 界 ” 和 “最 大 下 界 ” 提 供 了 合理 的 解释 . 

定理 6.2.11 设 马 是 人 R* 的 子 集合 . 那么 下 述 各 命题 成 立 : 

(a) 对 于 每 个 re 五 , 我 们 有 zz < sup(E) 以 及 了 > inf(5). 

(b) 设 M 是 瑟 的 上 界 , 即 对 于 一 切 Zz EB,z< JM. 那么 我 们 有 sup(E)<< M. 

(b) 设 M 是 妃 的 下 界 , 即 对 于 一 切 ze 也 zy> AM 那么 我 们 有 inf(E)>M. 

证 明 ”见习 题 6.2.2. 图 


习 题 6.2 
6.2.1 ”证 明 命 题 6.2.5. (提示 : 你 可 能 用 得 着 命题 5.4.7.) 
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6.2.2 ”证 明 命 题 6.2.11. (提示 : 可 能 要 分 二 oo 或 -co 是 否 属于 忆 的 情形 来 考虑 . 你 当然 可 
以 使 用 命题 5.5.10, 只 要 瑟 仅 由 实数 组 成 .) 


86.3 ”序列 的 上 确 界 和 下 确 界 


定义 了 实数 系 的 上 确 界 和 下 确 界 之 后 , 我 们 现在 也 可 以 谈论 序列 的 上 确 界 和 下 
确 界 . 

定义 6.3.1( 序 列 的 sup 和 inf)” 设 (as)se,。 是 一 个 实数 列 , 那么 我 们 定义 
sup(an)s2 mn 为 集合 {an : n > m} 的 上 确 界 , inf(an)%,, 为 同一 集合 {an :n> m} 
的 下 确 界 . 

注 6.3.2 量 sup(an)%,, 和 inf(a,)%>,, 有 时 分 别 写作 


en an 和 nf an. 

例 6.3.3 设 on := (--1)", 于 是 (an)se_; 是 序列 -1 1 一 1, 1,:…. 那么 集合 
{an : n > 1} 恰 是 两 元 素 集 {一 1, 1}, 从 而 sup(an)s2， 等 于 1. 类 似 地 , inf(an,)% 
等 于 一 1. 

例 6.3.4 设 a := 上 ,于 是 (an)%> 1 是 序列 1, ,二 ,+,…， 那么 集合 {an : 
n 之 1} 是 可 数 集 {1, ,3, 3,…:}. 于 是 sup(an)%1 = 1 并且 inf(an)%21 =0 (习题 
6.3.1). 注意 , 这 里 序列 的 下 确 界 事实 上 并 不 是 序列 的 一 个 元 素 , 尽管 它 最 终 与 序列 
非常 接近 . (所 以 , 把 上 确 界 和 下 确 界 分 别 认 为 是 “序列 最 大 元 素 ” 和 “序列 最 小 元 
素 ” 是 有 点 不 准确 的 .) 

例 6.3.5 设 an := mw 于 是 (an)8: 是 序列 1, 2, 3, 4 …… 那么 集合 {an :n> 
1} 恰 是 正 整数 的 集合 {1, 2, 3, 4,…}. 那么 sup(an)9: = +oo 而 inf(an)%21 = 1 

如 上 例 所 示 , 一 个 序列 的 上 确 界 或 下 确 界 可 能 是 -oo 或 -oo. 但 是 , 如 果 一 个 
序列 (an)s2. 是 有 界 的 , 比如 说 界 于 M, 那么 序列 的 全 部 元 素 都 介 于 -M 和 M 之 
间 , 从 而 集合 {an : n > m} 有 上 界 M 及 下 界 -M-. 由 于 这 个 集合 明显 不 空 , 所 以 
我 们 可 以 断定 有 界 序 列 的 上 确 界 和 下 确 界 都 是 实数 ( 即 , 不 是 +co 和 一 o00). 

命题 6.3.6( 最 小 上 界 性 质 ) ” 设 (an)%2n 是 实数 列 , 并 设 z 是 广义 实数 z := 
sup(an)S.m. 那么 对 于 一 切 n>>m 有 an < I. 另外 , 只 要 JM ERR* 是 (an)s2 的 
一 个 上 界 ( 即 对 于 一 切 n 宇 m，an < M), 就 有 x 过 M. 最 后 , 对 于 每 个 满足 8 < 了 z 
的 广义 实数 y, 至 少 存 在 一 个 之 mm, 使 得 < an < 六. 

证 明 ”见习 题 6.3.2. 国 

注 6.3.7 对 于 下 确 界 , 有 相应 的 命题 , 只 需 把 一 切 序 关 系 颠 倒 过 来 , 例如 , 上 
界 要 换 成 下 界 , 等 等 . 证 明 完 全 相同 . 
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现在 我 们 给 出 一 个 上 确 界 和 下 确 界 概念 的 应 用 . 在 上 一 节 中 我 们 看 到 , 一 切 收 
敛 序列 都 是 有 界 的 . 自然 会 问 , 逆 命 是 是 否 成 立 : 是 不 是 一 切 有 界 序列 都 是 收敛 的 ? 
回答 是 否定 的 . 作为 例子 , 序列 1, -1, 1, -1,… 是 有 界 的 , 但 它 不 是 Cauchy 序列 ， 
因此 不 是 收敛 的 . 但 是 , 如 果 我 们 让 序列 同时 是 有 界 的 和 单调 的 ( 即 , 增 的 或 减 的 )， 
那么 , 它 肯 定 收敛 : 

命题 6.3.8( 单 调 有 界 序列 收敛 ) 设 (an)%2,, 是 具有 有 限 的 上 界 M Ee 民 的 实 
数列 , 而 且 它 也 是 单调 增 的 ( 即 对 于 一 切 允 >7m，an+li 之 an). 那么 (an)2>m 收敛， 
并 且 事 实 上 


lim an = sup(an)?m < AM 
人 一 OO 


证 明 ”见习 题 6.3.3. 加 

可 以 类 似 地 证 明 , 如 果 一 个 序列 (a,)%2,, 是 有 下 界 的 并 且 是 减 的 ( 即 ,，an+i < 
an), 那么 , 它 是 收 和 敛 的 , 并 且 极限 等 于 下 确 界 . 

一 个 序列 叫 作 是 单调 的 , 如 果 它 是 增 的 , 或 者 它 是 减 的 .从 命题 6.3.8 和 推论 
6.1.17 我 们 看 到 , 一 个 单调 序列 收敛 当 且 仅 当 它 是 有 界 的 . 

例 6.3.9 ”序列 3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.141 5,.…… 是 增 的 并 且 有 上 界 4. 于 是 根据 
命题 6.3.8, 它 必定 有 极限 , 此 极限 是 小 于 或 等 于 4 的 实数 . 

命题 6.3.8 断言 , 单调 序列 有 极限 , 但 并 没有 直接 说 出 这 个 极限 是 什么 . 但 是 ， 
一 旦 断定 极限 存在 , 常常 做 一 个 额外 的 工作 就 能 找 出 这 个 极限 . 例如 : 

命题 6.3.10 设 0<z<1. 那 么 我 们 有 im z" = 0， 

证 明 由 于 0 < z <1 可 以 证 明 序列 (zn)se_; 是 减 的 (为 什么 ?). 另 一 方面 ， 
(zn)21 以 0 为 下 界 . 于 是 , 根据 命题 6.3.8 (用 下 确 界 代替 上 确 界 ), 序列 (zn)?2_; 
收敛 到 某 极限 L. 由 于 z?+1l = z x Zn, 从 极限 的 算 律 (定理 6.1.19) 看 到 (zn)se_; 收 
敛 到 zL. 但 是 序列 (z,)%2 1 恰 是 序列 (zn)se_， 增 加 一 项 , 从 而 它们 必定 有 同样 的 
极限 (为 什么 ?). 所 以 zL = 工 . 由 于 xz 关 1, 我 们 可 解 出 工 = 0. 于 是 (zu)se_; 收敛 
到 0. 加 

注意 , 这 个 证 明 当 zx > 1 时 无 效 (习题 6.3.4). 


习 题 6.3 


6.3.1 ”验证 例 6.3.4 的 结论 . 

6.3.2 ”证 明 命 题 6.3.6. (提示 : 使 用 定理 6.2.11.) 

6.3.3 ”证 明 命题 6.3.8. (提示 : 使 用 命题 6.3.6 以 及 (an)% 是 增 序列 的 假定 , 证 明 (an)%, 
收敛 到 sup(an)Em.) 

6.3.4 ”解释 为 什么 命题 6.3.10 当 z > 1 时 不 成 立 . 事实 上 , 证 明 序 列 (z")22.; 当 z > 1 时 发 
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散 . (提示 : 用 反 证 法 以 及 恒等式 (1)"z” = 1, 并 且 使 用 定理 6.1.19 中 的 极限 算 律 .) 将 
此 与 例 1.2.3 中 的 论述 相 比 较 , 你 现在 能 解释 那个 例子 中 所 出 毛病 的 原因 吗 ? 


86.4 ”上 极限 、 下 极限 和 极限 点 


考虑 序列 
1.1 一 1.01, 1.001, 一 1.000 1, 1.000 01,…… . 


如 果 画 出 这 个 序列 的 图 像 , 那么 就 能 看 到 ( 非 正 式 地 ) 这 个 序列 不 收敛 ; 这 个 序 
列 中 有 一 半 接 近 1 而 另 一 半 接 近 -1, 但 它 既 不 收敛 到 1 也 不 收敛 到 -1; 例如 , 它 
不 会 终极 #- 接近 1, 也 不 会 终极 - 接近 -1. 但 是 , 即使 -1 和 1 完全 不 是 此 序列 
的 极限 , 好 像 它们 还 是 以 某 种 模糊 的 方式 “要 ”成 为 极限 . 为 把 这 个 观念 弄 清 楚 , 我 
们 引入 极限 点 的 概念 . 

定义 6.4.1( 极 限 点 )” 设 (a%)%,, 是 实数 列 , z 是 实数 , 并 且 设 实数 es > 0. 我 
们 说 z 是 e- 附着 于 (au)se.， 的 , 当 且 仅 当 存在 n > m, 使 得 a,, 是 e- 接近 于 rz 的 . 
我 们 说 z 是 持续 e- 附着 于 (a%)?2, 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 N > m, 它 都 是 e- 附着 
于 (an)s_x 的 . 我 们 说 z 是 (an)%> 的 极限 点 或 附着 点 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 e > 0， 
它 都 是 持续 e- 附着 于 (an)se_,。 的 . 

注 6.4.2 ”动词 “附着 (to adhere)” 与 “粘贴 (to stick to)” 大 体 上 同 义 ; 同样 
还 有 形容 词 “ 附 着 的 (adhesive)”. 

把 所 有 的 定义 展开 , 我 们 看 到 , z 是 (an)se.， 的 极限 点 , 如 果 对 于 每 个 es > 0 和 
每 个 N > m, 都 存在 一 个 n > N 使 得 |a,, 一 z| < e. (为 什么 这 是 同一 个 定义 ?) 注 
意 序列 是 e- 接近 于 工 的 ( 它 指 的 是 序列 的 一 切 元 素 都 在 与 工 的 距离 为 < 的 范围 
之 内 ) 与 也 是 < - 附着 于 序列 ( 它 只 需 序列 的 一 个 单个 的 元 素 在 工 的 距离 为 s 的 
范围 之 内 ) 这 两 名 话 之 间 的 区 别 . 还 有 , 为 使 工 是 持续 e- 附着 于 (a,)>,, 的 , 它 必 
须 对 于 一 切 N > mm 都 是 e- 附着 于 (au)?e_w 的 , 而 为 使 (an)sce-.， 是 终极 e- 接近 于 
工 的 , 我 们 只 需要 对 于 某 个 N > m，(an,)%_w 是 =- 接近 工 的 . 于 是 , 在 极限 与 极限 
点 之 间 存 在 某 些 微妙 的 量化 的 差别 . 

注意 , 极限 点 只 定义 为 有 限 的 实数 . 严格 地 定义 +eo 或 -co 为 极限 点 的 概念 
也 是 可 能 的 ; 见习 题 6.4.8. 

例 6.4.3 ” 设 (as)se.; 代表 序列 


0.9, 0.99, 0.999, 0.999 9, 0.999 99, .…. 


数 0.8 是 0.1- 附着 于 此 序列 的 , 因为 0.8 是 0.1- 接近 于 0.9 的 , 0.9 是 此 序列 的 一 
项 . 但 是 , 0.8 不 是 持续 0.1- 附着 于 这 个 序列 的 , 因为 一 旦 把 序列 的 第 一 项 删 掉 , 就 
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没有 序列 的 元 素 是 0.1- 接近 0.8 的 . 所 以 0.8 不 是 这 个 序列 的 极限 点 . 另 一 方面 ， 
数 1 是 0.1- 附着 于 这 个 序列 的 , 而 且 事实 上 是 持续 0.1- 附着 于 这 个 序列 的 , 因为 不 
管 删 去 这 个 序列 多 少 个 开头 的 项 , 依然 有 与 1 是 0.1- 接近 的 项 . 事实 上 , 对 于 每 个 
e > 0, 数 1 都 是 持续 。- 附着 于 这 个 序列 的 , 从 而 是 这 个 序列 的 一 个 极限 点 . 

例 6.4.4 ”现在 考虑 序列 


1.1, —1.01, 1.001, ~1.000 1, 1.000 01,.….. 


数 1 是 0.1- 附着 于 这 个 序列 的 ; 事实 上 它 是 持续 0.1- 附着 于 这 个 序列 的 , 因为 不 管 
删 去 序列 的 多 少 (有 限 ) 项 , 仍 有 某 些 项 是 0.1- 接近 于 1 的 . (如 早先 讨论 过 的 , 不 
需要 全 部 元 素 都 0.1- 接近 于 1, 而 只 需要 一 些 ; 于 是 0.1- 附着 弱 于 0.1- 接近 , 而 持 
续 0.1- 附着 是 与 终极 0.1- 接近 不 同 的 概念 .) 事实 上 , 对 于 每 个 e > 0, 数 1 都 是 持 
续 e- 附着 于 这 个 序列 的 , 于 是 它 是 这 个 序列 的 极限 点 . 类 似 地 , -1 也 是 这 个 序列 
的 极限 点 ; 但 是 0 作为 例子 不 是 这 个 序列 的 极限 点 , 因为 它 不 是 持续 0.1- 附着 于 这 
个 序列 的 . 

极限 当然 是 极限 点 的 特殊 情形 . 

命题 6.4.5( 极 限 是 极限 点 ) ” 设 (an)%>,, 是 收敛 到 实数 c 的 序列 . 那么 c 是 
(an)22m 的 极限 点 , 并 且 事 实 上 它 是 (an)s2， 的 仅 有 的 极限 点 . 

证 明 见习 题 6.4.1. 图 

现在 我 们 来 考察 两 种 特殊 的 极限 点 : 上 极限 (lim sup) 和 下 极限 (lim inf). 

定义 6.4.6( 上 极限 和 下 极限 )” 设 (ou)se_ ， 是 一 个 序列 . 我 们 定义 一 个 新 的 序 
列 (oN) 祝 -。 其 中 

a := sup(an)22_N. 

更 不 正式 地 说 , a 太 是 序列 中 从 ax 往 后 的 全 体 元 素 的 上 确 界 . 然后 我 们 定义 

序列 (an)se_,。 的 上 极限 为 


ey 十 \oo 
lim sup an := inf (aw)Nom. 
光一 Do 


类 似 地 , 我 们 可 以 定义 
aN := inf(an)aiw, (Nz m), 
并 定义 序列 (an)2 的 下 极限 为 
lim inf an := sup(@N)N_m: 
例 6.4.7 设 al, az, as,… 代表 序列 


1.1, —1.01, 1.001, —1.000 1, 1.000 01,.….. 
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那么 oi , oz , ad,:…. 是 序列 
1.1, 1.001, 1.001, 1.000 01, 1.000 01,:: 


(为 什么 ?), 它 的 下 确 界 是 1. 因此 , 这 个 序列 的 上 极限 是 1. 
类 似 地 ， al, az , a3 ,…… 是 序列 


一 1.01, 一 1.01, 一 1.000 1, 一 1.000 1, 一 1.000 001,…， 


(为 什么 ?), 它 的 上 确 界 是 -1. 因此 . 这 个 序列 的 下 极限 是 -1. 应 该 将 此 与 序列 的 
上 确 界 和 下 确 界 进行 比较 , 序列 的 上 确 界 和 下 确 界 分 别 是 1.1 和 一 1.01. 
例 6.4.8 ” 设 al az, a3,… 代表 序列 


1, —2, 3, —4, 5, 一 6，7, 一 8,……. 
那么 at ) a# ， dz， . 是 序列 
十 co, 十 co, 十 co, 十 co …， 


(为 什么 ?), 从 而 上 极限 是 -+oc. 
类 似 地 , al , az , a3 ,… 是 序列 


—00, 一 co, 一 00, 一 00,.…， 


从 而 下 极限 是 -oo. 
例 6.4.9 ” 设 oil, az, a3,… 代表 序列 
1 1 1 | 1 
99 dr 6 
那么 of , a#, ai,:…. 是 序列 
1 hi 二. 于 和 
》 3， 3， 8’ 6’ 7 » 
它 的 下 确 界 是 0( 为 什么 ?), 所 以 上 极限 是 0. 类 似 地 , ai , az, az,… 是 序列 


| 由 1 1 1 1 
2， 2， TA’ 4a’ 6’ 6 》 
它 的 上 确 界 是 0, 所 以 下 极限 也 是 0. 
例 6.4.10 设 Q1 Q2, 0Q3; 代表 序列 


1， 2, 3, 4, 5, 6,.…- 
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那么 at, a#, at,.… 是 序列 
+00, +00, +00,; 十 00,*… 
从 而 上 极限 是 +oo. 类 似 地 , a7, az , ad ;*… 是 序列 
1, 2, 3, 4, 5, 6,.. 


它 的 上 确 界 是 +eo, 所 以 下 极限 也 是 +oo. 

注 6.4.11 有 些 作 者 使 用 记 和 与 ,lim n an 代替 lim sup an， 使 用 记号 jim an 代 
替 lim inf an. 注意 , 序列 的 起 始 号 码 m , 是 无 关 紧要 的 (见习 题 6.4.2). 

" 回 到 活塞 比喻 . 想象 一 个 活塞 从 oo 处 开始 , 沿 着 实数 轴 向 左 方向 移动 , 直到 它 
过 到 序列 oil, az, as,… 的 元 素 而 停止 . 它 停 下 的 位 置 就 是 al, az, as,… 的 上 确 界 ， 
即 我 们 新 记号 下 的 at. 现在 我 们 把 第 一 项 ak 从 序列 中 移 掉 ; 这 可 能 引起 我 们 活塞 
左 滑 并 停 在 一 个 新 位 置 a+ (显然 在 很 多 情况 下 , 活塞 保持 原 位 , 而 ai 恰 与 ot 相 
同 ). 然后 移 掉 第 二 项 az, 引起 活塞 又 左 滑 一 点 . 如 果 我 们 继续 这 样 做 下 去 , 活塞 就 
保持 左 滑 . 但 是 有 某 个 位 置 使 活塞 停止 而 不 再 左 移 . 这 个 位 置 就 是 序列 的 上 极限 . 
类 似 的 比喻 可 描述 序列 的 下 极限 . 

我 们 现在 来 描述 上 极限 和 下 极限 的 某 些 基本 性 质 . 

命题 6.4.12 设 (an)%2,, 是 实数 列 , 设 Lt 是 此 序列 的 上 极限 , 并 设 工 - 是 此 
序列 的 下 极限 (于 是 上 L+ 和 工 - 都 是 广义 实数 ). 

(a) 对 于 每 个 zZ > Lt, 存在 一 个 NN > m 使 得 an < Z 对 于 一 切 即 和 成 立 . 
( 换 名 话说, 对 于 每 个 Z > Lt+, 序列 (an)s2 的 元 素 终 究 小 于 z.) 类 似 地 , 对 于 每 
个 y<L-, 存在 一 个 NN 之 m, 使 得 an > 4 对 于 一 切 见 > 和 成 立 . 

(b) 对 于 每 个 z < Lt+, 以 及 每 个 NN > m, 存在 一 个 n> 六 使 得 an > 7X. ( 换 句 
话说 , 对 于 每 个 z < Lt+, 序列 (an)s2 nm 的 元 素 无 限 多 次 超过 z.) 类 似 地 , 对 于 每 个 
4 > 工 - 和 每 个 NN >m, 存在 一 个 nn 之 NN 使 得 an <y. 

(c) 我 们 有 inf(an)% 7 LL < Lt < sup(an)2,. 

(d) 如 果 c 是 (an)?2mn 的 极限 点 , 那么 L-<c<Lt. 

(e) 如 果 Lt 是 有 限 的 , 那么 它 是 (an)%,, 的 极限 点 . 类似 地 , 如 果 工 - 是 有 限 
的 , 那么 它 是 (an)se 的 极限 点 . 

(f) 设 c 是 实数 , 如 果 (an)%2n 收敛 到 c, 那么 必 有 Lt+ = L- = c. 反之 , 如果 
L+ = 并 -= ci 那么 (an)co ， 收敛 到 c. 

证 明 ”我 们 将 证 明 (a) 和 (b) 而 把 其 他 几 条 留 作 习题 . 

先 设 z > L+, 那么 根据 L+ 的 定义 ,有 z > inf(a 太 )%_,. 根据 命题 6.3.6, 必 存 
在 一 个 整数 N > mm 使 得 z > a 太 . 根据 a 让 的 定义 , 这 意味 着 z > sup(an)%_w. 于 
是 再 次 根据 命题 6.3.6, 有 z > an 对 于 一 切 n > N 成 立 . 这 就 是 所 要 证 的 . 
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现在 我 们 证 明 (b). 设 zx < L+, 那么 有 zx < inf(a 太 )3_;,。， 如 果 固 定 任意 的 
NN > m, 那么 根据 命题 6.3.6, 有 z < a 太 . 根据 a 的 定义 , 这 意味 着 z < sup(an)?2_N. 
再 次 根据 命题 6.3.6, 必 存 在 ”> N 使 得 ao。 > z. 这 证 明了 (b) 的 第 一 部 分 . (b) 的 
第 二 部 分 可 类 似 地 证 明 . 

(c), (d), (e), (f) 的 证 明 留 作 习 题 6.4.3. 

命题 6.4.12 的 (c) 款 和 (d) 款 特别 表明 L+ 是 (an)%,, 的 最 大 的 极限 点 ， 
L- 是 最 小 的 极限 点 , 只 要 L+ 和 L- 是 有 限 的 . 命题 6.4.12(f) 则 说 , 如 果 L+ 和 
工 - 重合 (从 而 只 有 一 个 极限 点 ), 那么 序列 事实 上 是 收敛 的 . 这 给 出 了 一 个 判别 序 
列 是 否 收敛 的 方法 : 算出 它 的 上 极限 和 下 极限 , 看 它们 是 否 相 等 . 

我 们 现在 给 出 一 个 上 极限 和 下 极限 的 基本 比较 性 质 . 

引 理 6.4.13( 比 较 原 理 ) ” 设 (an)se 和 (加 )se ,是 两 个 实数 列 , 使 得 对 于 一 
切 nn 之 m，an < bn. 那么 我 们 有 不 等 式 


sup(an)n=m < sup(bn)nom, 
inf (an )nom, < inf (bn)Rom, 
lims sup(an) < lim sup(bn)， 
iminfton) < iminf(bn) 
证 明 ”见习 题 6.4.4. 加 
推论 6.4.14( 挤 压 判别 法 ?) 设 (an)s mw，(bn)22 nm，(cn)8 mw 是 实数 列 , 满足 


an < bn < cn， 对 一 雪 n>>m. 


若 (an)22 mw 和 (cn)2 都 收敛 到 同一 极限 L. 那么 (bn)%2 也 收 人 证 到 工 . 

证 明 ”见习 题 6.4.5. 大 

例 6.4.15 ”我 们 已 经 知道 ( 见 命题 6.1.11) lim 二 = 0. 根据 极限 算 律 (定理 
6.1.19), 这 也 蕴含 im 2 一 0 和 im 承 =0. 那么 挤 压 判别 法 判定 任何 满足 

=2 

的 序列 (bn)2% 都 收敛 到 0. 例如 , 我 们 可 以 用 此 事 证 明 序列 ((-1)"z 十 十 ) 盖 ; 收 
敛 到 零 , 序列 (2-")%， 也 收敛 到 零 . 注意 , 可 用 归纳 法 证 明 0 < 2" < 2 对 于 一 切 
?> 1 成立. 

注 6.4.16 ” 挤 压 判别 法 与 极限 算 律 以 及 单调 有 界 序列 总 存在 极限 的 原理 联 
合 使 用 , 使 我 们 能 计算 大 量 的 极限 . 我 们 在 下 一 章 给 出 一 些 例子 . 


@ squeeze test, 有 的 中 文书 上 叫 作 夹 逼 定理 . 一 一 译 者 注 


2 
<bn <~, n>1 
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挤 压 判别 法 的 一 个 常用 的 结果 是 

推论 6.4.17( 序 列 的 零 判别 法 )” 设 (an)se ,是 实数 列 . 那么 极限 lim an 存 
在 并 等 于 零 当 且 仅 当 极 限 lim |an| 存在 并 等 于 零 . 

证 明 “见习 题 .4.7 闻 

我 们 以 命题 6.1.12 的 下 述 加 强 来 结束 这 一 节 . 

定理 6.4.18( 实 数 集 的 完全 性 ) ”一 个 实数 列 (an)%2， 是 Cauchy 序列 当 且 仅 
当 它 是 收敛 的 . 

注 6.4.19 ”注意 , 此 定理 实质 上 非常 类 似 于 命题 6.1.15, 但 它 稍 许 一 般 一 些 ， 
因为 命题 6.1.15 只 谈 比 例 数 的 Cauchy 序列 而 不 是 实数 的 Cauchy 序列 . 

证 明 ”命题 6.1.12 已 经 告诉 我 们 , 每 个 收敛 的 序列 是 Cauchy 序列 , 所 以 只 要 
证 明 每 个 Cauchy 序列 是 收敛 的 就 可 以 了 . 

设 (an)%1 是 一 个 Cauchy 序列 . 我 们 从 推论 6.1.17 知道 , 序列 (a,)>%2 1 是 有 界 
的 . 根据 引 理 6.4.13 (或 命题 6.4.12(c)), 这 列 含 L+ := limsupan 和 L- := liminf an 
都 是 有 限 的 . 要 证 序列 收敛, 根据 命题 6.4.12(f), 只 需 证 工 -= 7+， 

现 设 es > 0 是 任意 的 一 个 实数 . 由 于 (au)se.; 是 Cauchy 序列 , 它 必 定 是 终极 
e- 稳定 的 , 所 以 存在 一 个 N > 1 使 得 (an)ss.w 是 e- 稳定 的 . 特别 地 , 对 于 一 切 
n 之 NN 我们 有 an 一 e < an < an +e. 根据 命题 6.3.6 (或 引 理 6.4.13) 这 蕴含 


aN —é inf(an)?Ny & sup(an)7y SaNt+e, 


从 而 根据 L- 和 Lt 的 定义 (及 再 次 使 用 命题 6.3.6) 有 
an—e<L- -<Li<ante, 


于 是 得 到 


0<L=L 26. 


但 这 对 于 所 有 的 s > 0 都 成 立 , 而 L+ 和 L- 不 依赖 于 <, 所 以 必 有 L+ = L-. (如 
果 L+ > L- 那么 我 们 可 以 令 e := 3(L+ 一 L-) 而 得 到 矛盾 ). 根据 命题 6.4.12(f) 我 
们 就 知道 序列 收敛 . 画 

注 6.4.20 ”用 度量 空间 的 语言 来 说 ( 见 第 12 章 ), 定理 6.4.18 断言 实数 集 是 
一 个 完全 的 度量 空间 ， 它 不 像 比例 数 集 那样 含有 “ 洞 ”.{《 训 无 疑问 ， 比 例 数 集中 有 
-大量 的 Cauchy 序列 不 收敛 到 任何 比例 数 . 作为 例子 的 是 序列 1, 1.4, 1.41, 1.414， 
1.4142,.… 它 收敛 到 非 比 例 数 V2.) 这 个 性 质 紧密 联系 于 最 小 上 界 性 质 (定理 5.5.9). 
在 从 事 分 析 学 (如 取 极 限 、 取 导数 和 积分 、 求 函数 的 零点 及 诸如 此 类 的 工作 ) 时 , 完 
全 性 是 实数 优 于 比例 数 的 主要 特征 之 一 , 我 们 将 在 后 面 各 章 中 看 清 此 事 . 
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习 题 6.4 


证 明 命题 6.4.5. 
对 于 极限 点 、 上 极限 和 下 极限 , 叙述 并 证 明 与 习题 6.1.3 及 习题 6.1.4 相似 的 命题 . 
证 明 命题 6.4.12 的 (c), (d), (e), (f). (提示 : 可 利用 命题 的 先 证 了 的 部 分 来 证 明 后 面 
的 部 分 .) 
证 明 引 理 6.4.13. 
用 引 理 6.4.13 来 证 明 推 论 6.4.14. 
给 出 一 个 这 样 的 例子 : 两 个 有 界 序列 (a )C1 和 (bn)321 对 于 一 切 n> 1 满足 an < 
bn, 但 是 

sup(an)n1 ~ sup(bn )n=1. 
解释 为 什么 这 并 不 与 引 理 6.4.13 相 矛 盾 . 
证 明 推论 6.4.17. 如果 我 们 把 这 个 推论 中 的 零 换 成 某 个 其 他 的 数字 , 此 推论 还 照样 成 
立 吗 ? 4 
我 们 说 , 一 个 实数 列 (an) 所 。 以 +eo 为 极限 点 当 且 仅 当 它 没有 有 限 的 上 界 ; 说 它 以 
一 00 为 极限 点 当 且 仅 当 它 没 有 有 限 的 下 界 . 用 这 个 定义 证 明 lim sup an 是 (an)se 
的 一 个 极限 点 , 并 进一步 证 明 它 比 (on)sw 的 一 切 其 他 的 极限 点 都 大 ; 换 句 话 说 , 上 
极限 是 序列 的 最 大 的 极限 点 . 类 似 地 , 证 明 下 极限 是 序列 的 最 小 的 极限 点 . (证 明 过 程 
中 可 以 使 用 命题 6.4.12.) 
使 用 习题 6.4.8 中 的 定义 , 构 作 一 个 序列 (an)%21, 使 它 恰 有 三 个 极限 点 -oo，0 和 
十 ooe. 
设 (an) 沁 w 是 一 个 实数 列 , 并 设 (bm)%_m 是 另 一 个 实数 列 ， 其 中 每 个 bw， 都 是 
(an)F2N 的 极限 点 . 设 c 是 (bm)%_m 的 极限 点 ， 证明 c 也 是 (aa)jsew 的 极限 
点 .( 换 名 话说 , 极限 点 的 极限 点 还 是 原 序 列 的 极限 点 .) 


86.5 ” 某 些 基本 的 极限 


以 极限 算 律 和 挤 压 判别 法 为 工具 , 我 们 现在 可 以 计算 大 量 的 极限 . 
一 个 特别 简单 的 极限 是 常 序 列 c, c, c, c,…… 的 极限 ; 显然 有 


lim c=¢e 
人 一 OO 


对 于 任何 常数 c 成 立 (为 什么 ?). 
还 有 , 在 命题 6.1.11 中 我 们 证 明了 im 1 二 0. 此 事 列 含 


nn 


推论 6.5.1 ”对 于 每 个 整数 天 > 1, 我 们 有 im =0. 
证 明 ”从 引 理 5.6.6 我 们 知道 = 是 n 的 减 函 数 , 而 且 有 下 界 0， 根 据 命题 
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6.3.8( 以 减 序列 代替 增 序列 ) 知 , 这 个 序列 收敛 到 某 极限 L > 0: 


1 
有 一 DO nk 


将 此 升 至 次 宕 并 使 用 极限 算 律 (更 确切 些 说 , 使 用 定理 6.1.19(b) 和 归纳 法 ), 得 


IL*= lim 三 
no0N 
于 是 根据 命题 6.1.11 有 L* = 0, 但 这 表明 工 不 能 是 正 的 (否则 L* 将 是 正 的 ), 所 以 
工 = 0. 我 们 搞定 . 面 
其 他 的 一 些 基本 极限 : 
引 理 6.5.2 ” 设 z 是 实数 . 那么 极限 Jimz" 当 |z| <1 时 存在 并 等 于 零 ， 当 
ZX 二 1 时 存在 并 等 于 1, 当 z= 一 1 或 |z| > 1 时 发 散 . 


证 明 ”见习 题 6.5.2. 面 
引 理 6.5.3 ”对 于 任意 的 zZ > 0, 有 ,lim Zr 一 |. 
证 明 ”见习 题 6.5.3. 加 


稍 后 当 我 们 建立 了 对 于 级 数 和 对 于 序列 的 根 式 判 别 法 和 比 式 判 别 法 之 后 , 我 们 
将 导出 稍 多 一 些 基本 极限 . 


习 题 6.5 


6.5.1 “证明 对 于 任何 比例 数 g > 0， 
im, 二 =0. 

(提示 : 用 推论 6.5.1 及 极限 算 律 , 并 用 定理 6.1.19.) 断定 极限 lim ne 不 存在 . (提示 : 
用 反 证 法 , 使 用 定理 6.1.19(e).) 

6.5.2 ”证 明 引 理 6.5.2. (提示 : 用 命题 6.3.10、 习题 6.3.4 和 挤 压 判别 法 .) 

6.5.3 ”证 明 引 理 6.5.3. (提示: 可 能 要 分 别处 理 x > 1 和 xz < 1 的 情形 . 你 可 能 愿意 先 用 引 
理 6.5.2 证 明 预 备 性 的 结果 : 对 于 每 个 。 > 0 和 每 个 实数 M > 0, 存在 一 个 n 使 得 
Mr <1+e.) . 


86.6 子 序 列 


这 一 章 的 目的 是 研究 实数 的 序列 (4,)%， 及 其 极限 . 某 些 序列 是 收敛 到 单个 的 
极限 的 , 而 另 一 些 则 有 多 个 极限 点 . 例如 , 序列 


1.1, 0.1, 1.01, 0.01, 1.001, 0.001, 1.000 1,..- 
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有 两 个 极限 点 , 0 和 1( 它 们 恰巧 也 分 别 是 下 极限 和 上 极限 ), 但 并 不 真正 收敛 (因为 
上 极限 和 下 极限 不 相等 ). 但 是 , 即使 这 个 序列 不 收敛 , 它 却 包含 两 个 分 支 ; 它 像 是 
两 个 收敛 的 序列 , 即 

1.1, 1.01, 1.001, 1.000 1 …: 


和 
0.1, 0.01, 0.001, 0.000 1,.… 


的 混合 物 . 为 把 这 个 意思 说 准确 , 我 们 需要 子 序列 的 概念 . 

定义 6.6.1( 子 序列 ) ” 设 (an)%o 和 (如 )seo 是 实数 列 ， 我 们 说 (bu)se.。 是 
(an)?2.o 的 一 个 子 序列 , 当 且 仅 当 存在 一 个 函数 六 : N 一 N, 它 严格 增 ( 即 对 于 一 切 
n EN，f(n 十 1) > f(n)) 使 得 对 于 一 切 neN 


bn = Qf(n): 


例 6.6.2 如果 (an)%o 是 一 个 序列 , 那么 (azn)se_。 是 (an)se_ 的 一 个 子 序 
列 , 因为 由 f(n) := 2n 定义 的 函数 1 :N 一 N 是 从 N 到 N 的 严格 增 函 数 . 注意 , 我 
们 不 假定 f 是 双 射 , 虽然 它 必须 是 单 射 (为 什么 ?). 更 非 正式 地 说 , 序列 


Q0，Q2，Q4，Q6: ** 

是 
CQC0，Q1，Q2，Q3，0Q4，… 
的 一 个 子 序列 . 
例 6.6.3 早先 提 到 的 两 个 序列 

1.1, 1.01, 1.001,.…. 

和 
0.1, 0.01, 0.001, 0.000 1,.:: 
都 是 
1.1, 0.1, 1.01, 0.01, 1.001, 0.001, 1.000 1,..- 

的 子 序列 . 


成 为 子 序列 这 一 性 质 是 自 反 的 和 传递 的 , 虽然 不 是 对 称 的 . 

引 理 6.6.4 设 (an) 吕 0， (加 )8o， (cn)8。 是 实数 序列 .那么 ，(an)282.0 是 
(an) 吕 0 的 子 序列 . 进而 , 如 果 (加 )82.o 是 (an)82.o 的 子 序列 , 而 (cn)s20 是 (如 )92 .0 
的 子 序列 , 那么 (cn)8o 是 (an)?2o 的 子 序列 . 
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证 明 “见习 题 6.6.1. 图 

我 们 现在 把 子 序列 的 概念 和 极限 及 极限 点 的 概念 联系 起 来 . 

命题 6.6.5( 与 极限 相 联 系 的 子 序列 ) ” 设 (an)%o 是 实数 的 序列 , 并 设 工 是 实 
数 . 那么 下 述 两 命题 在 逻辑 上 是 等 价 的 (每 个 瘟 含 另 一 个 ): 

(a) 序列 (an)?2o 收敛 到 工 . 

(b) (an)22o 的 每 个 子 序 列 都 收敛 到 工 . 

证 明 见习 题 6.6.4. : 图 

命题 6.6.6{ 与 极限 点 相 联系 的 子 序列 ) ” 设 (an)?2u 是 实数 的 序列 , 并 设 工 是 
实数 . 那么 下 述 两 命题 在 远 辑 上 是 等 价 的 : 

(a) 工 是 序列 (an)s2_o 的 极限 点 . 

(b) 存在 (an)22o 的 子 序 列 收敛 到 工 . 

证 明 ”见习 题 6.6.5. 国 

注 6.6.7 上 述 两 个 命题 给 出 了 极限 与 极限 点 两 个 概念 之 间 的 尖锐 的 对 比 . 当 
一 个 序列 有 极限 工 时 , 一 切 子 序列 都 收敛 到 L. 但 当 序列 有 极限 点 工 时, 仅 某 些 子 
序列 收敛 到 工 . 

现在 我 们 可 以 证 明 实 分 析 中 的 一 个 重要 定理 : 每 个 有 界 序列 都 含有 收敛 的 子 序 
列 , 它 是 由 Bernarad Bolzano(1781 一 1848, 捷克 人 ) 和 Karl Weierstrass(1815 一 1897， 
德国 人 ) 建立 的 . 

定理 6.6.8(Bolzano-Weierstrass 定理 ) 设 (an)%o 是 有 界 序列 ( 即 , 存在 实数 
JM > 0 使 得 对 于 一 切 有 EN，|an| < M). 那么 (an)%2%o 至 少 有 一 个 子 序列 收 化 . 

证 明 设 工 是 序列 (as)2 的 上 极限 . 由 于 对 于 一 切 mnEN 有 一 M < an<M,， 
从 比较 原理 ( 引 理 6.4.13) 推出 ~-M < L < M. 特别 地 , 工 是 一 个 实数 (不 是 +oo, 也 
不 是 -co). 于 是 , 根据 命题 6.4.12(e), 工 是 (an)%2o 的 极限 点 . 那么 根据 命题 6.6.6， 
(an)s2.o 有 一 个 子 序 列 收敛 (事实 上 , 它 收敛 到 万 )， 图 

注意 , 我 们 在 上 面 的 论述 中 完全 可 以 用 下 极限 代替 上 极限 . 

注 6.6.9 Bolzano-Weierstrass 定理 说 的 是 , 如 果 一 个 序列 是 有 界 的 , 那么 终 
究 它 非 得 收敛 到 一 些 地 方 不 可 ; “没有 地 方 ” 让 它 散布 开 , 使 它 停留 而 不 被 捕捉 到 极 
限 点 去 . 对 于 无 界 序列 就 不 是 这 样 了 ; 作为 例子 , 序列 1, 2, 3,… 根本 没有 收敛 的 
子 序列 (为 什么 ?). 用 拓扑 学 的 语言 来 说 , 这 就 是 说 区 间 {z Ee 民 :MxzsxsM} 是 
紧 致 的 , 而 无 界 集 , 如 实 直 线 及 , 不 是 紧 致 的 . 紧 致 集合 与 非 紧 致 集合 之 间 的 区 别 在 
以 后 各 章 中 将 是 很 重要 的 , 就 如 同 有 限 集合 与 无 限 集合 之 间 的 区 别 的 重要 性 那样 . 


习 题 6.6 


6.6.1 ”证 明 引 理 6.6.4. 
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6.6.2 ”你 能 找到 两 个 不 同 的 序列 (a%)?2o 和 (加 ) 入 o 使 它们 的 每 一 个 是 另 一 个 的 子 序列 吗 ? 

6.6.3 ” 设 (an)?2o 是 一 个 序列 , 它 不 是 有 界 的 . 证 明 它 有 一 个 子 序 列 (5,,)%2o 使 得 im, 下 存 
在 并 等 于 零 . (提示: 对 于 每 个 自然 数 j, 定义 号 码 wj := min{n EN: lan| > 分 , 首先 
解释 为 什么 集合 {n E N : |an| > 站) 不 是 空 集 , 然后 令 bj := an,.) 

6.6.4 ”证 明 命 题 6.6.5. (注意 两 个 蕴含 关系 中 有 一 个 的 证 明 是 非常 简短 的 .) 

6.6.5 ”证 明 命题 6.6.6. (提示 : 为 了 证 明 (a) 蕴含 (b), 对 于 每 个 正 的 自然 数 7 用 公式 n; := 
min{n EN:|Jan—L|< 3}} 定义 一 个 号 码 . 解释 为 什么 集合 {n EN : lan 一 工 | < 3} 
是 非 空 集合 , 然后 考虑 序列 (an )21.) 


86.7 “” 实 的 指数 运算 , 第 II 部 分 


最 终 我 们 转向 实数 的 指数 运算 这 个 题目 . 此 题目 是 在 85.6 中 开始 讨论 的 . 在 
那 一 节 我 们 对 于 一 切 比例 数 gq 和正 的 实数 xz, 定义 了 zx4, 但 是 还 没有 对 于 a 是 实 
数 的 情形 定义 ze. 现在 我 们 使 用 极限 来 整 这 个 事 (用 类 似 的 方式 , 就 像 我 们 对 于 实 
数 定义 一 切 其 他 的 基本 的 运算 一 样 ). 首先 我 们 需要 一 个 引 理 . 

引 理 6.7.1( 指 数 运算 的 连续 性 ) 设 z > 0, 并 设 a 是 实数 . 设 (qn)se.; 是 收 
化 到 a 的 比例 数 序 列 . 那么 (zam)s2.1 也 是 收敛 序列 . 进而 , 如 果 (gq)> 1 也 是 收敛 
到 a 的 比例 数 序列 , 那么 (z)s2_; 与 (ZT")%2 有 相同 的 极限 : 


站 
lim 7z9n = lim z9n . 
有 一 DO 


于 一 CO 


证 明 ”有 三 种 情形 : z < 1, z = 1, z > 1. 情形 x = 1 时 最 简单 (因为 那 时 对 
于 一 切 比例 数 9，z? = 1). 我 们 只 考虑 z > 1 的 情形 , 而 把 z < 1 的 情形 (与 z>1 
的 情形 非常 类 似 ) 留 给 读者 . 

首先 证 明 (z9")?2i 收敛 . 根据 命题 6.4.18, 只 要 证 明 (z")%) 是 Cauchy 序列 
就 可 以 了 . 

为 此 , 我 们 需要 估计 zs 和 zsm 之 间 的 距离 ; 我 们 估 且 认为 g, > gm, 于 是 
Zz4" > zam (因为 z > 1). 我 们 有 


CT , 2m) 二 人 gm 人 gm 一 Tm (Zam 2 Ns 


由 于 (gn)%2] 是 收敛 的 序列 , 所 以 它 有 某 个 上 界 M. 由 于 z > 1, 我 们 有 zam < zx™. 
于 是 

d(z™, zm) = | 一 7Z9m| & zz 一 am — 1). 
现在 设 s > 0. 根据 引 理 6.5.3 知 , 序列 (zf )P; 是 终极 ez-M- 接近 于 1 的 . 于 是 存 
在 某 K > 1 使 得 


bn 一 1| < ex-M. 
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由 于 (on)se.; 是 收敛 的 , 所 以 它 是 Cauchy 序列 , 于 是 存在 N > 1 使 得 对 于 一 切 
m,n 之 入，qm 和 gn 都 是 去 - 接近 的 . 于 是 , 对 于 一 切 使 gn, > gm 的 mm > N, 有 


d(z%", rm) < zM (Zz -1)< TMer-M = 6. 


由 对 称 性 知 , 当 m,n > N 且 gn < gm 时 , 此 估计 依然 成 立 ， 于 是 序列 (z")22w 
是 e- 稳定 的 . 那么 , 对 于 每 个 es > 0, 序列 (z")>%_| 都 是 终极 e- 稳定 的 , 从 而 它 是 
Cauchy 序列 . 这 证 明了 (z%")>%> i 的 收敛 性 . 

现在 我 们 证 明 第 二 个 结论 . 只 要 证 明 


lim Tn qn 二 1 
Nn—00 


就 够 了 , 因为 由 此 使 用 极限 算 律 (由 于 ze = zs -sz ) 就 可 推出 所 要 的 结果 . 

记 rn := gn 一 qh4， 由 极限 算 律 , 我 们 知道 (r,)%， 收敛 到 0. 我 们 必须 证 明 
对 于 每 个 s > 0, 序列 (zr:)se_; 都 是 终极 e- 接近 于 1 的 . 但 从 引 理 6.5.3 知 序列 
(zt )ee_; 是 终极 e- 接近 于 1 的 . 由 于 根据 引 理 6.5.3， im z- 太 也 等 于 1, 我 们 知 
道 (z- 示 )%% | 也 是 终极 e- 接近 于 1 的 . 于 是 可 以 找到 K, 使 得 z 支 和 z- 支 都 e- 
接近 于 1. 但 由 于 (rn)?.; 是 收敛 到 0 的 , 它 是 终极 去 - 接近 于 0 的 , 所 以 终极 地 
一 去 世 Tn << 去, 从 而 z- 友 和 zr < z 冯 . 特别 地 , (zm)22 1 也 是 终极 e- 接近 于 1 的 
( 见 命题 4.3.7(f)), 这 就 是 要 证 的 . 国 

我 们 现在 可 以 作出 下 述 定义 . 

定义 6.7.2( 实 指数 的 指数 运算 )” 设 x > 0 是 实数 , 并 设 a 是 实数 . 我们 
定义 ze 为 (ze)22.1 的 极限 , 其 中 (gn)?， 是 任何 收敛 到 a 的 比例 数 的 序列 ， 即 
2 .= lim z9n . 

我 们 来 验证 这 个 定义 是 成 功 的 . 首先 , 给 定 任何 实数 a, 我 们 总 能 找到 至 少 一 
个 收敛 到 a 的 比例 数 序列 (gn,)%21, 这 是 根据 实数 的 定义 (及 命题 6.1.15). 其 次 , 给 
定 任何 这 样 的 序列 (gn) 吕 ,根据 引 理 6.7.1, 极限 lim zo 存在 (有 限 ). 最 后 , 即使 
对 于 序列 (gn)%， 有 多 种 选择 , 但 根据 引 理 6.7.1, 它们 都 有 同一 个 极限 . 于 是 这 个 
定义 是 成 功 的 . 
如果 a 不 仅 是 实数 还 是 比例 数 , 即 a = 9 对 于 某 比例 数 gq 成 立 , 那么 这 个 定义 
原则 上 说 来 , 可 以 与 早 在 85.6 中 对 指数 运算 的 定义 不 一 致 . 但 是 这 时 a 显然 是 序 
列 (9)s， 的 极限 , 于 是 根据 定义 , zx = lim zr = z4. 那么 指数 运算 的 新 定义 与 旧 
定义 是 相 容 的 . 

命题 6.7.3 。” 引 理 5.6.9 的 对 于 比例 数 g 和 成 立 的 全 部 结果 , 保持 对 于 实数 
qd 和 7 成 立 . 

证 明 ”我 们 对 于 恒等式 zx+" = zaz" 进行 证 明 ( 即 引 理 5.6.9(b) 的 第 一 部 分 ); 
其 他 部 分 都 是 类 似 的 , 并 留 作 习题 6.7.1. 


I 
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证 明 的 思想 是 从 对 于 比例 数 的 引 理 5.6.9 出 发 , 然后 取 极 限 来 得 到 对 于 实数 的 
相应 的 结果 . 
设 g 和 +7 是 实数 . 那么 根据 实数 的 定义 (和 命题 6.1.15) 我 们 可 以 写 


q= lim gn, 7= lim rn， 
N+Oo0 nN—+0o0 


其 中 (qn)%1 和 (rn)%2, 是 比例 数 的 序列 . 
那么 , 根据 极限 算 律 , 9+ r 是 (qn + rn)%21 的 极限 . 根据 实 指数 的 指数 运算 的 
定义 , 我 们 有 


zt" 一 im Zqgn+rn;i p21 = im vo"; Zr 一 lim Zrn; 
但 根据 引 理 5.6.9(b)( 适 用 于 比例 数 指数 ), 我 们 有 


Tn 十 rm 一 人 nm TTm 


于 是 根据 极限 算 律 我 们 有 za+r = zz7, 为 所 欲 证 者 . 国 


习 题 6.7 
6.7.1 ”证 明 命题 6.7.3 的 剩 下 的 结论 . 
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既然 已 经 建立 了 关于 序列 的 极限 的 合理 的 理论 , 我 们 就 可 以 使 用 这 个 理论 来 建 
立 如 下 无 限 级 数 的 理论 : 


oo 
an 一 Qm 十 Qm 二 1 十 Qrm-+2 十 …'， 


寻 一 7 


但 在 我 们 建立 无 限 级 数 之 前 , 必须 先 建立 有 限 级 数 的 理论 . 


87.1 有 限 级 数 


定义 7.1.1( 有 限 级 数 )” 设 m,n 是 整数 , 并 设 (a;)*_,, 是 实数 的 有 限 序列 , 它 
把 每 个 介 于 m 和 nn 之 间 的 整数 i 对 应 于 一 个 实数 ai (m < i < n). 那么 我 们 用 下 
面 的 递归 公式 来 定义 有 限 和 (或 有 限 级 数 ) > ai: 


i 如 果 n <m; 


n+i+l1 n 
bp (De) 二 an+1， 如 果 n>m 一 1. 
t=m i=m 
于 是 作为 例子 我 们 有 恒等式 
m—2 m—1 m 
2 =0 > m=0 2 mu=om 
i=m 《一 人 i=m, 
m++1 m+2 
ai 一 Qm 十 Qm 十 1， >， Qi = Qm 十 Gm+1 十 Qm 十 2 
t=m t= 


(为 什么 ?). 因此 , 有 时 我 们 把 沁 a; 不 太 正式 地 写成 


n 
Dj i= am+amtl+ +an. 


i=m 


注 7.1.2 “和 ”与 “级 数 ” 之 间 的 差别 是 语言 学 上 的 微妙 之 物 . 严格 地 说 , 一 个 
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级 数 是 一 个 形 如 的 表达 式 , 这 个 级 数 在 数学 上 (但 不 是 从 语义 上 ) 等 于 一 个 实 


数 , 此 实数 就 叫做 这 个 级 数 的 和 . 例如 , 1+243 +4+5 是 一 个 级 数 , 它 的 和 是 15. 要 
是 在 语义 上 过 于 挑剔 的 话 , 就 不 会 把 15 看 作 是 一 个 级 数 , 也 不 会 认为 1+2+3+4+5 
是 一 个 和 , 尽管 两 个 表达 式 具有 同一 个 值 . 但 是 我 们 将 不 太 在 乎 这 种 差别 , 因为 它 
纯粹 是 语言 学 的 , 而 与 数学 无 关 . 表达 式 1+2+3+4+5 与 15 是 同一 个 数 , 因此 ， 
数学 上 在 代入 公理 ( 见 SA.7) 的 意义 下 是 可 以 相互 替代 的 , 即使 它们 在 语义 上 是 不 
可 相互 替代 的 . 

注 7.1.3 ”注意 变 元 i (有 时 叫 作 求 和 指标 ) 是 一 个 粘 附 变 元 (bound variable) 
(有 时 叫 作 佛 偶 变 元 (dummy variable)), 表达 式 罗 ai 并 不 实际 依赖 于 任何 叫做 i 的 


量 . 特别 地 , 可 以 用 任何 其 他 符号 替换 求 和 指标 i 而 得 到 同一 个 和 ; 


Qi 三 > Qj: 
i=m j=m 
下 面 我 们 列 出 求 和 的 一 些 基本 性 质 . 
引 理 7.1.4 
(a) 设 m<n<p 是 整数 , 并 设 ui 是 实数 , 对 应 于 每 个 整数 mi<p. 那么 我 
们 有 
nn p p 
》 ”ai 十 > 台 Qi 一 dai 
t= i=n+1 i=m 
(b) 设 m < n 是 整数 ,k 是 另 一 个 整数 , 并 设 ai 是 对 应 于 每 个 整数 mm <i<n 
的 实数 . 那么 我 们 有 


nn nt+k 
Dj = > Qj—k: 
i=m j=m+k 
我 们 有 
Drm- (Pe)+ + 人 (二 可 


(d) 设 m<n 是 整数 , 并 设 ai 是 对 应 于 每 个 整数 m < i<n 的 实数 , 设 c 是 实 
数 . 那么 我 们 有 


2 公路 
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(e) (关于 有 限 级 数 的 三 角形 不 等 式 ) 设 m < n 是 整数 , 并 设 ai 是 对 应 于 每 个 
整数 m <<i<n 的 实数 . 那么 我 们 有 

(f) (有 限 级 数 的 比较 法 则 ) 设 m < n 是 整数 , ai 是 对 应 于 每 个 整数 mi<n 
的 实数 . 并 设 对 于 一 切 m < i<n，ai < bi. 那么 我 们 有 

> 人 < S b;. 

证 明 ”见习 题 7.1.1. i 

注 7.1.5 “将 来 我 们 可 以 略 去 级 数 表 达 式 中 的 某 些 括号 . 例如 , 我 们 可 以 把 和 
式 中 (ci 十 加 简写 成 号 oi+b. 这 不 会 引起 误解 , 因为 变样 的 解释 ( 宛 o ) + 
没有 任何 意义 ( b; 的 号 码 i 在 求 和 运算 之 外 没有 意义 , 因为 它 只 是 一 个 倪 偶 变 元 ). 

也 可 以 把 有 限 级 数 用 于 定义 有 限 集合 上 的 求 和 . 

定义 7.1.6( 有 限 集合 上 的 求 和 ) 设 X 是 具有 ?7 个 元 素 的 有 限 集合 (ne N), 并 
设 让 :和 X 一 及 是 从 和 到 实数 集合 的 函数 ( 即 对 于 X 的 每 个 元 素 zx, f 指定 一 个 实数 
f(z)). 那么 我 们 可 以 定义 有 限 和 > f(z) 如 下 . 首先 任 选 一 个 从 {ieEN:1<ign} 

TE 


到 X 的 双 射 9; 这 样 的 双 射 是 存在 的 , 因为 X 被 假定 含有 n 个 元 素 . 然后 我 们 定 
义 
3 1() := HG) 


rEX 
例 7.1.7 设 X 是 三 个 元 素 的 集合 : X := {a, b cj, 其 中 a, b,c 是 互 不 相同 的 
对 象 . 令 f :XX 一 到 是 函数 f(a) := 2, f(b) := 5, f(c) := -1. 为 了 计算 和 2 jh， 
ZE 


我 们 选 一 个 双 射 g : {1,2,3} 一 X, 例如 g(1) := a, g(2) := b, g(3) := c. 那么 我 们 有 


n 
< >, lail. 


4 一 7m 


3 

》 fz) := 5 1(gG))= fa+jOD+Hc)=6. 
TEX t=1 b 

也 可 以 取 另 一 个 从 {1,2,3} 到 筷 的 双 射 h, 例如 h(1) := c, h(2) :=b, h(3) :=a. 但 

最 终 的 结果 依然 不 变 : 


S 
》 f(z) := DO fnG))= f(0) + f(b) + f(a) =6. 
=} 


rEX 
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为 验证 此 定义 确实 对 于 2 Ji) 给 出 一 个 单一 的 确定 的 值 , 必须 验证 从 {i e 
TE 


N:1<is 和 n+ 到 X 的 不 同 的 双 射 9 给 出 相同 的 和 . 换 句 话说 , 我 们 必须 证 明 

命题 7.1.8( 有 限 求 和 是 定义 成 功 的 )” 设 外 是 具有 n 个 元 素 的 的 有 限 集合 
(EN), 设 三 :天 一 及 是 函数 , 并 设 g:{iEN:1<igsn} 一 XX 和 h:{ieEN:1< 
in} 一 X 都 是 双 射 . 那么 我 们 有 


Df(900) = 半 77G) 


注 7.1.9 ” 当 在 无 限 集 上 求 和 时 , 情形 有 点 复杂 ; 见 88.2. 

证 明 ”我 们 对 n 用 归纳 法 , 更 准确 地 说 , 我 们 让 P(n) 是 如 下 断言 : 

“对 于 任何 ”个 元 素 的 集合 X, 任何 函数 :六 -有 以 及 任意 两 个 从 fi e N ; 
1 < i < n} 到 XX 的 双 射 g,h, 有 > f(g(i)) = 2 f (h(i))” 


(更 不 正式 地 说 , P(n) 是 说 命题 7.1.8 对 于 所 有 自然 数 m 成 立 .) 我 们 要 证 P(n) 
对 于 所 有 自然 数 n 成 立 . i . 

首先 检验 基础 情形 P(0). 此 时 , 根据 有 限 级 数 的 定义 ， > f(g(i)) 和 > f (h(i)) 
都 等 于 0, 所 以 我 们 完成 了 检验 . | | 

现 归纳 地 假设 P(n) 成 立 ; 我 们 要 证 明 P(n + 1) 成 立 . 

于 是 设 X 是 n+1 个 元 素 的 的 集合 , f : X 一 及 是 函数 , 并 设 g 和 h 是 从 
{iEN:1<ign++1} 到 XX 的 双 射 . 我 们 必须 证 明 


n 二 1 n+i+l 
> f(g(i) = 》 fF(h(2)). (7.1) 
i=1 i=1 


设 z:=gm+l, 于 是 z 是 X 的 一 个 元 素 . 根据 有 限 级 数 的 定义 , 我 们 可 以 把 (7.1) 
的 右 端 展 开 成 


n+l 
Df(90)) = CE tot) ) +z 


现在 我 们 来 看 (7.1) 的 右 端 . 在 理想 的 情况 下 我 们 希望 有 h(n 十 1) 也 等 于 z 一 一 这 
使 我 们 更 容易 地 使 用 归纳 假设 一 一 但 我 们 不 能 假设 如 此 . 然而 , 由 于 h 是 双 射 , 我 
们 知道 有 某 个 7，1 < j 入 双 十 1 使 得 h(;) = zx. 我 们 现在 使 用 引 理 7.1.4 以 及 有 限 
级 数 的 定义 写 出 


i=1 JJ 十 1 


nl 了 nt+l1 
2 fnG)= (> rog)) . ( 2 mo 
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i 二 1 一 7 十 1 


= 3 rog)) +z+ 本 J(PGi 十 亲 


i=j 


j=—1 nt+1 
3 ru) 十 7(R(7)) 十 ( 入 mo 


$=1 
现在 我 们 定义 函数 h: {ieEN:1<ign} 一 久 \ {xz} 如下: 

当 ;i < 了 时 , 有 h(i) := h(i， 当 i2>j7 时 有 (i) := h(i+1). 
于 是 我 们 把 (7.1) 右 端 写成 


I—1 n 二 nn 天 
区 00) ) 二 Zz 十 5 ee) = (> 710) 十 Ti 
1 一 1 1 一 1 


zi 一 了 


其 中 我 们 再 次 使 用 了 引 理 7.1.4. 于 是 , 为 了 结束 (7.1) 的 证 明 , 我 们 必须 证 明 
2 f(900)) = 27) (7.2) 


但 是 函数 g( 当 限制 在 {i EN :1<i<n} 上 时 ) 是 一 个 从 {ieN:1<ign} 到 
XX\ {zx} 的 双 射 为 什么 ? ). 函数 hh 也 是 从 {ieN:1<ign} 到 久 \{z} 的 双 射 
(为 什么 ? 参阅 引 理 3.6.9). 由 于 X\ {z} 有 个 元 素 (根据 引 理 3.6.9), 那么 结论 
(7.2) 直接 从 归纳 假定 P(n) 得 出 . 加 

注 7.1.10 ” 设 X 是 集合 ，P(z) 是 一 个 关联 于 X 的 元 素 z 的 性 质 , 并且 
f :{y eX:P(y) 成 立 } 一 及 是 函数 . 那么 我 们 将 常常 把 


> f(z) 
zeE{yeX:P(y) 成 立 } 
简写 成 工 。。 xp 成 立 f(z)， 甚 至 当 不 致 引起 混淆 时 简写 成 并 ws 成 立 j(z)， 例 如 
fm) 或 汪 fm 是 二 fn)=jF2)+7G3)+74) 的 简写 . 

nEN:2<n<4 2<n<4 nE€{2,3,4} 

在 有 限 集合 上 求 和 的 下 述 性 质 是 相当 明显 的 , 但 还 是 需要 一 个 严格 的 证 明 . 

命题 7.1.11( 在 有 限 集合 上 求 和 的 基本 性 质 ) 

(a) 如 果 六 是 空 集 , 并 且 f: 久 一 民 是 函数 ( 即 了 是 空 函数 ), 那么 , 我 们 有 


2 F(z) = 0. 


rEX 
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(b) 如 果 是 由 一 个 单个 的 元 素 组 成 : X = {zo0}, 并 且 让 :和 一 及 是 函数 , 那 
么 我 们 有 
D> f(z) = f(zo0). 


rEX 


(c) (代入 法 了 如 果 义 是 有 限 集合 , f : 义 一 民 是 函数 , 并 且 g:Y 一 是 双 


射 ， 那么 
5 f(z) = 》 f(g(y)). 


rEX yeEY 


(d) (代入 法 I 了 DD 设 ngm 是 整数 , 并 设 X 是 集合 
X:={iEZ:ngigm)}. 


如 果 ai 是 实数 , 对 应 于 每 个 整数 1EX, 那么 


YL 
> Qi 一 》 Qi: 
i=n 


iEX 
(e) 设 处 ,Y 是 不 相交 的 有 限 集合 (于 是 X 门 Y = @), 并 且 ff:X 门 Y 一 民 是 
函数 , 那么 
5 5 1 到 (5 0) | 
ZEX LU Y rEX yEY 


(f) (线性 性 质 了 ) 设 X 是 有 限 集合 , 设 矿 :和 一 及 和 9g: 瑟 一 及 都 是 函数 . 那 


2 (f(z) +g(z)) = (= 1) + 但 oo 


IEX EX EX 


(g) (线性 性 质 IT) 设 六 是 有 限 集 合 , 设 厂 :和 一 及 是 函数 , 并 设 c 是 实数 . 那 


DD ef(z) =¢ 5 f(z). 


IEX TEX 
(h) (单调 性 ) 设 蕊 是 有 限 集 合 , 并 设 太 : 生 一 了 和 9g:X 一 到 都 是 函数 , 它们 
对 于 一 切 T EX 满足 f(z) < g(z). 那么 


2 70 5) 


TEX TEX 


(i) (三 角形 不 等 式 ) 设 外 是 有 限 集 合 , 并 设 让 :Xi 一 及 是 函数 , 那么 


> f(z) 


了 EX 


» 


么 


< 》, |f(z)| 


rEX 
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证 明 ” 见 题 7.1.2. 加 

注 7.1.12 命题 7.1.11(c) 中 的 代入 法 可 以 被 看 作 是 代入 z := g(y) (以 此 得 
名 ). 注意 对 于 g 是 双 射 的 假定 是 本 质 的 ; 你 能 看 出 当 9 不 是 1 对 1 的 或 者 不 是 满 
射 时 为 什么 法 则 失效 吗 ? 从 命题 7.1. 11(c) 和 (d) 我 们 看 到 


Da = Da 
对 于 从 集合 {ie Z:n < i< m} 到 自身 的 任何 双 射 f 都 成 立 . 不 正式 地 说 , 这 指 的 
是 我 们 可 以 随意 重 排 一 个 有 限 级 数 的 元 素 而 依然 得 到 同一 个 和 . 

现在 我 们 看 看 二 重 有 限 级 数 一 一 有 限 级 数 的 有 限 级 数 一 一 以 及 它们 如 何 与 
笛 卡 儿 乘 积 相 联系 . 

引 理 7.1.13 ” 设 X,Y 是 有 限 集 , 并 设 :做 XY 一 民 是 函数 . 那么 


> (5 re = > f(z,y). 
TEX \yeY (z,Yy)EXXxXY 

证 明 设 n 是 XX 的 元 素数 目 . 我 们 对 ”施用 归纳 法 (参阅 命题 7.1.8); 即 设 
P(n) 是 下 述 命题 : 

“ 引 理 7.1.13 的 结论 对 于 任何 n 个 元 素 的 集合 X, 任何 有 限 集 Y, 以 及 任何 函 
数 f:XxY 一 恨 成立.” 

我 们 要 证 P(n) 对 于 一 切 自然 数 n 成 立 . 

基础 情形 P(0) 是 容易 的 , 从 命题 7.1.11(a) 推出 (为 什么 ?). 现在 假设 P(n) 
成 立 , 我 们 来 证 明 P(n + 1) 成 立 . 

设 XX 是 n++1 个 元 素 的 集合 . 特别 地 , 根据 引 理 3.6.9, 我 们 可 以 写 X = 
X'Ufzo}, 其 中 zo 是 X 的 元 素 , 而 X' := X\ {zo} 含有 n 个 元 素 . 那么 根据 
命题 7.1.11(e), 有 


到 (5 re = 2, (5 re 十 人 re 


TEX \yeY rTEX’' \yEY yEY 


根据 归纳 假设 , 此 式 等 于 
2 f(D) FY (ro,y). 


(ZYy)EX'xXY yEY 
根据 命题 7.1.11(c), 这 等 于 
>， f(z,y)+ D> (0 


(zy)EX'xY (z,y)E{zo} xY 
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根据 命题 7.1.11(e), 这 等 于 
2 


(T,y)EXxY 


(为 什么 ?). 这 就 是 所 要 的 . 


推论 7.1.14( 关 于 有 限 级 数 的 Fubini 定理 ) 设 XX,Y 是 有 限 集合 , 并 设 ff: 


蔗 XY 了 一 民 是 函数 . 那么 


二) 


ZTEX WEY (ZT,y)EXxY 


f(x,y) 


(y,z)EY xX 


VEY ATEX 
证 明 ”由 引 理 7.1.13 知 , 只 需 证 明 


>， fei 人 = 2 jcy) 


(Z,Yy)EXXY (y,T)EY xX 


但 这 从 命题 7.1.11(c) 经 使 用 双 射 h : X xY 一 Y x X 而 得 , 其 中 h(z,y) := 


(为 什么 这 是 双 射 ? 为 什么 命题 7.1.11(c) 给 出 我 们 所 要 的 结果 ? ) 


(y, 7). 
加 


注 7.1.15 ”应 将 此 结果 与 例 1.2.5 相 比 照 ; 那么 我 们 预料 , 当 从 有 限 和 转向 无 


限 和 时 会 有 有 趣 的 事情 发 生 . 不 管 怎样 , 可 参见 定理 8.2.2. 


习 题 7.1 
7.1.1 ”证 明 引 理 7.1.4. (提示 : 要 用 归纳 法 , 但 基础 情形 未 必 在 0 处 .) 


7.1.2 ”证 明 引 理 7.1.11. (提示 : 这 并 不 像 乍 一 看 上 去 那么 长 , 重要 之 处 是 选择 恰当 的 双 射 把 这 


些 有 限 集 上 的 和 转化 成 为 有 限 级 数 ， 然后 使 用 引 理 7.1.4.) 
7.1.3 ” 构 作 有 限 乘 积 H ai 及 . f(z) 的 定义 . 


上 述 关于 有 限 级 数 的 结果 中 ， 哪些 对 于 有 限 乘积 有 类 比 的 结论 ? (注意 , 使 用 对 数 是 危险 


的 , 因为 某 些 a; 或 f(z) 可 能 是 零 或 负数 . 此 外 , 我 们 还 不 曾 定义 对 数 . ) 


7.1.4 ”对 于 自然 数 n, 用 递归 的 定义 来 定义 阶乘 函数 ni : 0! := 1, (nn 十 1)1 := nlx(n 十 1). 如 


果 z 和 是 实数 , 证 明 二 项 公式 


! yn 
(z+y)" = 2, ct 


对 于 一 切 自然 数 m 成 立 . (提示 : 对 n 进行 归纳 .) 
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7.1.5 “” 设 X 是 有 限 集合 , 设 m 是 整数 , 并 且 对 于 每 个 z E X, 令 (an(7))>,, 是 一 个 收敛 的 
实数 序列 . 证 明 序列 (5 oa)】 是 收敛 的 , 并 且 


EX mm 


lim 》, an(z) = 》，lim an(z). 
们 一 Do zEX zEX 刻 一 DO 


(提示 : 对 X 的 基数 进行 归纳 , 并 使 用 定理 6.1.19(a).) 于 是 我 们 总 可 以 交换 有 限 和 与 
收敛 极限 的 次 序 . 但 对 于 无 限 和 , 事情 就 复杂 多 了 ; 见习 题 19.2.11. 


87.2 无 限 级 数 
我 们 现在 转向 无 限 级 数 . 
定义 7.2.1( 形 式 无 限 级 数 ) (形式 的 ) 无 限 级 数 是 如 下 形状 的 表达 式 : 
> Qn, 


n= 


其 中 mm 是 整数 , 对 于 任何 n> m，an 是 实数 . 我 们 有 时 把 此 级 数 写成 
arm 十 Qm 二 1 十 Qm+2 十 …'… 


目前 , 这 个 级 数 只 是 被 形式 地 定义 的 , 我 们 还 没有 让 这 个 和 等 于 任何 实数 . 记 
号 


Qm 十 Qm+1 十 Qm+2 十 …' 


当然 看 上 去 非常 像 是 要 作 一 个 和 , 但 它 并 不 真是 一 个 有 限 的 和 , 因为 有 符号 “.…”. 
为 了 严格 地 定义 级 数 实 际 求 和 到 什么 东西 , 我 们 需要 


定义 7.2.2( 级 数 的 收敛 ) ” 设 并 a 是 一 个 形式 的 无 限 级 数 . 对 于 任意 的 整数 
N > m, 我 们 定义 此 级 数 的 第 N 部 分 和 SN 为 
N 
SN := an， 


当然 Sw 是 实数 .如 果 序列 (Sw)8_w 当 N 一 00 时 收敛 到 某 极限 L, 那么 我 们 说 无 
限 级 数 》 on 是 收敛 的 , 并 且 收敛 到 元 而 且 我 们 记 


Oo 
L= 》 an, 
n= 二 mm 
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并 说 工 是 无 限 级 数 D3 an 的 和 . 如 果 部 分 和 序列 (SN)3_, 是 发 散 的 , 那么 我 们 
说 无 限 级 数 二 an 是 发 散 的 ; 并 且 不 赋予 此 级 数 任何 实数 值 . 


注 7.2.3 ”注意 到 命题 6.1.7 表明 , 如 果 一 个 级 数 是 收敛 的 , 那么 它 有 唯一 的 
和 , 所 以 谈论 收敛 级 数 的 和 二 = 沪 an 是 不 会 出 毛病 的 . 
例 7.2.4 ”考虑 形式 无 限 级 数 


De 
>》 2 一 2-1 十 2-2 十 2-3 十 .… 


n= 二 1 


”可 以 容易 地 归纳 验证 (或 用 下 面 的 引 理 7.3.3), 部 分 和 为 


N 
SN = 》 2 一 1 一 2 


nn 二 1 


当 N 一 co 时 序列 1 一 2- 六 收敛 到 1, 所 以 我 们 有 
n=1 
当然 , 这 个 级 数 是 收敛 的 . 另 一 方面 , 如 果 我 们 考虑 级 数 


Co 
》 2 一 2 十 22 十 23 十 .…， 


n=1 
那么 部 分 和 是 
SN = 2 =2Nt1 -2 


容易 证 明 (Sw)8_, 是 无 界 序列 , 因此 发 散 . 于 是 级 数 > 2" 是 发 散 的 . 

现在 我 们 提出 何 时 级 数 收敛 的 问题 .下 述 命题 表明 级 数 收敛 当 且 仅 当 它 的 “ 尾 
巴 ， 对 于 每 个 。 > 0 都 终极 地 小 于 < 

命题 7.2.5 设 小 an 是 实数 的 形式 级 数 , 那么 8 an 收敛 当 且 仅 当 对 于 每 
个 实数 < > 0, 都 存在 整数 N > m 使 得 


人 一 D 


证 明 ”见习 题 7.2.2. 轩 


<e， 对 于 一 切 p,q > NV. 
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这 个 命题 本 身 不 是 很 好 用 , 因为 实际 计算 部 分 和 an 并 不 容易 , 但 是 它 却 有 、 
n=p 
一 堆 有 用 的 推论 . 例如 : : 
推论 7.2.6( 零 判别 法 ) ” 设 2 an 是 收敛 的 实数 级 数 . 那么 必 有 


lim an = 0. 
no00 


换 一 种 方式 来 说 , 如 果 lim an 不 是 零 ,或 者 (an) 吕 1 发 散 ， 那么 级 数 an 发 散 . 
证 明 ”见习 题 7.2.3. 由 国 
例 7.2.7 序列 on := 1 当 n 一 oo 时 不 收敛 到 0, 所 以 2 是 发 散 的 级 数 . 
(注意 , 尽管 1,1,1,.… 是 收敛 的 序列 ; 级 数 的 收敛 与 序列 的 收敛 是 不 同 的 概念 ,) 类 
似 地 , 序列 on := (1)" 发 散 , 当然 不 收敛 到 专 ; 所 以 级 数 学 (-1)" 也 发 散 


如 果 序列 (an)% 确实 收敛 到 0, 那么 级 数 > an 可 以 是 收敛 的 ,也 可 以 不 


Do 


是 收敛 的 , 这 取决 于 级 数 . 例如 , 我 们 将 很 快 见 到 级 数 > + 是 发 散 的 , 尽管 2 当 
n 一 co 时 收敛 到 0. 
定义 7.2.8( 绝 对 收敛) ” 设 光 an 是 实数 的 形式 级 数 , 我 们 说 这 个 级 数 是 绝对 


收敛 的 , 当 且 仅 当 |ov| 是 收敛 的 . 


为 了 区 分 收敛 和 绝对 收敛 的 情形 , 我 们 有 时 把 前 者 叫 作 是 条 件 收敛 . 
命题 7.2.9( 绝 对 收敛 判别 法 ) ” 设 2 an 是 实数 的 形式 级 数 . 如 果 这 个 级 数 是 


绝对 收 伍 的 , 那么 它 也 是 条 件 收 敏 的 , 在 这 种 情形 下 还 有 三 角形 不 等 式 
> an | 去 lanl. 


证 明 ”见习 题 7.2.4. 
注 7.2.10 ”此 命题 之 逆 不 真 . 存在 条 件 收敛 但 不 绝对 收敛 的 级 数 , 见 例 7.2.13. 
注 7.2.11 ”我 们 把 条 件 收敛 的 级 数 收集 为 一 个 类 (class), 把 绝对 收敛 的 级 数 


的 全 体 看 作 是 它 的 一 个 子 类 (subclass). 于 是 , 当 我 们 说 “ 于 av 是 条 件 收敛 的 ”时 ， 


N=m 


决 不 自动 地 认为 六 on 不 是 绝对 收敛 的 . 如 果 我 们 要 说 一 个 级 数 是 条 件 收敛 的 而 


不 是 绝对 收敛 的 , 我 们 将 代 而 言 之 为 “ 江 on 仅 是 条 件 收敛 的 ,或 “ > on 条 件 
地 但 不 绝对 地 收敛”. - 
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命题 7.2.12( 交 错 级 数 判别 法 ) ” 设 (an)co.,。 是 实数 序列 ， 对 于 一 切 n > mm 
a > 0 并 且 a > an 1. 那么 级 数 (-1)"an 是 收 伊 的 当 且 仅 当 n 一 oo0 时 序列 
Un 收敛 到 零 . 

证 明 ”从 零 判别 法 知 , 如 果 部 (-1)"a 是 收敛 的 级 数 , 那么 (-1)"a 收敛 到 


0, 它 列 含 ou 也 收敛 到 0, 因为 (-1)"a 和 an 与 0 有 相同 的 距离 . 
现在 假设 反 过 来 , av 收敛 到 0. 对 于 每 个 N, 让 Sn 是 部 分 和 


N 
SN := >》, (—1)"an, 


了 有 一 mL 


我 们 的 事 是 证 明 Sw 收敛 . 注意 


SN+2=SN + (-1) tlavri+ (—1) Mt?2anv+2 


=SN +(-1) ”+ (av+l 一 aN+2). 
而 根据 假设 , (aw+l 一 an+2) 不 是 负 的 . 于 是 我 们 有 
当 N 是 奇数 时 Sv42 > Sw; 当 N 是 偶数 时 Sw+2z < Sw. 
现 假定 N 是 偶数 , 从 上 述 讨论 及 归纳 法 我 们 看 到 
对 于 一 切 自然 数 k，SNzk < Sy 


(为 什么 ?). 还 有 SN+2k+1 > SN+1 = SN 一 aN+1 (为 什么 ?). 最 后 , 我 们 有 SN+2k+1 = 
SN+2k 一 QN+2k+1 < SN+2k (为 什么 ?). 于 是 对 于 一 切 上 有 


SN — aN+1 & SN+2k+1 < SN+2k < SN, 
当然 有 
SN —aN+1 <& Sn < SN, An>N. 


(为 什么 ? ). 于 是 5 是 终极 aw+1- 稳定 的 . 但 当 N 一 ce 时 序列 ov 收敛 到 0, 所 
以 这 表明 对 于 每 个 s > 0, 5 是 终极 e- 稳定 的 (为 什么 ? ). 于 是 Sn 收敛 , 从 而 级 


数 污 (1)"an 是 收敛 的 到 

例 7.2.13 “序列 ()%2, 是 正 的 、 减 的 , 并 且 收 伍 到 零 . 所 以 里 (-1)"1 是 
收 全 的 (但 它 不 是 绝对 收 化 的, 因为 “器 + 发散, 见 推论 7 3.7) 于 是 , 绝对 发 散 并 
不 昔 含 条 件 发 散 , 尽管 绝对 收敛 殖 含 着 条 件 收敛 
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下 面 收 集 了 一 些 涉及 收敛 级 数 的 恒等式 . 
命题 7.2.14 (级 数 算 律 ) 


(a) 如 果 定 an 是 实数 级 数 , 收 全 到 z, 并 且 入 bs 是 实数 级 数 , 收 化 到 1 那 


N= 


么 全 (an 十 bn) 也 是 收敛 级 数 , 并 且 收 敛 到 并 十 %. 即 


也 一 mL 


yb er i 


(b) 如 果 呈 an 是 实数 级 数 , 收 化 到 z, 并 且 c 是 实数 ,那么 2 (can) 也 是 收 
化 级 数 , 并 且 收 敛 到 cr. 即 (can) 一 c 3 an . 


N= 


(c) 设 到 an 是 实数 级 数 , 并 设 大 >0 是 整数 . 如 果 两 级 数 an 和 > jn 
也 一 ?2 十 
中 的 一 个 是 收 伊 的， 则 另 一 个 也 是 收敛 的 , 并 且 我 们 有 


m+k—1 
> Qn 一 于 Qn 十 > Qn.-: 
n=m nn 二 7 十 上 


(d) 设 器 o。 是 实数 级 数 , 收 全 到 z, 并 设 大 是 整数 . 那么 ”党 nk 也 收 全 
到 工 . 站 

证 明 “见习 题 7.2.5. 图 

从 命题 7.2.14(c) 我 们 看 到 , 级 数 的 收敛 性 与 此 级 数 的 前 面 有 限 项 无 关 (当然 那 
些 项 要 影响 级 数 收敛 到 的 值 ). 由 于 这 个 缘故 , 我 们 将 经 常 不 大 注意 级 数 的 起 始 指 标 
m 是 多 少 . 

有 一 种 级 数 , 叫 作 嵌 套 级 数 (telescoping series), 容易 求 和 . 

引 理 7.2.15( 嵌 套 级 数 ) ” 设 (on)22.。 是 实数 序列 , 收 伍 到 0， 即 lim an = 0 


那么 级 数 2 (an ant1) 收敛 到 an 


证 明 “见习 题 7.2.6. 国 
习 题 7.2 
7.2.1 ”级 数 CD" 是 收敛 的 还 是 发 散 的 ? 证 明 你 的 结论 . 现在 你 能 解决 例 1.2.2 中 的 困难 
吗 ? 


7.2.2 ”证 明 命题 7.2.5. (提示 : 使 用 命题 6.1.12 和 定理 6.4.18.) 
7.2.3 “用 命题 7.2.5 证 明 推论 7.2.6. 
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7.2.4 ”证 明 命 题 7.2.9. (提示 : 用 命题 7.2.5 及 命题 7.1.4(e).) 
7.2.5 ”证 明 命 题 7.2.14. (提示 : 用 定理 6.1.19.) 


7.2.6 ”证 明 引 理 7.2.15、( 提 示 : 先 找 出 部 分 和 5 (an -oo 应 该 是 什么 , 然后 用 归纳 法 证 
明 你 的 判断 .) 


87.3 ” 非 负 实数 的 和 


现在 我 们 把 上 面 的 讨论 专门 用 来 考虑 所 有 的 项 o 都 不 是 负数 的 级 数 > on. 
作为 例子 , 从 绝对 收敛 判别 法 就 导致 这 种 情形 , 因为 实数 os 的 绝对 值 |an| 总 不 是 
负 的 . 注意 , 当 级 数 的 每 项 都 不 是 负数 时 , 条 件 收敛 与 绝对 收敛 就 没有 区 别 了 . 

设 ov 是 一 个 非 负 实 数 的 级 数 . 那么 部 分 和 


N 
SN :一 S$ an 


人 二 人 


是 增 的 , 即 对 一 切 N > m，Sw+l > Sw (为 什么 ? ). 于 是 , 从 命题 6.3.8 和 推论 
6.1.7 知 , (SN) 只 -nm 是 收敛 的 当 且 仅 当 它 有 上 界 M. 换 句 话说 , 我 们 恰恰 证 明了 
命题 7.3.1 设 2 an 是 一 个 非 负 实 数 的 形式 级 数 . 那么 这 个 级 数 是 收 化 的 ， 


当 且 仅 当 存 在 实数 1M, 使 得 


N 
》 an < M， 对 于 一 切 N>m. 


于 一 771 


此 命题 的 一 个 简单 的 推论 是 _ 三 
推论 7.3.2( 比 较 判 别 法 ) ” 设 2 an 和 2 bn 是 两 个 实数 的 形式 级 数 , 并 设 


对 于 一 切 n 之 m，|an| < bn. 如果 D bn 是 收敛 的 , 那么 > an 绝对 收敛 , 并 且 


ee Ce 


3 


nm nn 三 mm 


证 明 ”见习 题 7.3.1. 图 
我 们 还 可 以 从 相反 的 方向 来 施行 比较 判别 法 : 如 果 对 于 一 切 n > m 有 lan| < 


bn, 以 及 半 an 不 是 绝对 收敛 的 , 那么  n 是 发 散 的 ，( 为 什么 这 可 直接 从 推论 
7.3.2 推出 ? ) 


oo 
2_ om 


用 一 ?7 
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对 于 使 用 比较 判别 法 非常 有 用 的 一 个 级 数 是 几何 级 数 >，z", 其 中 z 是 实数 


引 理 7.3.3( 几 何 级 数 ) 设 > 是 实数 , 如 果 |z| > 1, 那么 级 数 2 zm 是 发 
的 . 但 是 如 果 |z| < 1, 那么 此 级 数 是 绝对 收 化 的 , 并 且 


Co 1 
» Te 


证 明 ”见习 题 7.3.2. 国 

现在 我 们 给 出 一 个 有 用 的 准则 , 叫做 Cauchy 准则 , 它 用 来 判断 由 非 负 递减 的 
项 构成 的 级 数 是 否 收敛 . 

命题 7.3.4(Cauchy 准则 )” 设 (an)%21 是 一 个 非 负 实数 的 减 序列 (于 是 对 于 一 


切 n 之 1，an > 0 并 且 anti < an). 那么 级 数 入 an 收敛 当 且 仅 当 级 数 
nel 


CD 
》 ,2*axx 一 Ql1 十 2a2 十 4a4 十 8ag 十 …:. 
大 一 0 


是 收敛 的 . 
注 7.3.5 ”此 判别 法 的 一 个 有 趣 的 性 质 是 , 它 只 用 到 序列 (an)8: 的 少量 元 素 
( 即 号 码 ”为 2 的 蜗 n = 2* 的 元 素 ) 来 确定 整个 级 数 是 否 收敛 . 


证 明 设 Sw := 过 an 是 二 a 的 部 分 和 , 并 设 T := DD Ma 是 二 2ka2k 
n= n= = 二 0 
的 部 分 和 . 根据 命题 7.3.1, 我 们 的 任务 是 证 明 序列 (Sw)%_， 是 有 界 的 当 且 仅 当 


(Tk)%_!1 是 有 界 的 . 为 做 这 件 事 我 们 需要 下 述 结论 . 
引 理 7.3.6 对 于 任何 自然 数 KK, 有 


Sort+1i_1 < Tk & 252x. 
证 明 对 天 进行 归纳 . 首先 证 明 K = 0 时 结论 成 立 , 即 
S1 < To < 291, 
这 万 是 
al < a1 < 2al1， 


它 明显 成 立 , 因为 a1 不 是 负数 . 
现在 假定 结论 已 对 K 证 实 , 我 们 现在 要 证 明 它 对 K + 1 成 立 : 


Sor+2_1 & TkK+41 & 2S2r+1. 


很 清楚 , 我 们 有 


Tk+1 = Tk 十 vn 
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同时 , 有 (使 用 引 理 7.1.4(a) 和 (f), 并 用 ao 减 的 假定 ) 


DK+1 
So2r+1 = Sor 十 bP an 
n=2K+1 
2K+1 
> Sor 十 > a2rt! = Sor + 2F qor+i. 
n=2K++1 
于 是 
2Sok+1 之 292k 十 2K+1a2r+1. 
类 似 地 , 我 们 有 
2K+2—1 
or+2_1 一 9ork+l_1 站 ?PD Qn 
n=2K+1 
p 
< Sorti_1 二 QoK+1 
n=2K+1 


三 Sor+1i_1 才 2K+1lg kt 。 
联合 这 些 不 等 式 , 以 及 归纳 假定 
S2rti_1 & Tk & 252rk 


就 得 到 所 要 的 结果 
Sor+2_1 & TK41 & 292K+1. 

这 就 完成 了 证 明 . 加 

命题 7.3.4 的 证 明 ”从 引 理 7.3.6 我 们 看 到 , 如 果 (Sw)%3_1 是 有 界 的 , 那么 
(Sax)2_o 是 有 界 的 , 从 而 (Tr) 器 _o 是 有 界 的 ， 反 过 来 , 如 果 (Tk)%_o。 是 有 界 的 ， 
那么 引 理 7.3.6 的 结论 列 含 Srx+:_1 是 有 界 的 , 即 存 在 M 使 对 一 切 自然 数 K 有 
Sok+1_1 和 M. 但 是 容易 证 明 2K+1 -1 > 天 二 1 于 是 Sk41 和 M 对 于 一 切 自然 数 
K 成 立 , 那么 (Sw)%_; 是 有 界 的 . 国 

推论 7.3.7 设 g > 0 是 比例 数 . 那么 级 数 党 当 g > 1 时 收敛 而 当 g< 1 
时 发 散 . 

证 明 ”序列 (二 )%: 是 正 的 减 的 (根据 引 理 5.6.9(d)), 于 是 Cauchy 准则 适用 . 
那么 这 个 级 数 是 收敛 的 当 且 仅 当 


> 
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是 收敛 的 . 但 由 指数 运算 的 法 则 ( 引 理 5.6.9) 知 , 我 们 可 把 这 个 级 数 重新 写作 几何 
级 数 轴 
> 
k=0 


如 早先 提 到 的 ， 几何 级 数 > zt 收敛 当 且 仅 当 |z| < 1. 于 是 , 级 数 十 收敛 当 且 
一 0 nn 二 


仅 当 |21-?| < 1, 此 事 成 立 当 且 仅 当 g > 1 (为 什么 ? 试 证 此 事 , 只 用 引 理 5.6.9 而 
不 要 用 对 数 ). 加 


特别 地 , 级 数 > (也 叫 作 调和 级 数 ) 是 发 散 的 , 此 事 早先 已 说 过 . 但 是 级 数 
六 二 是 收敛 的 . 


n= 


一 


注 7.3.8 当 而 收敛 时 , 其 和 记 作 (9), 叫 作 9 的 Riemann-Zeta 函数 


这 个 函数 在 数论 中 是 特别 重要 的 , 特别 是 对 于 研究 素数 的 分 布 , 非常 重要 . 关于 这 
个 函数 , 有 一 个 非常 著名 的 未 解决 的 问题 , 叫 作 Riemann 猜测 , 但 继续 讨论 此 事 
将 远 超 出 本 书 的 范围 . 但 我 愿意 提 一 提 , 解决 Riemann 猜测 将 获得 一 百 万 美元 的 奖 
励 并 立即 在 当代 数学 家 中 赢得 巨大 声誉 . 


习 题 7.3 


7.3.1 “用 命题 7.3.1 证 明 推 论 7.3.2. 


7.3.2 ”证 明 引 理 7.3.3. (提示 : 对 于 第 一 部 分 使 用 零 判 别 法 , 对 于 第 二 部 分 先 用 归纳 法 建立 几 
何 级 数 公式 

NM 1-zN+l 

六 加 1 一 了 


而 后 使 用 引 理 6.5.2.) 
7.3.3 。 设 汇 an 是 绝对 收敛 的 实数 级 数 , 使 得 汇 lan| = 0. 证 明 对 于 每 个 自然 数 n, an 一 0 


87.4 ”级 数 的 重 排 
有 限 级 数 的 一 个 特征 是 , 不 管 怎样 排列 它 的 各 项 , 总 和 永远 不 变 . 例如 ， 
al 士 Q2 十 as 十 04 十 a5 三 04 十 as 十 a5 十 al 十 a2. 


此 事 的 较为 严格 的 叙述 , 用 到 双 射 , 早已 出 现 过 , 见 注 7.1.12. 
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读者 也 许 会 问 , 对 于 无 限 级 数 , 同样 的 事情 是 否 成 立 ? 如 果 所 有 的 项 都 不 是 负 
的 , 那么 答案 是 肯定 的 . 


命题 7.4.1 设 > on 是 收 化 的 非 负 实 数 级 数 , 并 设 f:N 一 N 是 双 射 那么 
> osm 也 收敛 , 并 有 同样 的 和 : 


> oa = 2 orm): 
n=0 m=0 
证 明 引入 部 分 和 


N M 
SN “一 > Tm :三 > Qf (mm): 


n=0 1 一 0 


我 们 知道 序列 (Sw)8_。 和 (Tw) 帘 -。 都 是 增 的 . 写 
L:= sup(SN)N-o, 了 := sup(TM) 放 -0. 


根据 命题 6.3.8, 我 们 知道 L 是 有 限 的 , 而 且 事实 上 工 = > an; 还 是 根据 命题 6.3.8， 


我 们 看 到 , 一 旦 能 够 证 明 L = L', 我 们 就 将 搞定 . 
固定 M, 让 Y 是 集合 


Y:={méEN:m< M}. 


注意 , f 是 Y 和 f(Y) 之 间 的 双 射 . 根据 命题 7.1.11, 我 们 有 


M 
Tu = 2 ofm = 2 ofm = 2 on 
m=0 meEY nef(Y) 
序列 (f(m))M_o 是 有 限 的 , 从 而 是 有 界 的 , 即 , 存在 N 使 得 对 于 一 切 m < M 有 
f(m) < N. 于 是 f(Y) 是 {ne N :n<N} 的 一 个 子 集合 . 再 次 根据 命题 7.1.11 (以 
及 一 切 on 都 不 是 负数 的 假定 ) 


N 
Tx™ = 3 an < >》， an = dn SSN. 
ne€f(Y) ne{neN:nSN} n=0 
但 由 于 (Svw)%_。 有 上 确 界 L, 于 是 我 们 看 到 Sw < 工 , 从 而 对 于 一 切 M，Tw < 工 . 
由 于 L' 是 (Tux)%3_o 的 最 小 上 界 , 这 就 推出 L' < 工 . 
类 似 的 论证 (用 道 映射 f-! 取代 f) 表明 每 个 Sy 都 以 L' 为 上 界 , 从 而 得 到 
L < LL. 将 两 个 不 等 式 联合 起 来 就 得 到 所 要 证 明 的 工 = 也 . 图 
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例 7.4.2 从 推论 7.3.7 知 , 级 数 


a 
n2 9 16 25 36 


n=1 


是 收敛 的 . 于 是 , 如 果 逐 步 换 序 , 就 得 到 
1 


二 本 二 亲本 和 
4 16 9 361+ 25 . 


我 们 知道 , 这 个 级 数 也 是 收敛 的 , 并 且 有 同样 的 和 . (其 实 此 和 的 值 为 ((2) = #, 我 
们 将 在 习题 16.5.2 中 证 明 这 个 事实 .) 

现在 我 们 问 , 当 级 数 不 是 每 项 都 非 负 时 , 会 发 生 什 么 情形 . 如 果 级 数 是 绝对 收 
敛 的, 我 们 仍 可 重 排 . 

命题 7.4.3( 级 数 的 重 排 ) 设 2 an 是 绝对 收敛 的 实数 级 数 , 并 设 了 上 :N 一 N 


是 双 射 那么 > em 还 是 绝对 收敛 的 , 并 具有 同样 的 和 
Dj an = 》 opm). 
n=0 m=0 


证 明 (选读 ) ”我 们 对 无 限 级 数 > lan| 应 用 命题 7.4.1, 根据 假设 , 此 级 数 收 化 
如 果 写 


L:= 》 ,|an| 
n=0 
那么 根据 命题 7.41， |ay(m)| 也 收敛 到 世 
现在 写 由 
= 》 ou， 
n=0 


我 们 必须 证 明 二 or 也 收敛 到 L/. 换 句 话说, 给 定 任意 的 。 > 0, 必须 找到 M， 
使 当 M' > M 时 ayem 是 e- 接近 于 L' 的 . 

由 于 沁 lan| 是 收敛 的 , 由 命题 7.2.5, 我 们 可 以 找到 Ni, 使 得 对 于 一 切 p,q > 
Ni, 


qa 
. 
2 lonl < 5 


n=p 
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由 于 甘 a 收敛 到 ,那么 部 分 和 沁 an 也 收敛 到 I， 所 以 存在 N > Ni 使 得 
之 on 是 条 接近 于 的 
现在 , 序列 (~1(n)) 和 。 是 有 限 的 , 从 而 是 有 界 的 , 于 是 存在 M, 使 得 对 于 一 切 


0<ngxN 有 f-!(n) < M. 那么 当 M' > M 时 ,集合 {f(m):meN;m< M 人 } 包 
含 {ne N:n<NN}( 为 什么 ? ). 于 是 根据 命题 7.1.11, 对 于 任何 M' > M 都 有 


M’ N 
pL > n= ,a+ Don 
m=0 


neff(m):mENmSM’} n=0 nex 
其 中 X 是 集合 
X:={f(m:meNms< M}\{neN:ngN}. 
集合 X 是 有 限 的 , 因而 界 于 某 自然 数 g. 于 是 必 有 
XC{neN:N+1<ngg) 


(为 什么 ?). 那么 根据 N 的 选取 , 有 
Dm | lanle 当 lan| < 7. 


neEX nEX 史 一 六 十 1 


于 是 并 arm 是 条 接近 于 沁 an 的 , 而 后 者 如 前 所 述 是 和 接近 于 Z 的 . 因此 
只 要 M' > MX， 吕 artm 就 是 。 接近 于 /的 . 这 就 是 要 证 的 E 


令 人 惊奇 的 是 , 当 级 数 不 是 绝对 收敛 的 时 候 , 级 数 重 排 的 性 质 是 非常 恶劣 的 . 
例 7.4.4 考虑 级 数 
pe | 


1 1 
全 一 十 过 一 十 二 一 人 十 …， 


1 

3 4 56r TIS 

这 个 级 数 不 是 绝对 收敛 的 (为 什么 ? ), 但 根据 交错 级 数 判 别 法 它 是 条 件 收敛 的 . 事 
实 上 , 可 以 看 出 级 数 收敛 到 一 个 正 数 (事实 上 , 它 收敛 到 In(2) -去 = 0.193 147…， 
见 例 15.5.7). 为 何 级 数 的 和 是 正 的 , 基本 上 是 因为 量 (# 一 3), (2 一 二),(# 一 二 ) 等 都 
是 正 的 , 可 以 用 此 事 证 明 每 个 部 分 和 都 是 正 的 . (为 什么 ? 你 需要 分 部 分 和 是 由 偶 
数 项 组 成 的 及 由 奇数 项 组 成 的 两 种 情况 来 考虑 .) 


但 是 , 如 果 我 们 重 排 这 个 级 数 让 一 个 正 项 接着 两 个 负 项 , 那么 得 到 
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于 是 部 分 和 立即 变 成 负 的 (这 是 因为 (一半 一 雪 ),( 计 一 寺 一 二) 及 一 般 地 未 革 7 一 杰 一 
za 都 是 负 的 ), 从 而 此 级 数 收敛 到 一 个 负数 ; 事实 上 它 收敛 到 


3 (In(2) — 1) = -0.153 426.… . 


令 人 惊讶 的 是 Riemann 的 结果 , 此 结果 表明 , 一 个 条 件 收敛 而 不 绝对 收敛 的 级 数 ， 
事实 上 , 可 以 经 过 适当 重 排 而 收敛 到 任何 指定 的 值 (或 经 重 排 后 而 发 散 一 一 见习 
题 8.2.6), 详 见 定理 8.2.8. 

总 而 言 之 , 当 级 数 绝对 收敛 时 , 可 随意 重 排 而 不 改变 其 和 , 但 当 级 数 不 绝对 收 
敛 时 , 重 排 是 相当 危险 的 . [这 并 不 是 说 , 重 排 一 个 绝对 发 散 的 级 数 必定 给 出 错误 的 
结果 一 一 例如 , 在 理论 物理 中 常常 实施 类 似 的 花招 , (通常 ) 最 后 却 仍 得 到 正确 的 
结果 一 一 但 这 样 做 是 冒险 的 , 除非 以 一 个 像 命 题 7.4.3 那样 严格 的 结果 作为 依据 .] 


习 题 7.4 
7.4.1 设 > on 是 绝对 收敛 的 实数 级 数 , 并 设 f : N -，KN 是 严格 增 函数 ( 即 对 于 一 切 ne 


N，/(n + 1) > f(m)). 证 明 沁 art 也 是 绝对 收敛 的 级 数 ，( 提 示 : 试 把 时 we 
的 每 个 部 分 和 与 六 an 的 (稍微 不 同 的 ) 部 分 和 进行 比较 .) 
n= 二 0 


87.5 ” 方 根 判别 法 与 比例 判别 法 


现在 我 们 可 以 叙述 并 证 明 级 数 收敛 的 方 根 判别 法 和 比例 判别 法 . 
定理 7.5.1( 方 根 判别 法 ) ” 设 > an 是 实数 的 级 数 ,并 设 


1 
a := lim sup |an|*. 
人 一 CO 


(a) 如 果 a < 1 那么 级 数 污 an 是 绝对 收 化 的 (从 而 是 条 件 收 伊 的 ) 


(b) 如 果 a > 1, 那么 级 数 > an 是 条 件 发 散 的 (从 而 是 绝对 发 散 的 ) 


(c) 如 果 a = 1 那么 我 们 不 能 给 出 任何 断言 . 

证 明 ” 先 设 a < 1. 注意 , 必 有 a > 0, 因为 对 于 一 切 n, |an|* > 0. 那么 , 可 以 
找到 e > 0 使 得 0 < w+<e <1 (例如 可 令 s = 3(1 一 a)). 根据 命题 6.4.12(a), 存在 
N > m 使 得 对 于 一 切 n>>N 


lanl* <ate. 
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换 铝 话说 , 对 于 一 切 n > N, 有 
lan| < (a 十 E)”， 


但 从 关于 几何 级 数 的 讨论 知 , 由 于 0 < a+e<1, 级 数 


Co 


bb (a+e)” 


人 一 入 
是 绝对 收敛 的 [注意 , 根据 命题 7.2.14(c), 我 们 从 号 码 N 开始 是 没关系 的 ]. 于 是 根 
据 比较 判别 法 , 我 们 看 到 an 是 绝对 收 全 的 , 再 次 根据 命题 72.14(c)， ov 是 


绝对 收敛 的 

现在 假设 a > 1. 那么 根据 命题 6.4.12(b), 对 于 每 个 N > m, 存在 一 个 n>N 
使 得 |an|* > 1, 从 而 |an| > 1. 那么 (on) 吧 w 对 于 每 个 N 都 不 是 1- 接近 于 0 的 ， 
于 是 (an)%2, 不 是 终极 1- 接近 于 0 的 . 那么 (an)%2。 不 收敛 到 零 . 从 而 根据 零 判 
别 法 ，》 an 是 条 件 发 散 的 . 


对 于 a = 1, 见习 题 7.5.3. 国 

方 根 判别 法 是 用 上 极限 的 语言 给 出 的 . 当然 如 果 im lanj* 收敛 , 那么 极限 与 
上 极限 是 一 样 的 . 所 以 也 可 以 用 极限 的 语言 代替 上 极限 来 给 出 方 根 判别 法 ， 不 过 仅 
当 极 限 存 在 时 方 可 . 

方 根 判别 法 有 时 难于 使 用 , 但 我 们 使 用 下 述 引 理 就 可 以 用 比例 来 代替 方 根 . 

引 理 7.5.2 设 (cn)2n 是 正 数 序列 . 那么 我 们 有 


lim inf 二 全 < lim inf o# < lim sup Cc 冯 < lim sup + 

证 明 ”这 里 有 三 个 不 等 式 待 证 . 中 间 的 不 等 式 从 命题 6.4.12(c) 推出 . 我 们 只 
证 明 最 后 一 个 不 等 式 , 而 把 第 一 个 留 作 习题 7.5.1. 

令 工 := lim sup ®t. 如 果 工 = +co, 那么 没有 什么 可 证 的 (因为 对 于 每 个 广义 
实数 z 都 成 立 z < +co). 所 以 我 们 可 以 假设 L 是 有 限 的 实数 (注意 工 不 可 能 是 
-co; 为 什么 ? ). 由 于 sa 总 是 正 的 , 从 而 二 > 0. 

设 s > 0. 根据 命题 6.4.12(a) 知 , 存在 N > mm 使 得 对 于 一 切 n > N， 


1 世 寺 大 
Cn 


这 蕴含 着 对 于 一 切 风 > NN， 


cn+1 < (L + Ee)cn. 
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用 归纳 法 知 , 此 式 蕴 含 , 对 于 一 切 n > N， 
cn 委 cN( 工 十 s)n 

(为 什么 ?). 如 果 令 4 := cvw( 工 十 el) 那么 

cn < A(L+e)", 
从 而 加 

ci < An(L+e) 
对 于 一 切 n > NN 成立. 但 根据 极限 算 律 (定理 6.1.19) 及 引 理 6.5.3, 有 

lim A*(L +e)=L+e. 

于 是 根据 比较 原理 ( 引 理 6.4.13), 有 


1 
limsupcn < Li+i+e. 


有 一 DO 


但 此 式 对 于 一 切 s > 0 成 立 , 所 以 它 必 殖 含 所 要 的 不 等 式 


. 和 
limsupci <L 
nO0 


(为 什么 ? 用 反 证 法 证 明之 ). 
从 定理 7.5.1 和 引 理 7.5.2( 以 及 习题 7.5.3), 我 们 得 到 


147 


推论 7.5.3( 比 例 判别 法 ) ” 设 2 an 是 元 素 不 为 零 的 级 数 ( 非 零 的 假定 用 以 保 


证 下 面 出 现 的 比例 各 垃 有 意义 .) 


(a) 如 果 lim sup ls < 1, 那么 级 数 > an 是 绝对 收敛 的 〈 从 而 是 条 件 收敛 


的 ). 


(b) 如 果 limsup | 种 tL > 1, 那么 级 数 》 an 是 条 件 发 散 的 (从 而 不 是 绝对 收 


也 一 1 


和 敛 的 ). 
(c) 在 其 他 情形 下 , 我 们 不 能 断定 什么 . 
引 理 7.5.2 的 另 一 个 结果 是 下 述 极限 . 
命题 7.5.4 我 们 有 lim n* 一 1. 
证 明 ”根据 引 理 7.5. 2， ,使 用 命题 6.1.11 及 极限 算 律 (定理 6.1.19), 有 


1 1 
lim sup n* < lim sup = lim sup ( 十 2 三 1. 
n—00 n—+oo nN n—o0 nN 
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类 似 地 有 
lim inf n* > lim inf SEE = lim inf @ 十 2) 二 1; 
no0 ?一 co Nn 用 一 co n 
那么 , 所 需 结 论 从 命题 6.4.12(c) 和 (f) 推出 . 加 


注 7.5.5 ”除了 比例 判别 法 及 方 根 判 别 法 外 , 另 一 个 很 有 用 的 收敛 判别 法 是 积 
分 判别 法 , 我 们 将 在 命题 11.6.4 中 予以 介绍 . 


习 题 7.5 


7.5.1 ”证 明 引 理 7.5.2 中 的 第 一 个 不 等 式 . 
7.5.2 ” 设 z 是 实数 ，|z| < 1, 并 设 g 是 实数 .证 明 级 数 > nr" 是 绝对 收敛 的 ,， 并且 


lim nz™ = 0. 
人 -一 DO 


7.5.3 ” 举 一 个 正 数 on 的 发 散 级 数 祥 an 的 例子 , 使 
& nl 


并 举 一 个 正 数 bn 的 收敛 级 数 > bn 的 例子 ,使 


4 
bntl _ lim 2 =1. 
如 一 DO 


mn 一 co On 


(提示 : 用 推论 7.3.7.) 这 表明 , 即使 求 和 项 是 正 的 并 且 上 式 两 个 极限 都 存在 (等 于 1)， 
比例 判别 法 及 方 根 判 别 法 也 可 能 不 解决 问题 . 


第 8 章 无 限 集 合 


我 们 现在 转向 集合 论 的 研究 , 特别 是 无 限 集合 ( 即 不 以 任意 自然 数 为 基数 的 集 
合 ) 的 基数 的 研究 . 这 个 题目 起 源 于 83.6. 


88.1 可 数 性 


从 命题 3.6.14(c) 我 们 知道 , 如 果 X 是 有 限 集合 , 而 Y 是 X 的 真子 集 , 那么 
Y 不 能 和 X 有 同样 的 基数 . 但 是 , 对 无 限 集合 , 情况 就 不 是 这 样 . 例如, 从 定理 
3.6.12 知 , 自然数 的 集合 N 是 无 限 的 . 根据 命题 3.6.14(a), 集合 N\{0} 也 是 无 限 
的 (为 什么 ?), 它 是 N 的 真子 集 , 尽管 比 N“ 更 小 ", 还 是 与 N 有 同样 的 基数 , 因为 由 
fn) :=n 十 1 确定 的 映射 f :N 一 N\ {0} 是 双 射 (为 什么 ?). 这 是 无 限 集合 的 一 个 
特征 ; 见习 题 8.1.1. 

我 们 现在 来 区 分 两 种 无 限 集合 : 可 数 集 与 不 可 数 集 . 

定义 8.1.1( 可 数 集 ) ”集合 X 叫 作 可 数 无 限 的 (或 简称 为 可 数 的 ), 当 且 仅 当 它 
与 自然 数 集 有 相同 的 基数 . 集合 X 叫 作 最 多 可 数 的 当 且 仅 当 它 或 者 是 可 数 的 , 或 
者 是 有 限 的 . 我 们 说 一 个 集合 是 不 可 数 的 , 如 果 它 是 无 限 的 但 不 是 可 数 的 . 

注 8.1.2 ”可 数 无 限 (countably infinite) 的 集合 也 叫 作 denumerable 集合 . 

例 8.1.3 ”从 前 面 的 讨论 我 们 看 到 N 是 可 数 的 , N\ {0} 也 是 可 数 的 . 另 一 个 
例子 是 偶 自 然 数 集 {2n : n e N}, 因为 函数 f(n) := 2n 是 N 到 偶 自 然 数 集 的 双 射 
(为 什么 ?). 

设 X 是 可 数 集 . 那么 从 定义 知 , 存在 一 个 双 射 了 : N 一 X. 于 是 X 的 每 个 元 
素 恰 由 一 个 自然 数 ”决定 而 写成 形状 f(n). 于 是 我 们 不 正式 地 得 到 


于 是 , 可 数 集 可 被 排 成 一 个 序列 ， 使 得 我 们 有 第 零 个 元 素 f(0), 接着 第 一 个 元 素 

f(1), 然后 第 二 个 元 素 f(2), 依 此 类 推 . 这 样 , 全 体 这 些 元 素 f(0), f(1), f(2),… 是 

彼此 不 同 的 , 并 且 取 遍 了 X 的 一 切 元 素 . (这 就 是 为 什么 这 些 集合 叫 作 可 数 的 ; 

为 可 以 逐个 地 一 个 接 一 个 地 数 它们 , 从 f(0) 开始 , 然后 f(1),…, 依 此 类 推 .) 
依 此 看 来 , 很 清楚 为 何 自然 数 集 


N = {0, 1, 2, 3， …}, 
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正 整数 集 
以 及 偶 自然 数 集 
{0,2,4,6,8……} 
都 是 可 数 的 . 但 是 整数 集 
Z={:..,—3,—2,—1,0, 1,2,3,...} 
或 比例 数 集 
1 2 
= 上 ra | 
或 实数 集 


R = {0, V2, —n, 2.5, .…} 


是 可 数 的 还 是 不 可 数 的 , 就 不 那样 明显 了 . 例如 , 现在 还 不 清楚 , 是 否 能 把 实数 排 成 
一 个 序列 f(0), f(1), f(2), …. 我 们 很 快 就 要 回答 这 些 问题 , 

从 命题 3.6.4 和 定理 3.6.12 知 , 可 数 集 是 无 限 集 . 但 是 , 无 限 集 是 否 都 是 可 数 
集 , 并 不 那么 清楚 . 再 说 一 遍 , 我 们 很 快 就 要 回答 这 些 问 题 . 我 们 首先 需要 下 述 重要 
原理 . 

命题 8.1.4( 良 序 原理 ) ” 设 鳞 是 自然 数 集合 NN 的 一 个 不 空 的 子 集合 . 那么 恰 
存在 一 个 元 素 n € XX, 使 得 对 于 一 切 m EX 成 立 n < m. 换 句 话说 , 每 个 不 空 的 自 
然 数 的 集合 都 有 最 小 元 . 

证 明 ”见习 题 8.1.2. 图 

我 们 把 由 良 序 原理 给 出 的 元 素 n 叫 作 义 的 最 小 元 , 并 记 之 为 min(X). 于 是 ， 
作为 例子 , 集合 {2, 4, 6, 8, …} 的 最 小 元 是 2. 这 个 最 小 元 显然 与 依 定义 5.5.10 定 
义 的 入 的 下 确 界 是 同一 个 元 素 (为 什么 ?). 

命题 8.1.5 设 铸 是 自然 数 集合 的 一 个 无 限 子 集合 , 那么 存在 唯一 一 个 双 
射 f :N 一 义 , 它 依 下 述 意义 是 增 的 : 


对 于 一 切 mEN，jn 二 1) > f(n). 


当然 , X 与 N 具有 同样 的 基数 , 从 而 是 可 数 集 . 

证 明 ”我 们 给 出 证 明 的 一 个 不 完全 的 框架 , 其 中 留 下 一 些 待 补充 的 细节 用 问 
号 (?) 标 出 ; 这 些 细节 需 在 习题 8.1.3 中 予以 填补 . 

现在 用 下 述 公式 递归 地 定义 自然 数 的 一 个 序列 ao, al az … . 


an := minfz EX: 对 于 一 切 m < m z 夫 am]}. 
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直观 地 说 , ao 是 X 的 最 小 元 ; ak 是 X 的 第 二 最 小 元 , 即 把 ae 从 X 中 移 除 后 
的 最 小 元 ; az 则 是 第 三 最 小 元 ; 依 此 类 推 . 注意 到 , 为 了 确定 on， 只 需 对 于 一 切 
m < n 知道 am 的 值 , 于 是 , 这 个 定义 是 递归 的 . 还 有 , 由 于 X 是 无 限 集 , 集合 
{fzexX: 对 于 一 切 m < mw z 关 am} 也 是 无 限 集 (?), 从 而 不 空 . 于 是 , 根据 良 序 原 
理 , 最 小 元 min{x e 瑟 : 对 于 一 切 m < n, zx 关 am} 是 定义 成 功 的 . 

可 以 证 明 (?) (an)%o 是 一 个 增 序列 , 即 


ao0<<Q1<G2<<:……) 


从 而 对 于 一 切 nn 关 m，an 关 am(?). 另外 , 对 于 每 个 自然 数 n, 都 有 (?)an, € X. 

现在 定义 函数 f :N 一 X 使 Flm := an. 从 上 一 段 所 说 的 事实 知 , f 是 1 对 1 
的 . 现在 来 证 明 f 是 映 上 的 . 换 旬 话说 , 我 们 要 证 明 对 于 每 个 x e X, 存在 一 个 n 
使 得 Qn 三 XT. 

设 ze X. 假设 不 是 这 样 , 那么 对 于 每 个 ”都 有 an 坟 z. 这 蕴含 (?) 对 于 一 
切 n，z 都 是 集合 {fz e X : 对 于 一 切 m < mw x 关 am} 的 一 个 元 素 . 根据 a,, 的 定 
义 , 这 表明 对 于 自然 数 n 都 成 立 x > an. 但 是 , 由 于 (an)%_o 是 一 个 增 序列 , 我 们 
有 an > n(?), 从 而 z > n 对 于 每 个 自然 数 ” 成立. 那么 我 们 有 zx > z 二 1, 这 是 一 
个 矛盾 . 于 是 必定 对 于 某 些 自然 数 n 有 an = z, 从 而 /是 映 上 的 . 

由 于 f/f:N 一 XX 既是 1 对 1 的 也 是 映 上 的 , 所 以 它 是 双 射 . 于 是 找到 了 从 RN 
到 X 的 至 少 一 个 增 的 双 射 . 现在 假定 存在 从 N 到 X 的 另 一 个 增 的 双 射 g, 它 不 同 
于 f. 那么 集合 {n € N : g(n) 关 f(n)} 不 空 . 定义 


m:= min{n € N:g(n) A f(n)}, 


那么 g(m) 关 f(m) = am, 并 且 对 于 一 切 n < m, g(n) = f(n) = an. 那样 的 话 , 必定 
有 (?) 

g(m) = min{z € XX : 对 于 一 切 上 <m x # at} = am, 
这 是 一 个 矛盾 . 从 而 不 存在 与 f 不 同 的 从 N 到 X 的 增 的 双 射 . 国 

根据 定义 , 有 限 的 集合 是 至 多 可 数 的 , 于 是 得 到 

推论 8.1.6 自然数 集 合 的 一 切 子 集合 都 是 至 多 可 数 的 . 

推论 8.1.7 如 果 XX 是 至 多 可 数 的 集合 , 而 是 久 的 子 集合 , 则 YY 也 是 至 
多 可 数 的 . 

证 明 如果 X 是 有 限 的 , 那么 结论 从 命题 3.6.14(c) 推出 . 假定 X 是 可 数 的 ， 
那么 存在 和 与 N 之 间 的 一 个 双 射 f : X 一 N. 由 于 Y 是 XX 的 子 集合 , 并 且 f 是 
从 和 到 的 双 射 , 那么 当 把 f 限制 于 Y 上 时 , 我 们 得 到 Y 和 f(Y) 之 间 的 一 个 
双 射 (为 什么 这 是 双 射 ?). 于 是 f(Y) 与 Y 具有 相同 的 基数 . 但 是 f(Y) 是 N 的 一 
个 子 集合 , 从 而 根据 推论 8.1.6, 它 是 至 多 可 数 的 . 所 以 Y 也 是 至 多 可 数 的 . 面 
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命题 8.1.8 设 Y 是 集合 , 并 设 让 :N 一 Y 是 函数 . 那么 1(N) 是 至 多 可 数 的 . 

证 明 ”见习 题 8.1.4. 画 

推论 8.1.9 设 和 是 可 数 集 ,并 设 :XX 一 Y 是 函数 . 那么 F(X) 是 至 多 可 
数 的 . 


证 明 ”见习 题 8.1.5. 国 
命题 8.1.10 设 了 是 可 数 集 , 并 设 了 是 可 数 集 . 那么 和 LUJY 是 可 数 集 . 
证 明 “见习 题 8.1.7. 国 


总 结 一 下 , 一 个 可 数 集 的 任何 子 集 或 者 象 集合 , 都 是 至 多 可 数 的 , 并 且 可 数 集 
的 有 限 并 依然 是 可 数 集 . 

我 们 现在 可 以 建立 整数 集 的 可 数 性 . 

推论 8.1.11 “整数 集 也 是 可 数 集 . 

证 明 ”我 们 已 经 知道 自然 数 集合 N = {0,1,2,3,…} 是 可 数 集 . 那么 集合 


-RN := {—n:neN}= {0,—1,—2,—3,..-.} 


也 是 可 数 集 , 这 是 因为 映射 f(n) := -是 与 -N 之 间 的 双 射 . 由 于 整数 集 是 N 
与 -N 的 并 集 , 所 以 根据 命题 8.1.10, 它 是 可 数 集 . 图 

为 了 建立 比例 数 集 的 可 数 性 , 需要 把 可 数 性 与 笛 卡 儿 乘 积 (Cartesian product) 
联系 起 来 . 我 们 需要 证 明 N x N 是 可 数 集 . 

首先 需要 一 个 预备 引 理 . 

引 理 8.1.12 集合 


A:={(m,n}eENxN:0<n<m} 


是 可 数 集 . 
证 明 ”递归 地 定义 一 个 序列 oo, al, a2,…, 令 ao := 0, 并 对 一 切 自然 数 n, 令 
an+l :二 Qn 十 nn 十 1. 于 是 


ao=0，al=0+1，az=0+1+2，as=0+1+2 十 3,…， 


可 用 归纳 法 证 明 (a,)%_o 是 增 的 , 即 当 n> m 时 a。 > am( 为 什么 ?). 
现在 定义 一 个 函数 f :4 一 N, 令 


fn,m) := an+m. 


我 们 来 证 明 f 是 1 对 1 的 . 换 句 话说 , 如 果 (n,m) 和 (n,m’') 是 4 的 两 个 不 同 的 
元 素 , 那么 我 们 要 证 明 f(n,m) # f(n',m’). 
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为 此 , 设 (n,m) 和 (n,m’) 是 4 的 两 个 不 同 的 元 素 . 有 三 种 可 能 的 情形 : mw' = 
n,n > n,n <n. 首先 假定 w = n. 那么 必 有 m 关 mm, 否则 (n,m) 与 (n,m’) 将 
是 相同 的 . 于 是 a 十 m 关 an 十 m, 从 而 f(n,m) 关 f(n,m'), 这 就 是 所 需 的 . 

现在 假定 w' > n. 那么 mw > n 十 1, 从 而 

fm) =an+t+m > an Fantl=an+n+t+l. 
但 由 于 (n,m) e 4, 我 们 有 mm < n <n++1, 从 而 


fmm) > ant+nt+l> antm= fn,m), 


那么 f(n,m’) # fln,m). 

n' < n 的 情形 的 证 明 是 类 似 的 , 只 需 更 换 上 述 论 证 中 n 与 w 的 角色 . 于 是 我 
们 就 证 明了 f 是 1 对 1 的 . 从 而 f 是 从 4 到 f(4) 的 双 射 , 那么 4 与 f(4) 有 相 
同 的 基数 . 但 是 f(4) 是 N 的 子 集合 , 所 以 根据 推论 8.1.6, 它 是 至 多 可 数 的 . 因此 
4 是 至 多 可 数 的 . 但 是 4 明显 地 不 是 有 限 集合 . (为 什么 ? 提示 : 如 果 4 是 有 限 集 
合 , 那么 4 的 每 个 子 集合 也 都 是 有 限 的 , 当然 {(n,0) : mn e N} 也 必定 是 有 限 的 , 但 
它 明 显 是 可 数 无 限 的 , 这 是 一 个 矛盾 .) 于 是 4 必定 是 可 数 集 . 加 

推论 8.1.13 集合 NxN 是 可 数 的 . 

证 明 ”我 们 已 经 知道 集合 


A:={(n,m)eENxN:0<m<n} 
是 可 数 的 . 这 蕴含 着 集合 
了 :={(wm)eNxN:0<n 和 ml} 
也 是 可 数 的 , 这 是 因为 映射 
f:A—B, f(n,m) := (m,n) 


是 从 4 到 B 的 双 射 (为 什么 ?). 但 由 于 NxN 是 4 与 B 的 并 集 (为 什么 ?), 那么 


从 命题 8.1.10 就 推出 所 要 的 结论 . 图 
推论 8.1.14 如 果 尖 和 YY 都 是 可 数 的 , 那么 对 XY 是 可 数 的 . 
证 明 见习 题 8.1.8. 时 


推论 8.1.15 ”比例 数 集 Q@ 是 可 数 的 . 
证 明 ”我 们 已 经 知道 整数 集 Z 是 可 数 的 . 这 蕴含 非 零 整 数 集 Z \ {0} 是 可 数 
的 (为 什么 ?). 根据 推论 8.1.14, 集合 


Zx(Z\{0}) = {(a,b) :a,b eZ,b@0} 
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是 可 数 的 . 如 果 令 f :Zx (Z\{0}) 一 @ 是 函数 
f(a,b) := 


(注意 f 是 定义 成 功 的 , 因为 我 们 已 禁止 b= 0), 就 从 推论 8.1.9 看 到 f(Zx (Z\{0})) 
是 至 多 可 数 的 . 但 是 f(Z x (Z\ {0})) = Q@ (为 什么 ? 这 基本 上 就 是 比例 数 集 Q 的 
定义 ), 于 是 Q@ 是 至 多 可 数 的 . 但 Q@ 不 是 有 限 集 , 因为 它 包 含 无 限 集 N. 所 以 Q@ 是 
可 数 的 . 图 
注 8.1.16 ”由 于 比例 数 集合 是 可 数 的 , 我 们 知道 , 原则 上 可 以 把 比例 数 集 排 成 
Q = {Qo0, al; a2， Q3) 上 
使 得 这 个 序列 的 元 素 彼此 不 同 , 并 且 取 遍 @ 的 元 素 ( 即 , 每 个 比例 数 必 为 这 个 序列 
的 一 个 元 素 a,). 但 是 , 实际 明确 地 排出 这 样 一 个 序列 是 相当 困难 的 (虽然 不 是 不 
可 能 的 ), 见习 题 8.1.10. 


习 题 8.1 


8.1.1 设 X 是 集合 . 证 明 X 是 无 限 集 当 且 仅 当 存在 X 的 一 个 真子 集 Y G X, 它 与 X 有 同 
样 的 基数 . 

8.1.2 ”证 明 命题 8.1.4. (提示 : 可 使 用 归纳 法 , 或 使 用 无 限 下 降 原 理 (习题 4.4.2); 或 使 用 最 小 
上 界 (或 最 大 下 界 ) 原理 (定理 5.5.9).) 如 果 用 整数 集 取 代 自 然 数 集 , 良 序 原理 还 成 立 
吗 ? 如 果 用 正比 例 数 集 取代 自然 数 集 , 情况 又 将 如 何 ? 请 解释 . 

8.1.3 ” 补 上 命题 8.1.5 证 明 中 标 出 (?) 的 细节 . 

8.1.4 ”证 明 命 题 8.1.8. (提示 : 这 里 基本 的 问题 是 并 未 假定 了 是 1 对 1 的 . 定义 4 为 集合 


A := {n EN: 对 于 一 切 0 < m <n, f(m) # f(n))}, 


不 正式 地 说 , 4 是 使 f(n) 不 出 现在 序列 f(0), f(1),… ,Fn 一 1) 中 的 自然 数 ”的 集 
合 . 证 明 当 了 限制 在 4 上 时 , 它 成 为 从 4 到 f(4) 的 双 射 . 然后 使 用 命题 8.1.5.) 

8.1.5 ”用 命题 8.1.8 证 明 推论 8.1.9. 

8.1.6 ” 设 4 是 集合 . 证 明 4 是 至 多 可 数 的 当 且 仅 当 存在 从 4 到 N 的 单 射 f : 4 一 N. 

8.1.7 ”证 明 命题 8.1.10. (提示 : 根据 假定 , 有 双 射 f : N 一 X 和 双 射 g : N 一 Y. 现在 定 
义 了 :N 一 XUY 为 : 对 于 每 个 自然 数 n, h(2n) := f(n),h(2n 十 1) := g(n), 证 明 
h(N) = XUY. 然后 使 用 推论 8.1.9 并 证 明 XJY 不 可 能 是 有 限 集 .) 

8.1.8 ”使 用 推论 8.1.13 证 明 推 论 8.1.14. 

8.1.9 ” 设 了 是 至 多 可 数 的 集合 , 并 且 对 于 每 个 a € 也 设 4。 是 一 个 至 多 可 数 的 集合 . 证 明 集 
合 Uaer ha 也 是 至 多 可 数 的 . 那么 可 数 集 的 可 数 并 是 可 数 的 . 

8.1.10 ” 找 出 一 个 从 自然 数 系 N 到 比例 数 集 Q@ 的 双 射 了 : N 一 Q. (警告 : 明显 地 做 出 f 实际 

上 是 非常 需要 技巧 的 , 很 难 让 f 同时 是 单 射 和 满 射 .) 
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88.2 ”在 无 限 集合 上 求 和 


我 们 现在 引入 在 可 数 集 上 求 和 的 概念 , 只 要 和 是 绝对 收敛 的 , 它 就 是 定义 成 功 
的 . 
定义 8.2.1( 可 数 集 上 的 级 数 ) ” 设 XX 是 可 数 集 并 设 f : X 一 及 是 函数 . 我 们 
说 级 数 2 f(z) 是 绝对 收敛 的 当 且 仅 当 对 于 某 双 射 g : N 一 XX, 级 数 
TE 


> f(g(n)) 
n=0 
是 绝对 收敛 的 . 那 时 我 们 定义 


2 f(z) = > (g(n)). 


EX n=0 
从 命题 7.4.3( 和 命题 3.6.4), 可 以 证 明 这 些 定义 不 依赖 于 g 的 选取 , 从 而 是 定义 
成 功 的 . 
我 们 现在 可 以 给 出 一 个 关于 二 重 求 和 的 重要 定理 . 
定理 8.2.2( 关 于 无 限 和 的 Fubini 定理 ) 设 j:NxN 一 民 是 函数 , 使 得 


> ， fln,m) 


(n,m)ENxN 


是 绝对 收敛 的 . 那么 


| ttm )- > fln,m) 


n=0 (n,m)ENxN 


= > fm= > 他 Ho 
(mn)ENxN m=0 \n=0 

换 句 话说 , 只 要 整个 和 是 绝对 收敛 的 , 我 们 就 可 以 交换 无 限 和 的 次 序 . 你 应 该 
将 此 与 例 1.2.5 进行 比较 . 

证 明 ”( 仅 给 出 证 明 的 框架 . 这 个 证 明 比 起 其 他 的 证 明 来 可 认为 更 为 复杂 ， 
此 作为 选读 材料 .) 第 二 个 等 式 容易 从 命题 7.4.3( 及 命题 3.6.4) 推出 . 由 于 第 三 个 等 
式 与 第 一 个 非常 类 似 (基本 上 只 是 交换 n 和 m 的 角色 ), 所 以 我 们 只 证 明 第 一 个 等 
式 . 

我 们 先 考虑 f(n,m) 总 不 取 负 值 的 情形 ( 稍 后 将 处 理 一 般 情 形 ). 记 

L:= >》 f (n,m). 


(n,m)ENxXN 
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我 们 的 任务 是 证 明 级 数 本 
> 区 fln, 四) 
n=0 \m=0 
收敛 到 工 . 
可 以 容易 地 证 明 对 于 一 切 有 限 集 合 XCNxN 
> f(n,m) <L. 
(n,m)EX 


(为 什么 ? 使 用 N x N 与 N 之 间 的 一 个 双 射 g, 然后 使 用 9(X) 是 有 限 集 , 从 而 是 有 
界 集 的 事实 .) 当然 , 对 于 每 个 ne N 和 每 个 M e N, 有 


M 
2 fn,m) <L, 


7 一 0 
根据 命题 6.3.8, 此 式 殖 含 对 于 每 个 mn， 半 f(n,m) 都 收敛 ， 关 似 地 , 对 于 任意 的 
N e N 和 任意 的 M eN, 有 (由 推论 7.1.14) 


SS 2 f(n,m) <L, 


n=0 m=0 (n,m)EX 


其 中 X 是 集合 {(n,m) e N x N:n < N,m < M}, 根据 命题 3.6.14, 这 个 集合 是 有 
限 的 . 对 此 式 当 M 一 oo 时 取 上 确 界 (根据 极限 算 律 及 对 N 的 归纳 ) 有 


> Dm < 


n=0 m=0 


根据 命题 6.3.8, 这 蕴含 六 于 f(n,m) 收敛 , 以 及 


n=0 m=0 


; > fn,m) <L. 


n=0 m=0 


为 结束 证 明 ， 只 需 对 于 每 个 e >0 证 明 
5 > f(n,m)>L—e. 


n=0 m=0 
(为 什么 这 就 够 了 ? 用 反 证 法 证 明 一 下 .) 那么 设 e > 0. 根据 工 的 定义 , 可 以 找到 一 
个 有 限 集合 XCN x N 使 得 
>， fn,m)2>L-—e 


(n,m)EX 
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(为 什么 ?), 这 个 集合 XX, 作为 一 个 有 限 集合 , 必定 包含 在 某 个 形 如 
Y:={(n,m)EeENxN:ng Nm< M} 
的 集合 之 中 (为 什么 ? 用 归纳 法 证 一 下 ). 于 是 根据 推论 7.1.14， 


N MM 
> > jnm= > fm)> >》 fn,m)2>L-e, 


n=0 m=0 (n,m)eEY (n,m)EX 
从 而 
co oo0 N oo N M 
2 > fm) 2 > jwm)>> >》 fn,m)>L-e, 
n=0 m=0 n=0 m=0 n=0m=0 
这 就 是 所 需要 的 . 


这 就 证 明了 当 f(n,m) 都 不 是 负数 时 , 结论 成 立 . 类 似 的 论证 当 f(n,m) 都 不 
是 正 数 时 也 成 立 (事实 上 , 可 以 简单 地 使 用 刚刚 得 到 的 结果 于 函数 -f, 再 使 用 极限 
算 律 消去 负 号 ). 

对 于 一 般 情形 , 注意 到 函数 f 可 以 被 写成 fi 十 f_, 其 中 fj 是 了 的 正 部 ( 即 当 
f(n,m) 是 正 数 时 , fi (n,m) = 了 (n,m), 否则 所 = 0), f- 是 了 的 负 部 ( 当 f(n,m) 是 
负数 时 f_(n,m) = f(n,m), 否则 广 (nmm) = 0). 容易 证 明 ， 下 2 yn， m) 
是 绝对 收敛 的 , 那么 i my) 和 , > fn,m) 也 是 绝对 收敛 的 . 于 


n,m)ENxXN 
是 , 把 刚才 得 到 的 结果 应 用 于 fi 和 f_, 然后 使 用 极限 算 律 把 它们 加 起 来 , 就 得 到 
对 于 一 般 的 的 结果 . 图 
对 于 绝对 收敛 级 数 有 另外 一 种 刻画 . 
引 理 8.2.3 设 X 是 至 多 可 数 的 集合 , 并 设 :一 民 是 函数 ， 那么 级 数 
f(T) 是 绝对 收敛 的 当 且 仅 当 


ww {> f(x)|:ACX,A 二 有限 条 全 | < oo. 
TEA 

证 明 ”见习 题 8.2.1. 国 

受 这 个 引 理 的 启发 , 我 们 现在 可 以 定义 绝对 收敛 级 数 的 概念 , 甚至 在 集合 X 是 
不 可 数 的 情形 下 也 适用 . (在 下 一 节 中 我 们 给 出 不 可 数 集 的 一 些 例子 .) 

定义 8.2.4 设 X 是 集合 ( 它 可 以 是 不 可 数 的 ), 并 设 f :XX 一 民 是 函数 . 我 
们 说 级 数 2 7) 是 绝对 收敛 的 , 当 且 仅 当 


wo {Del:4 CX 4 是 有 限 的 } < co. 


EA 


158 第 8 章 无 限 集 合 


注意 , 我 们 还 没有 说 级 数 2 f(z) 等 于 什么 . 这 将 由 下 述 引 理 来 完成 . 
了 ZE 


引 理 8.2.5 设 X 是 集合 ( 它 可 以 是 不 可 数 的 ), 并 设 小: 成 一 月 是 函数 , 使 
得 级 数 二. Je) 是 绝对 收敛 的 . 那么 , 集合 {ZT E 久 :f(z) 关 0} 是 至 多 可 数 的 . 
TE 
证 明 ”见习 题 8.2.2. 贸 
根据 这 个 引 理 , 我 们 可 以 把 任何 一 个 在 不 可 数 集 X 上 绝对 收敛 的 级 数 》 jz) 
rEX 
的 值 定义 为 
$F) 9 fo), 


IEX TEX:f(T)#0 
其 中 我 们 已 把 在 不 可 数 集 X 上 的 和 替代 为 在 可 数 集 {z e XX : f(z) 关 0} 上 的 和 . 
(注意 , 如 果 前 一 个 和 是 绝对 收敛 的 , 那么 后 一 个 和 也 是 绝对 收敛 的 .) 还 应 注意 , 这 
个 定义 与 我 们 已 有 的 在 可 数 集 上 的 级 数 的 定义 是 相 容 的 . 
我 们 给 出 关于 在 任意 集合 上 绝对 收敛 的 级 数 的 一 些 算 律 . 
命题 8.2.6( 绝 对 收敛 级 数 的 算 律 ) 设 X 是 任意 的 集合 (可 以 是 不 可 数 的 ), 并 
设 耻 :X 一 及 和 9g: 居 一 及 是 函数 , 使 得 yz) 与 2 9(z) 都 绝对 收 伍 ， 


(a) 级 数 2 (f(7) 十 g(z)) 是 绝对 收敛 的 ,并 且 


> (ftz)+g(z)) = >， f(z) + >》 g(z). 
rEX 


EX EX 


(b) 如 果 c 是 实数 , 那么 5 cjf(z) 是 绝对 收敛 的 , 并 且 


rEX 


2 cf(z)=c2 f(z). 


EX TEX 
(c) 如 果 六 = 二 Xi X2, 其 中 XI1 与 X2 不 相交 , 那么 》，f(z) 与 f(x) 都 
TEXL1 TEX2 
是 绝对 收敛 的 , 并 且 


>， fc)= f+ DM 


ZTEXI LU X2 ZEXI1 ZEX2 
反 过 来 ,如果 玉 :太一 了 到 使 得 2 h(z) 和 2 h(z) 都 是 绝对 收敛 的 ， 那么 
TEAXL TEX2 
2 h(x) 也 是 绝对 收 伊 的, 并 且 


ZEXI LU X2 
>) hz)= > hz)+ 》 h(z). 


ZEXI1 UXa2 ZEXI1 ZEX2 
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(d) 如 果 Y 是 另 一 个 集合 , p :了 一 和 是 双 射 ,那么 2 je(0)) 是 绝对 收 伍 
VE 


的 , 并 且 
2 je()) = 2 7)， 


VEY rEX 
证 明 ”见习 题 8.2.3. 贺 
回忆 例 7.4.4, 如 果 一 个 级 数 是 条 件 收敛 的 但 不 是 绝对 收敛 的 , 那么 它 关 于 重 排 
的 性 状 是 很 糟糕 的 . 我 们 现在 进一步 分 析 这 种 现象 . 


引 理 8.2.7 设 2 on 是 实数 级 数 , 它 是 条 件 收敛 的 但 不 是 绝对 收 化 的 . 定义 
Ar:={néEN:an20}, A-:= {néeN:an < 0}, 
那么 A+UA- = 时 并 且 4+ 门 4- = 那么 两 级 数 对 an 与 于 an 都 不 是 条 
nE€EA+ mnEA-~ 


件 收 化 的 (从 而 都 不 是 绝对 收敛 的 ). 
证 明 “见习 题 8.2.4. 国 
我 们 现在 已 准备 好 建立 Georg Riemann(1826 一 1866) 的 著名 的 定理 , 它 断 言 一 
个 条 件 收敛 而 不 绝对 收敛 的 级 数 , 可 经 重 排 而 收敛 到 任意 预先 指定 的 值 ! 


定理 8.2.8 。” 设 级 数 并 mn 是 条 件 收敛 但 不 绝对 收敛 的 级 数 , 并 设 也 是 任意 
的 一 个 实数 . 那么 存在 双 射 了 :及 一 N, 使 得 > af(m) 条 件 收敛 到 了 

证 明 (可 选读 ) ”我 们 给 出 证 明 的 一 个 框架 , 把 细节 留 作 习题 8.2.5. 设 4+ 和 
4_ 是 引 理 8.2.7 中 的 集合 . 从 引 理 8.2.7 我 们 知道 级 数 2 an 与 2 an 都 是 绝 
对 发 散 的 . 当然 4+ 和 4- 都 是 无 限 集合 为 什么 ?) 那么 , 根据 命题 8.1.5, 可 以 找 
到 增 的 双 射 fi : N 一 A 及 广 :N 一 4-_. 于 是 和 式 2 f+ bm) 及 of-(m) 都 
是 绝对 发 散 的 (为 什么 ?). 我 们 的 计划 是 ， 以 成 功 选取 的 顺序 从 发 散 级 数 学 at ml 


与 党 or_ wo 中 选择 各 项 , 保持 它们 的 和 收敛 到 元 


我 们 递归 地 定义 自然 数 的 序列 no, na, n2,… 如 下 . 

假定 1 是 自然 数 , 并 且 n; 对 于 一 切 i < 7 已 定义 好 (如 果 ; = 0, 这 是 一 个 空 
洞 的 真 事 ). 然后 我 们 按 下 述 法 则 来 定义 nj. 

(I) 如 果 3 an, < 工 , 那么 令 


nj := min{n € A+ : 对 于 一 切 i < j,n ni}. 
(ID) 如 果 并 an > 工 , 那么 令 
0<i<j 
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nj := min{n € 4_ : 对 于 一 切 i < j,n A ni}. 


注意 , 这 个 递归 的 定义 是 成 功 的 , 因为 4; 和 4_ 都 是 无 限 的 , 从 而 集合 {ne 
对 于 一 切 i < jn 关 ni} 以 及 fn es 4- :对 于 一 切 i < j,n 关 ni} 都 决 不 是 空 


集 . (直观 地 说 , 当 部 分 和 太 小 时 , 我 们 把 非 负 的 数 加 进 级 数 中 , 而 当 部 分 和 太 大 时 


我 们 


则 把 负数 加 入 其 中 .) 那么 可 以 验证 下 述 结论 : 

。 映射 j 一 n; 是 单 射 . (为 什么 ?) 

。 情形 I 出 现 无 限 多 次 , 情形 II 也 出 现 无 限 多 次 . (为 什么 ? 用 反 证 法 证 一 下 .) 
。 映射 ; 一 nj 是 满 射 . (为 什么 ?) 

。 我 们 有 Pm,an; = 0. (为 什么 ? 注意 , 根据 推论 7.2.6，lim an = 0.) 


. 。 我 们 有 lim 53a, = 工 . (为 什么 ?) 
JI 一 59 0gi<j 


8.2.1 
8.2.2 


8.2.3 
8.2.4 
8.2.5 
8.2.6 


出 怎 


然后 对 于 一 切 1 令 f(i) := ns, 就 得 到 所 要 的 结果 . 


习 题 8.2 


证 明 引 理 8.2.3. (提示 : 习题 3.6.3 可 能 有 用 .) 
证 明 引 理 8.2.5. (提示 : 先 证 明 如 果 M 是 量 


M := b> |f(z)|:ACX, 4 是 有 限 的 } 
EA 


那么 对 于 每 个 正 整 数 n, 集合 {z e X : |f(z)| > +} 都 是 有 限 的 , 并 且 基 数 最 多 是 Mn. 
然后 使 用 习题 8.1.9.) 

证 明 命题 8.2.6. (提示 : 你 当然 可 以 使 用 第 7 章 的 一 切 结果 .) 

证 明 引 理 8.2.7. (提示 : 用 反 证 法 , 并 使 用 极限 算 律 .) 

解释 定理 8.2.8 的 证 明 中 标记 有 (为 什么 ?) 的 地 方 . 

设 > an 是 一 个 条 件 收敛 但 不 绝对 收敛 的 级 数 . 证 明 存在 一 个 双 射 1 : N 一 N 使 得 


上 ay 发 散 到 +oo, 或 更 精确 地 


N N 
lim inf 2 artm) = lim sup 2 aftm) = 十 oo. 
(当然 , 把 +oo 换 为 -oo 时 类 似 的 命题 也 成 立 .) 
88.3 ”不 可 数 的 集合 


我 们 已 经 看 到 大 量 的 无 限 集合 都 是 可 数 的 , 即使 是 比例 数 集 这 样 的 不 能 明显 看 
样 排 成 一 个 序列 的 集合 , 也 是 可 数 的 . 举 出 这 些 例子 之 后 , 人 们 可 能 开始 期 望 
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其 他 的 无 限 集合 , 例如 实数 集 , 也 都 是 可 数 的 一 一 毕竟 , 实数 只 是 比例 数 的 (形式 ) 
极限 而 已 , 而 我 们 已 经 证 明了 比例 数 集 是 可 数 的, 似乎 可 以 相信 实数 集 也 是 可 数 的 . 

于 是 , 当 Georg Cantor (1845 一 1918) 于 1837 年 证 明 某 些 集合 (包括 实数 集 RR) 
事实 上 不 可 数 的 时 候 , 的 确 引 起 了 巨大 的 震惊 . 不 管 你 如 何 努 力 , 你 都 没 法 把 实数 
集 排 成 一 个 序列 ao, ai a2,… (当然 , 实数 集 及 可 以 包含 许多 无 限 序列 , 例如 序列 
0,1,2,3,4,…… 但 是 Cantor 证 明了 , 没有 任何 这 样 的 序列 可 以 用 尽 实数 ; 不 管 你 选 
择 怎 样 的 实数 序列 , 总 有 某 些 实数 不 被 这 序列 所 包含 .) 

从 注 3.4.10 想起 , 如 果 X 是 一 个 集合 , 那么 X 的 罕 集 记 作 2X := {4 :4 CX}, 
它 是 X 的 一 切 子 集合 所 成 的 集合 . 作为 例子 , 201,2} = {2, {1}, {2}, {1,2}}. 使 用 记 
号 2X 的 理由 在 习题 8.3.1 中 给 出 . 

定理 8.3.1(Cantor 定理 ) ” 设 义 是 一 个 任意 的 集合 (有 限 的 或 无 限 的 ). 那么 
集合 与 2X 不 能 有 同样 的 基数 . 

证 明 用 反 证 法 . 设 集 合 X 与 2X* 有 同样 的 基数 . 那么 存在 X 与 X 的 窜 集 
之 间 的 双 射 f: X 一 2X. 现在 考虑 集合 


A:={zEX:r jz) 


注意 , 这 个 集合 是 定义 成 功 的 , 因为 f(z) 是 2* 的 一 个 元 素 , 从 而 是 X 的 一 个 子 集 
合 . 显然 , 4 是 X 的 一 个 子 集合 , 那么 它 是 2*X 的 一 个 元 素 . 由 于 f 是 双 射 , 必定 存 
在 zeX 使 得 f(z) = 4. 于 是 出 现 两 种 情形 , ze 4 或 者 xz 4 A. 如 果 ze 4, 那么 
根据 4 的 定义 z 4 f(z), 从 而 z #4, 发 生 矛盾 . 但 是 如 果 xz & 4, 那么 x 4 f(x)， 
于 是 根据 4 的 定义 , 有 z es 4, 也 是 矛盾 . 不 管 在 哪 种 情形 , 我 们 都 得 到 矛盾 . 国 

注 8.3.2 ”读者 应 把 Cantor 定理 的 证 明 与 Russell 悖 论 的 叙述 (83.2) 相 比 较 . 
关键 在 于 ,在 X 与 2x 之 间 的 双 射 或 许 已 经 危险 地 接近 于 “包含 自己 ”的 集合 和 
的 概念 . 

推论 8.3.3 28 是 不 可 数 的 . 

证 明 ”根据 定理 8.3.1, 28 不 能 与 N 有 相同 的 基数 , 那么 它 或 者 是 不 可 数 的 ， 
或 者 是 有 限 的 . 但 是 , 28 包含 单元 素 集 的 集合 {{n} : ms N}, 它 明 显 地 双 射 到 N， 
从 而 是 可 数 无 限 的 . 于 是 28 不 能 是 有 限 的 (根据 命题 3.6.14), 所 以 是 不 可 数 的 . 国 

Cantor 定理 有 下 述 重要 的 (但 不 直观 的 ) 推论 . 

推论 8.3.4 下 是 不 可 数 的 . 

证 明 ”我 们 用 公式 

f(A) := 》 10 


mnEA 


来 定义 映射 1 : 2N 一 R. 注意 到 10-” 是 绝对 收敛 级 数 (根据 引 理 7.3.3), 那么 级 
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数 5 10-" 也 是 绝对 收敛 的 (根据 命题 8.2.6(c)). 于 是 , 映射 是 定义 成 功 的 . 
neA 
我 们 现在 要 证 明 f 是 单 射 . 用 反 证 法 . 假设 有 两 个 不 同 的 集合 4, B e 2N, 使 
得 f(A4) = f(B). 由 于 4 关 B, 集合 
(4A\ B)U(B\ 4) 


是 N 的 一 个 不 空 的 子 集合 . 根据 良 序 原 理 (命题 8.1.4), 可 以 确定 这 个 集合 的 最 小 
值 , 即 no := min(A\ B)U(B\ 4). 那么 no 或 属于 4\ 了 或 属于 B\ 4. 根据 对 称 
性 , 不 妨 认为 no 属于 A\ B. 那么 no e A，no 4 B, 并 且 对 于 一 切 n < no, 或 有 
ne€ h,B 或 有 ng 4,B. 于 是 


0=f(4)-—f(B)= > ,10"— > 10™ 


n€EA neB 
-( 2, 10-"+10-+ 》、 10") 
n<no:n€EA n>no:n€EA 
-( 于 + 工 10-" 
n<no:n€EB n>No:nEB 
=10-"o+ 2 10"- 》 10™" 
n>nonEA n>no:nEB 


—n —n 一 1 2 
> 10-n"o 十 0 一 > 10-7 > 10 Wl0 no > 0, 


n>no 


得 到 矛盾 , 其 中 我 们 使 用 了 几何 级 数 引 理 ( 引 理 7.3.3) 来 求 和 


V0 Vey 0 0 = 510-"o， 
n>no m=0 m=0 
于 是 f 是 单 射 , 这 意味 着 f(2N) 与 2N 具有 同样 的 基数 ,从 而 是 不 可 数 的 .由 于 
f(2") 是 到 的 一 个 子 集合 , 这 就 使 及 也 必定 是 不 可 数 的 (否则 将 与 推论 8.1.7 相 矛 
盾 ). 我 们 完成 了 证 明 . 国 
注 8.3.5 ”在 习题 18.2.6 中 , 我 们 将 使 用 测度 理论 给 这 个 结果 以 另 一 个 证 明 . 
注 8.3.6 ”推论 8.3.4 表明 , 实数 集 及 具有 比 自然 数 集 N 严格 大 的 基数 ( 依 习 
题 3.6.7 的 意义 ). 人 们 或 许 会 问 , 是 否 存 在 这 样 的 集合 , 它 具 有 比 自 然 数 集 严 格 大 ， 
但 比 实数 集 严格 小 的 基数 . 连续 统 假设 (Continuum Hypothesis) 断言 , 不 存在 这 样 
的 集合 . 有 趣 的 是 , 分 别 在 Kurt G6del(1906 一 1978) 和 Paul Cohen(1934 一 ) 的 著作 
中 证 明了 , 这 条 假设 是 与 集合 论 的 其 他 公理 相 独 立 的 ; 它 既 不 能 被 其 他 那些 公理 所 
证 明 , 也 不 能 被 那些 公理 所 否定 (除非 那些 公理 是 不 相 容 的 , 而 事情 不 大 可 能 如 此 ). 
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习 题 8.3 


8.3.1 设 XX 是 基数 为 n 的 有 限 集合 . 证 明 2* 是 基数 为 2* 的 有 限 集合 . (提示 : 对 n 用 归纳 
法 .) 

8.3.2 ” 设 A, B,C 是 集合 , 4 G B C C, 并 设 存在 双 射 f : C 一 A.， 递归 地 定义 集合 
Do,Di, D2,…, 令 Do := B\A，Dnti1l := f(Dn)， 证 明 诸 集合 Do, Di,D2,… 
是 互 不 相交 的 ( 即 当 nn 关 m 时 Dn 门 Dm = 8)， 再 证 明 如 果 当 xz € UPDn 时 
g(z) := f(z), 而 当 z 4 Uo Dn 时 9g(z) := 7 那么 g:A4 一 B 是 从 h4 到 B 的 双 射 . 
从 而 4 和 B 具有 同样 的 基数 . 

8.3.3 ”回顾 习题 3.6.7, 一 个 集合 4 叫 作 具有 小 于 或 等 于 集合 B 的 基数 , 当 且 仅 当 存在 一 个 
从 4 到 B 的 单 射 . 使 用 习题 8.3.2 证 明 , 如 果 集 合 4 具有 小 于 或 等 于 集合 B 的 基数 ， 
而 集合 B 具有 小 于 或 等 于 4 的 基数 , 那么 4 和 BB 具有 相同 的 基数 . (这 就 是 周知 的 
Schr5der-Bernstein 定理 , 以 Ernst Schroder 和 Felix Bernstein(1878 一 1956) 的 
名 字 命 名 .) 

8.3.4 ”如果 集合 4 具有 小 于 或 等 于 集合 B 的 基数 ( 依 习 题 3.6.7 的 意义 ), 但 4 没有 与 B 相 
同 的 基数 , 那么 我 们 说 , 4 具有 比 B 严格 小 的 基数 . 证 明 对 于 任何 集合 X, X 具有 比 
2X 严格 小 的 基数 . 再 证 明 , 如 果 4 具有 比 B 严格 小 的 基数 , B 具有 比 C 严格 小 的 基 
数 , 那么 4 具有 比 C 严格 小 的 基数 . 

8.3.5 ”证 明 不 存在 窜 集 ( 即 对 于 某 集合 X 的 形 如 2X 的 集合 ) 可 以 是 可 数 无 限 的 . 
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现在 我 们 来 讨论 集合 论 的 标准 的 Zermelo-Fraenkel 选择 系统 的 最 后 一 个 公理 ， 
即 选 择 公 理 . 我 们 迟 迟 不 引入 这 个 公理 , 为 的 是 证 明 分 析 学 基础 的 大 部 分 可 以 不 用 
援引 这 个 公理 而 构建 起 来 . 但 是 在 分 析 学 理论 的 许多 进一步 发 展 的 场合 , 使 用 这 个 
非常 有 效 的 公理 是 特别 方便 的 (在 某 些 场合 甚至 是 本 质 的 ). 另 一 方面 , 选择 公理 可 
以 导出 大 量 非 直观 的 结果 (例如 Banach-Tarski 悖 论 , 我 们 将 在 818.3 中 讨论 它 的 
一 个 简化 形式 ), 也 可 以 导出 在 哲学 上 有 点 不 满足 需要 的 证 明 . 尽管 如 此 , 这 条 公理 
几乎 毫 无 例外 地 被 数学 家 所 接受 . 信赖 这 条 公理 的 一 个 理由 是 伟大 逻辑 学 家 Kurt 
Gédel 的 一 个 定理 . G6del 证 明了 , 一 个 使 用 选择 公理 证 明 的 结果 , 绝对 不 会 与 不 
使 用 选择 公理 证 明 的 结果 相 了 矛盾 (除非 集合 论 的 其 他 公理 本 身 是 不 相 容 的 , 而 这 是 
不 大 可 能 的 ). 更 确切 地 说 , G6del 证 明了 选择 公理 是 不 可 解决 的 (undecidable); 它 
既 不 能 被 集合 论 的 其 他 公理 所 证 实 , 也 不 能 被 它们 所 否定 , 只 要 那些 公理 本 身 是 相 
容 的 . (从 一 族 不 相 容 的 公理 出 发 可 以 证 明 每 个 命题 都 既是 真 的 又 是 假 的 .) 在 实 
践 中 , 这 意味 着 , 分 析 学 的 任何 “实际 ”应 用 (更 准确 地 说 , 是 任何 只 处 理 “ 可 解决 
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(decidable)” 问 题 的 应 用 ), 只 要 是 严格 地 依赖 于 使 用 选择 公理 的 , 都 同样 可 以 严格 
地 依赖 于 不 使 用 选择 公理 , 虽然 在 很 多 情况 下 , 要 是 不 允许 使 用 选择 公理 的 话 , 就 
要 花费 复杂 得 多 并 且 长 得 多 的 论述 . 于 是 , 可 以 把 选择 公理 看 成 是 分 析 学 中 的 一 个 
方便 的 、 安 全 的 、 节 省 劳力 的 工具 . 在 数学 的 其 他 领域 , 特别 是 在 集合 论 中 , 许多 问 
题 都 不 是 可 解决 的 , 是 否 接受 选择 公理 一 事 倍 受 争议 , 并 且 受 到 哲学 上 的 关注 , 就 
像 在 数学 上 和 逻辑 学 上 受到 关注 一 样 . 但 在 本 书 中 我 们 不 讨论 这 些 事情 . 

我 们 从 把 定义 3.5.7 中 的 有 限 笛 卡 儿 积 推广 到 无 限 笛 卡 儿 积 开 始 . 

定义 8.4.1( 无 限 笛 卡 儿 积 )” 设 了 是 集合 (可 以 是 无 限 的 ), 并 且 对 于 每 个 a € 了 
设 X。 是 一 个 集合 . 我 们 定义 笛 卡 儿 积 [er Xo 为 集合 


1 

I» :一 {oe E (UX) : 对 于 一 切 we za € zx 

其 中 我 们 (从 公理 3.10) 回想 起 (Uej Xa) 是 全 体 把 每 个 a e 了 对 应 给 一 个 元 素 

za E Uper Xe 的 函数 (zjser 的 集合 . 于 是 [IT X。 是 这 个 函数 集合 的 一 个 子 集合 ， 
CE 


它 由 那些 把 每 个 a e 了 对 应 给 一 个 元 素 za e X。 的 函数 (zajaer 组 成 . 
例 8.4.2 ”对 于 任意 的 集合 I 和 X, 有 JI x = X71( 为 什么 ?). 如 果 了 是 一 个 
CE 


形 如 T:={eN:1<i<n} 的 集合 , 那么 IJ X。 与 定义 3.5.7 中 定义 的 TI X; 
CET 


l1<i<n 
是 同一 个 集合 . (为 什么 ?) 
从 引 理 3.5.12 记 起 , 如 果 Xi1,… , Xn 是 任意 的 非 空 集合 的 有 限 族 , 那么 笛 卡 
儿 积 TI Xi 也 不 空 . 选择 公理 断定 , 这 个 命题 对 无 限 笛 卡 儿 积 也 成 立 : 


<i<n 
公理 8.1( 选 择 公理 ) ” 设 I 是 集合 , 并 且 对 于 每 个 aE 了 设 Xa 是 一 个 不 空 的 
集合 . 那么 JU Xo 也 是 不 空 的 . 换 句 话说 ， 存在 一 个 函数 (Ta)ael, 它 把 每 个 aEl 
CE 


对 应 给 一 个 元 素 za E Xa. 

注 8.4.3 ”这 个 公理 背后 的 直观 是 , 给 定 一 个 非 空 的 集合 X。 的 族 (可 以 是 无 
限 的 族 ) {X。 : a e 7}, 一 定 可 以 从 每 个 集合 Xu 中 选取 单个 元 素 za, 然后 把 所 作 
的 一 切 选择 构成 可 能 无 限 的 组 (za)aer. 一 方面 , 这 是 一 个 非常 直观 可 用 的 公理 ; 在 
某 种 意义 上 说 , 只 不 过 是 一 次 一 次 地 使 用 引 理 3.1.6 而 已 . 另 一 方面 , 人 们 在 做 无 限 
多 次 的 任意 选择 , 完全 没有 明确 的 法 则 来 规范 如 何 进行 这 些 选择 , 这 个 事实 可 是 有 
点 让 人 为 难 . 的 确 , 有 很 多 使 用 选择 公理 证 明 的 定理 , 断定 某 个 具有 一 定性 质 的 对 
象 的 抽象 的 存在 , 完全 不 说 这 个 对 象 是 什么 , 或 者 如 何 来 构造 它 . 于 是 , 选择 公理 可 
以 导致 非 构造 性 的 证 明 只 是 演示 一 个 对 象 的 存在 而 并 不 实际 明白 地 构造 这 个 
对 象 . 这 个 问题 并 不 是 只 对 于 选择 公理 才 发 生 的 一 一 作为 例子 , 在 引 理 3.1.6 中 早 
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就 出 现 过 了 一 一 不 过 使 用 选择 公理 来 表明 其 存在 的 那些 对 象 , 在 它们 的 非 构 造 性 
的 水 平 上 要 表现 得 更 为 极端 一 些 . 但 不 管 怎么 说 , 只 要 认识 到 了 非 构造 性 的 存在 性 
命题 与 构造 性 的 存在 性 命题 之 间 的 区 别 (后 者 是 更 受 欢迎 , 但 在 很 多 情况 下 并 不 是 
严格 必须 的 ), 就 不 会 有 什么 困难 了 (或 许 在 哲学 水 平 上 会 有 例外 ). 

注 8.4.4 ”选择 公理 有 许多 等 价 的 表述 ; 我 们 在 下 面 的 习题 中 给 出 一 些 . 

在 分 析 学 中 , 人 们 常常 不 需要 选择 公理 的 全 部 功能 , 取而代之 的 常常 只 是 可 数 
选择 公理 , 它 和 选择 公理 一 样 , 只 不 过 指标 集 I 限于 是 至 多 可 数 的 . 下 面 我 们 给 出 
这 样 的 一 个 典型 的 例子 . 

引 理 8.4.5 ” 设 马 是 实 直线 的 一 个 不 空 的 子 集合 , 满足 sup(B) < co ( 即 忆 有 
上 界 ). 那么 存在 一 个 序列 (an)21, 它 的 元 素 都 在 刀 中 , 并 且 


lim_ an = sup(E). 
证 明 ”对 于 每 个 正 的 自然 数 n, 让 X, 代表 集合 
二 元 二 { EFE:sup(E)— = <7r< sup(E)) 。 


由 于 sup(B) 是 互 的 最 小 上 界 , 所 以 , sup( 瑟 ) 于 不 能 是 妃 的 上 界 , 从 而 对 于 每 个 mw， 
Xn 都 不 空 . 使 用 选择 公理 (或 可 数 选 择 公理 ), 我 们 就 可 以 找到 一 个 序列 (a,)%_)， 
使 得 对 于 一 切 n > 1，an e Xn. 当然 , 对 于 一 切 mn，an € 一 , 并 且 


sip( = i 
那么 , 根据 挤 压 判别 法 (推论 6.4.14), 就 有 
lim an = sup(E). 图 


注 8.4.6 ”在 很 多 特殊 情形 下 , 可 以 不 用 选择 公理 而 获得 此 引 理 的 结论 . 例如 ， 
如 果 已 是 闭 集 (定义 12.2.12), 那么 可 以 不 用 选择 公理 而 以 公式 a,, := inf(X，) 确 
定 cn， 瑟 是 闭 集 这 一 额外 的 假定 将 保证 a 属于 五. 

选择 公理 的 男 一 种 表述 方式 如 下 . 

命题 8.4.7 设 和 和 Y 是 集合 , 并 设 P(z,y) 是 一 个 关于 对 象 Z E 和 和 对 象 
y EY 的 性 质 , 使 得 对 于 每 个 EX 至 少 有 一 个 yeY 使 P(z,y) 成 立 . 那么 存在 
一 个 函数 了: 和 一 也, 使 得 对 于 一 切 ZEX，P(z,j(z)) 成 立 . 

证 明 ”见习 题 8.4.1. 国 


习 题 8.4 


8.4.1 ”证 明 选 择 公理 蕴含 命题 8.4.7. (提示 : 对 每 个 zx € X 考虑 集合 Y := {y Ey: 
P(z,y) 成立}.) 反之 , 证 明 如 果 命 题 8.4.7 成 立 , 那么 选择 公理 也 成 立 . 
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8.4.2 ” 设 了 是 集合 并 且 对 于 每 个 a €E 了 设 Xu 是 不 空 的 集合 . 假设 所 有 的 集合 Xa 彼此 不 相 
交 , 即 对 于 一 切 不 同 的 a, 8 € J，Xa 门 Xp = 2. 使 用 选择 公理 证 明 , 存在 一 个 集合 Y,， 
使 得 对 于 一 切 a € 也 #(Y 门 Xa) = 1( 即 Y 与 每 个 X。 恰 有 一 个 公共 元 素 ). 

反 过 来 , 证 明 如 果 上 述 命 题 对 于 任意 选取 的 集合 以 及 不 空 的 不 相交 的 集合 Xa, a € 
I 都 成 立 , 那么 选择 公理 也 成 立 . (提示 : 问题 在 于 , 在 公理 8.1 中 诸 集合 X。 并 不 假定 
是 互 不 相交 的 . 但 此 事 可 以 用 下 述 花 招来 克服 , 即 代替 Xa 而 考虑 集合 {a} x Xa = 
{(a, 7) :x € Xa}.) 

8.4.3 设 A 和 B 是 集合 , 并 且 存在 一 个 满 射 g : B 一 A, 使 用 选择 公理 证 明 , 存在 一 个 单身 
f : 4 一 B. 换 句 话说 , 依 习题 3.6.7 的 意义 , 4 具有 小 于 或 等 于 B 的 基数 . (提示 : 对 
于 每 个 a € A, 考虑 道 象 g-!({a}).) 将 此 与 习题 3.6.8 进行 对 比 . 

反 过 来 , 证 明 如 果 上 述 命题 对 于 任意 的 集合 4, B 以 及 满 射 9 : B 一 A 都 成 立 , 那 
么 选择 公理 成 立 . (提示 : 用 习题 8.4.2.) 


88.5 序 集 


选择 公理 紧密 联系 于 序 集 理 论 . 实际 上 有 很 多 类 型 的 序 集 , 我 们 将 只 涉及 三 种 
类 型 的 序 集 : 偏 序 集 、 全 序 集 以 及 良 序 集 . 

定义 8.5.1( 偏 序 集 ) ” 偏 序 集 (partially ordered set 或 poset) 是 一 个 集合 X， 
连同 X 上 的 一 个 关系 ?<x. (于 是 对 于 任何 两 个 对 象 x,y e X, 命题 x <x y 或 为 
真 命题 , 或 为 假 命题 ). 这 个 关系 遵从 下 面 三 条 性 质 : 

。 ( 自 反 性 ) 对 于 任何 zeX 都 有 7 和 xz; 

。 (反对 称 性 ) 如 果 z,ye 久 并且 z<xy 及 y <x Zz 那么 z=y; 

。 (传递 性 ) 如 果 zx,vy,z e 六 使 得 zx <x y，y <x z, 那么 <x z. 

我 们 把 <x 叫 作 序 关系 . 在 绝 大 多 数 情况 下 , 从 上 下 文 可 明白 X 是 哪个 集合 ， 
在 那 种 情况 下 , 我 们 简单 地 写 < 以 代替 <x. 我 们 写 x <x y( 或 简单 地 写 rz < y)， 
如 果 rz 和 xy 并 且 z 尖 人 

例 8.5.2 自然数 集 RR 连同 寻常 的 (在 定义 2.2.11 中 定义 的 ) 小 于 等 于 关系 
< 根据 命题 2.2.12 构成 一 个 偏 序 集 . 类 似 的 论述 ( 使 用 适当 的 定义 和 命题 ) 表明 ， 
整数 集 ZZ、 比 例 数 集 Q@、 实 数 集 R 以 及 广义 实数 集 R* 都 是 偏 序 集 . 同时 , 如 果 X 
是 一 个 集合 的 族 , 使 用 (定义 3.1.15 中 确定 的 )“ 是 一 个 子 集 ” 的 关系 C 作为 序 关系 
<x, 那么 X 也 是 偏 序 集 ( 命 顾 3.1.18). 注意 ， 肯定 可 以 给 予 这 些 集合 以 与 标准 情 
形 不 同 的 偏 序 , 作为 例子 见习 题 8.5.3. 


@ 严格 说 来 , 一 个 偏 序 集 不 是 一 个 集合 叉 , 而 是 一 个 偶 (XX, <x). 但 在 许多 情况 下 , 序 <x 都 是 从 上 下 
文 可 清楚 知道 的 , 于 是 我 们 把 X 自身 叫做 偏 序 集 , 虽然 这 在 严格 意义 上 是 不 正确 的 . 
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定义 8.5.3( 全 序 集 ) ” 设 X 是 偏 序 集 , 具有 序 关 系 <x. X 的 子 集 合 Y 叫 作 
是 全 序 的 , 如 果 任 给 两 个 元 素 y,y es Y, 我 们 或 有 y 和 xy, 或 有 y <x y( 或 两 者 都 
成 立 ). 如 果 X 自身 是 全 序 的 , 我 们 就 说 X 是 带 有 序 关系 <x 的 全 序 集 (或 者 链 ). 

例 8.5.4 ”自然数 集 N、 整 数 集 也、 比例 数 集 Q、 实 数 集 及 以 及 广义 实数 
集 R*, 带 着 通常 的 序 关 系 <, 都 是 全 序 的 (分 别 根据 命题 2.2.13、 引 理 4.1.11、 命 
题 4.2.9、 命 题 5.4.7 以 及 命题 6.2.5). 还 有 , 全 序 集 的 任何 子 集 都 是 全 序 的 (为 什 
么 ?)， 男 一 方面 , 一 个 集合 族 连同 C 关系 通常 不 是 全 序 的 . 例如 , 如 果 X 是 集合 
{{1, 2}, {2}, {2, 3}, {2, 3, 4}, {5}}, 以 集合 包含 关系 CC 为 序 , 那么 X 的 元 素 {1,2} 和 
{2, 3} 是 彼此 不 能 比较 的 ( 即 {1,2} & {2,3} 并 且 {2,3} & {1,2}). 

定义 8.5.5( 最 大 元 和 最 小 元 ) ” 设 X 是 偏 序 集 , Y 是 X 的 子 集合 . 我 们 说 y 
是 Y 的 最 小 元 , 如 果 yeY 并 且 不 存在 元 素 ye Y 使 得 yw < vy. 我 们 说 y 是 Y 的 
最 大 元 , 如 果 y e Y 并 且 不 存在 y eY 使 得 y < vw. 

例 8.5.6 ”使 用 上 例 中 的 集合 X, {2} 是 最 小 元 , {1,2} 和 {2, 3,4} 是 最 大 元 ， 
{5} 既是 最 小 元 也 是 最 大 元 , 而 {2,3} 既 不 是 最 小 元 , 也 不 是 最 大 元 . 这 个 例子 表 
明 , 一 个 偏 序 集 可 以 有 多 个 最 大 元 和 多 个 最 小 元 ; 但 全 序 集 就 不 行 (习题 8.5.7). 

例 8.5.7 自然数 集 N( 以 < 为 序 ) 有 一 个 最 小 元 , 即 0, 但 没有 最 大 元 . 整数 
集 Z 既 没 有 最 大 元 也 没有 最 小 元 . 

定义 8.5.8( 良 序 集 ) ” 设 X 是 偏 序 集 ,Y 是 X 的 全 序 子 集 . 我 们 说 Y 是 良 序 
的 , 如 果 Y 的 每 个 不 空子 集 4 都 含有 最 小 元 min(4). 

例 8.5.9 ”根据 命题 8.1.4, 自然 数 集 N 是 良 序 的 . 但 是 整数 集 Z、 比 例 数 集 Q 
及 实数 集 及 都 不 是 (见习 题 8.1.2). 每 个 有 限 的 全 序 集 都 是 良 序 的 (习题 8.5.8). 良 
序 集 的 每 个 子 集 还 是 良 序 的 (为 什么 ?). 

良 序 集 的 一 个 优点 是 它们 自动 服从 强 归纳 原理 (参见 命题 2.2.14). 

命题 8.5.10( 强 归纳 原理 ) 设 和 是 带 有 序 关系 < 的 良 序 集 , 并 设 P(n) 是 关 
联 于 每 个 元 素 n E XX 的 性 质 ( 即 对 于 每 个 nE 和 P(n) 或 是 真 命题 , 或 是 假 命题 ). 
假设 对 于 每 个 ne 都 有 下 述 草 含 关 系 : 如 果 对 于 一 切 m EX 且 m<xn,P(m) 
是 真 的 , 那么 P(n) 也 是 真 的 . 于 是 , 对 于 一 切 nn E 义 , P(n) 是 真 的 . 

注 8.5.11 好 像 很 奇怪 , 在 强 归纳 法 中 没有 对 应 于 公理 2.5 中 的 假设 P(0) 的 
“基础 ”情形 . 但 是 , 这 样 的 基础 情形 已 自动 地 包含 在 强 归纳 假设 之 中 了 . 实际 上 ， 
如 果 0 是 X 的 最 小 元 , 那么 把 假设 “如 果 P(m) 对 于 一 切 m 满足 mm <x n 者 都 
是 真 的 , 那么 P(n) 也 是 真 的 * 使 用 于 n = 0 的 情形 , 我 们 自动 地 得 到 P(0) 是 真 的 
(为 什么 ?). 

证 明 ”见习 题 8.5.10. 区 

至 此 我 们 尚未 见 到 选择 公理 起 什么 作用 . 一 旦 我 们 引入 上 界 和 严格 上 界 的 概 
念 , 选择 公理 就 要 起 作用 了 . 
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定义 8.5.12( 上 界 及 严格 上 界 ) ” 设 X 是 具有 序 关系 < 的 偏 序 集 , 并 设 Y 是 
X 是 子 集合 . 设 z e X, 我 们 说 z 是 Y 的 上 界 , 如 果 对 于 每 个 yeY 都 有 yy 和 xz. 
如 果 zx 是 Y 的 上 界 并 且 z 和 Y, 我 们 就 说 z 是 了 的 严格 上 界 . 等 价 地 说 , z 是 了 
的 严格 上 界 , 当 且 仅 当 对 于 一 切 yeY 都 有 y < z. (为 什么 这 是 等 价 的 ?) 

例 8.5.13 考虑 具有 通常 的 序 < 的 实数 系 及 . 那么 2 是 集合 fr e 了 及 :1 
2 < 2} 的 上 界 , 但 不 是 严格 上 界 . 另 一 方面 , 数 3 是 这 个 集合 的 严格 上 界 . 

引 理 8.5.14 设 革 是 具有 序 关 系 < 的 偏 序 集 , 并 设 Zo 是 久 的 元 素 . 那么 
和 有 一 个 良 序 子 集 了 , 它 以 zo 为 最 小 元 , 并 且 它 没有 严格 上 界 . 

证 明 引 理 缘 后 的 直观 是 尽力 施 实 下 述 步骤 : 从 了 := {zo} 开始 . 如 果 Y 没 
有 严格 上 界 , 则 搞定 ; 否则 的 话 , 我 们 选取 一 个 严格 上 界 并 添加 之 于 Y. 然后 再 看 Y 
是 否 有 严格 上 界 . 如 果 没 有 , 我 们 就 搞定 , 否则 再 选 另 一 严格 上 界 并 添加 之 于 Y.“ 无 
休止 地 ”继续 这 个 步骤 直到 我 们 用 尽 一 切 严格 上 界 . 选择 公理 要 用 到 , 因为 发 生 了 
无 限 多 次 选择 . 但 这 决 不 是 严格 的 证 明 , 因为 很 难 准确 地 说 清 什 么 是 “无 休止 地 ” 实 
施 一 个 步骤 . 代替 这 个 做 法 , 我 们 将 要 做 的 是 隔离 出 一 族 “部 分 完全 的 " 集合 Y, 我 
们 称 它们 为 好 的 集合 , 然后 取 一 切 好 的 集合 的 并 而 得 到 一 个 “完全 的 ” 对象 Y, 它 
将 确实 没有 严格 上 界 . 

现在 我 们 开始 严格 地 证 明 . 用 反 证 法 . 假定 X 的 每 个 以 zo 为 最 小 元 的 良 序 子 
集 Y 都 至 少 有 一 个 严格 上 界 . 使 用 选择 公理 (以 命题 8.4.7 的 形式 ), 对 于 X 的 每 
个 以 zo 为 最 小 元 的 良 序 子 集 Y 指定 一 个 严格 上 界 s(Y) e X. 

我 们 来 定义 XX 的 一 个 特殊 的 子 集 族 . 我 们 说 X 的 子 集 Y 是 好 的 当 且 仅 当 它 
是 良 序 的 , 以 zo 为 其 最 小 元 , 并 具有 下 述 性 质 ， 


r= s({y EY :y<z)}), | 对 于 一 切 z €Y\ {zo}. 


注意 , 如 果 z e Y \ {zo}, 那么 集合 {y EY :y < z} 是 X 的 一 个 子 集合 , 它 是 良 序 
的 , 并 且 含 有 zo 为 其 最 小 元 . 设 


0 := {Y CX:Y 是 好 的 } 


是 和 的 一 切 好 子 集 的 类 , 这 个 类 不 空 , 因为 X 的 子 集 {zo} 明显 是 好 的 (为 什么 ?). 

我 们 进行 下 述 重要 的 考察 : 如 果 了 和 YY’ 是 X 的 两 个 好 子 集 , 那么 Y'\Y 
的 每 个 元 素 都 是 Y 的 严格 上 界 , 而 Y\Y' 的 每 个 元 素 都 是 Y' 的 严格 上 界 (习题 
8.5.13). 当然 , 给 定 任何 两 个 好 集合 Y 和 Y，Y’'\Y 和 Y\Y’' 中 至 少 有 一 个 不 空 
(因为 它们 彼此 互 为 严格 上 界 ). 换 句 话说 , Q 以 包含 关系 成 为 全 序 集 : 给 定 两 个 好 
集合 Y 和 YY', 要 么 Y CY', 要么 Y'CY. 

令 Yo := U9, 即 YY 是 XX 的 一 切 至 少 属于 XX 的 一 个 好 子 集 的 元 素 所 成 的 
集合 . 显然 , zo e Yo. 同时 , 由 于 X 的 每 个 好 子 集 都 以 zo 为 其 最 小 元 , 集合 Y 也 
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以 zo 为 其 最 小 元 (为 什么 ?). 

接 下 来 我 们 证 明 双 。 是 全 序 集 . 设 z,z' 是 Y 的 两 个 元 素 . 根据 Ys 的 定义 ， 
我 们 知道 , z 属于 某 好 集合 Y, 而 z' 属于 某 好 集合 Y'. 但 由 于 Q 是 全 序 的 , 这 两 
个 集合 中 的 一 个 包含 另 一 个 . 于 是 z, z' 包含 在 同一 个 好 集 (或 者 了 或 者 Y') 之 中 . 
由 于 好 集合 是 全 序 的 , 于 是 我 们 知道 , 要 么 z < xz/', 要么 z' < z. 这 就 是 要 证 的 . 

下 面 我 们 证 明 Y 是 良 序 集 . 设 4 是 YY 的 任意 一 个 不 空子 集 . 那么 可 以 取 
一 个 元 素 ae 4, 它 当 然 也 在 Y。 中 . 因此 有 一 个 好 集合 Y 使 得 a e Y. 那么 A4 门 Y 
是 Y 的 一 个 不 空子 集 . 由 于 Y 是 良 序 的 , 那么 集合 4 门 Y 有 一 个 最 小 元 , 记 作 b. 
现在 回顾 一 下 , 对 于 任何 其 他 好 集合 Y', Y'\Y 的 每 个 元 素 都 是 Y 的 严格 上 界 , 当 
然 比 5b 大. 由 于 65 是 4 门 Y 的 最 小 元 , 这 蕴含 也 是 A4 门 Y' 的 最 小 元 . 此 事 对 于 
每 个 好 集合 Y 都 成 立 (为 什么 ?). 由 于 4 的 每 个 元 素 都 属于 Y, 于 是 属于 至 少 一 
个 好 集合 Y', 那么 我 们 看 到 b 是 4 的 最 小 元 . 因此 Yo 是 良 序 的 . 这 就 是 要 证 的 . 

由 于 Yo 是 良 序 的 , 以 zo 为 最 小 元 , 所 以 它 有 严格 上 界 s(Y<). 那么 , 并 集 
合 Yo Uf{s(Yso)} 是 良 序 的 (为 什么 ? 见习 题 8.5.11), 而 且 zo 为 其 最 小 元 (为 什 
么 ?7)， 于 是 这 个 集合 是 好 的 ， 从 而 , 必 含 在 Y。 中 . 但 由 于 s(Y。) 是 Yo 的 严格 
上 界 , 这 就 导致 一 个 矛盾 . 那么 我 们 就 构造 了 一 个 没有 严格 上 界 的 集合 满足 引 理 的 
要 求 . El 

上 述 引 理 有 下 面 的 重要 推论 . 

引 理 8.5.15(Zorn 引 理 ) ” 设 久 是 一 个 不 空 的 偏 序 集 . 如 果 六 的 每 个 全 序 子 
集 了 都 有 上 界 , 那么 尽 至少 含 有 一 个 最 大 元 . 

证 明 ”见习 题 8.5.14. 国 

我 们 在 下 面 的 习题 中 给 出 了 Zorn 引 理 (也 叫 作 超 限 归纳 原理 ) 的 一 些 应 用 . 


习 题 8.5 


8.5.1 ”考虑 具有 空 序 关系 和 e 的 空 集 (这 个 关系 和 是 空 的 , 因为 空 集 没有 元 素 ). 这 个 集合 是 
否 偏 序 的 ? 全 序 的 ? 良 序 的 ? 给 予 解释 . 

8.5.2 ”给 出 集合 X 及 满足 下 述 条 件 的 关系 < 的 例子 : 
(a) 关系 < 是 自 反 的 和 反对 称 的 , 但 不 是 传递 的 ; 
(b) 关系 < 是 自 反 的 和 传递 的 , 但 不 是 反对 称 的 ; 
(c) 关系 < 是 反对 称 的 和 传递 的 , 但 不 是 自 反 的 . 

8.5.3 ”给 定 两 个 正 整 数 n,m <e N \ {0}, 我 们 说 n 整除 m, 记 作 nlm, 如 果 存 在 一 个 正 整数 
a 使 得 m = na. 证明 集 合 N \ {0} 连同 序 关系 | 是 偏 序 集 但 不 是 全 序 集 . 注意 这 是 
N \ {0} 的 一 个 与 通常 的 < 序 不 同 的 序 关 系 . 

8.5.4 ”证 明正 实数 集 R+ := {z €E 恨 :z > 0} 没有 最 小 元 . 
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8.5.5 


8.5.6 


8.5.7 


8.5.8 


8.5.9 


8.5.10 


8.5.11 


8.5.12 


8.5.13 
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设 f:XX 一 Y 是 从 集合 X 到 集合 Y 的 函数 . 假设 Y 是 具有 某 个 序 关 系 <y 的 偏 序 
集 . 在 X 上 定义 一 个 关系 <x 使 得 zx <x xz 当 且 仅 当 f(x) 和 r f(z ). 证 明 这 个 关系 
使 X 成 为 一 个 偏 序 集 . 如 果 我 们 还 知道 关系 <y 使 Y 成 为 全 序 集 , 那么 这 是 否 意味 着 
gx 也 使 X 成 为 全 序 集 ? 如 果 不 是 , 需要 对 f 加 上 怎样 的 附加 假设 才能 保证 <x 使 
X 成 为 全 序 集 ? 

设 X 是 偏 序 集 . 对 于 任何 ze X, 定义 序 理想 (x) 为 集合 


(7):= {y EX:y< 2}. 


设 (X) := {(z) : ze XX} 是 全 体 序 理想 的 集合 , 并 设 f : X 一 (X) 是 映射 f(z) := (z)， 

它 把 每 个 元 素 z 映 成 它 的 序 理想 . 证 明 f 是 双 射 , 并 且 对 于 任 给 的 x,y € X, zc xy 

当 且 仅 当 f(z) C f(y). 这 个 习题 表明 , 任何 偏 序 集 都 可 以 被 一 个 集合 族 表示 , 这 个 集合 

族 的 序 关系 是 由 集合 的 包含 关系 给 出 的 . 

设 X 是 偏 序 集 , 并 设 Y 是 X 的 全 序 子 集 . 证 明 Y 最 多 只 能 有 一 个 最 大 元 , 并 且 最 多 

只 能 有 一 个 最 小 元 . 

证 明 全 序 集 的 每 个 不 空 的 有 限 子 集合 都 有 最 小 元 和 最 大 元 (提示 : 用 归纳 法 )， 由 此 断 

定 每 个 有 限 的 全 序 集 是 良 序 的 . 

设 X 是 全 序 集 . 如 果 X 的 每 个 不 空 的 子 集 都 既 有 最 小 元 也 有 最 大 元 , 那么 X 是 有 限 

的 . (提示 : 用 反 证 法 . 从 XX 的 最 小 元 zo 出 发 , 构造 X 中 的 一 个 增 序列 zo < zl < …). 
不 使 用 选择 公理 证 明 命题 8.5.10. (提示 : 考虑 集合 


Y:={nzeX: 存 在 mexX,ms 和 xn 使 P(m) 是 假 的 }， 


并 证 明 若 Y 不 空 就 会 导致 矛盾 .) 

设 X 是 偏 序 集 , 并 设 Y 和 Y' 是 X 的 良 序 子 集 . 证 明 YUUY' 是 良 序 的 当 且 仅 当 它 . 
是 全 序 的 . 

设 X 和 了 是 偏 序 集 , 分 别 具 有 序 关系 <x 和 <y. 在 笛 卡 儿 积 X x Y 上 定义 关系 
<xxY 如 下 : 


(XT,Yy) <xxY (TY), 如 果 z <xz 或 者 z= zx 和 且 y <y vy. 


(这 叫 作 X x Y 上 的 字典 顺序 , 它 类 似 于 单词 的 字母 顺序 , 在 字典 中 一 个 单词 由 比 另 
一 个 单词 w 出现 得 早 , 如 果 w 的 第 一 个 字母 比 w' 的 第 一 个 字母 按 字母 顺序 出 现 得 
早 , 或 者 它们 一 样 而 w 的 第 二 个 字母 比 w 的 第 二 个 字母 按 字母 顺序 出 现 得 早 , 依 此 
类 推 .) 证 明 <xxy 在 X xY 上 定义 一 个 偏 序 . 进一步 证 明 , 如 果 X 和 Y 都 是 全 序 
的 , 那么 X x Y 也 是 全 序 的 ; 如 果 XX 和 Y 都 是 良 序 的 , 那么 六 x Y 也 是 良 序 的 ， 
证 明 在 引 理 8.5.14 的 证 明 中 的 结论 , 即 Y'\Y 的 每 个 元 素 都 是 Y 的 上 界 , Y \Y' 的 
每 个 元 素 都 是 Y' 的 上 界 . (提示 : 使 用 命题 8.5.10 证 明 


{yeY:yga}={yeY :ya}= {yerNY :yga) 


8.5.14 


8.5.15 


8.5.16 


8.5.17 


8.5.18 


8.5.19 


8.5.20 
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对 于 一 切 ae Y. 门 Y' 成 立 . 断定 Y 门 Y' 是 好 的 , 从 而 s(Y 门 Y') 存在 . 证 明 如 果 
Y'\Y 不 空 的 话 s(Y 站 YY) = min(Y’'\Y); 当 Y 与 Y 交换 时 有 类 似 的 结果 . 由 于 
Y'\Y 与 Y\Y' 不 相交 , 就 可 以 断定 这 两 个 集合 有 一 个 是 空 的 . 至 此 , 结论 就 成 为 容 
易 建 立 的 了 .) 

用 引 理 8.5.14 证 明 引 理 8.5.15. (提示 : 先 证 如 果 X 没有 最 大 元 , 那么 X 的 任何 有 上 
界 的 子 集 合 必 有 严格 上 界 .) 

设 4 和 B 是 两 个 不 空 的 集合 , 4 的 基数 不 小 于 或 等 于 B 的 基数 . 使 用 超 限 归纳 法 证 
明 B 的 基数 小 于 或 等 于 4 的 基数 . (提示 : 对 于 每 个 子 集 X C B, 令 P(X) 代表 “ 存 
在 从 和 到 4 的 单 射 ”这 一 性 质 .) 这 个 习题 (与 习题 8.3.3 联合 ) 表明 任何 两 个 集合 
的 基数 都 是 可 以 比较 的 , 只 要 假定 选择 公理 成 立 . 

设 X 是 集合 , 并 设 PP 是 X 的 一 切 偏 序 所 构成 的 集合 . (例如 , 如 果 X := N \ {0}, 那 
么 通常 的 偏 序 < 以 及 习题 8.5.3 中 的 偏 序 都 是 P 的 元 素 .) 我 们 说 一 个 偏 序 <e PP 比 
另 一 个 偏 序 <'e P 粗糙 , 如 果 对 于 任何 z,y € X, 都 有 蕴含 关系 


(z < Y) > (rz <' yy)- 


作为 例子 , 习题 8.5.3 中 的 偏 序 比 通常 的 序 < 粗糙 . 如 果 < 比 <' 粗糙 的 话 , 我 们 就 
写 < <<. 证 明 < 把 P 作成 偏 序 集 . 于 是 , X 上 的 偏 序 的 集合 已 本身 是 偏 序 的 . PP 
恰 有 一 个 最 小 元 ; 它 是 什么 ? 证 明 P 的 最 大 元 正 是 X 的 全 序 . 使 用 Zorn 引 理 证 明 ， 
给 定 X 的 任何 偏 序 < 都 存在 全 序 <', 使 得 < 比 < 粗糙 . 

用 Zorn 引 理 给 习题 8.4.2 的 结论 以 另 一 个 证 明 . (提示 : 令 Q 是 全 体 使 得 对 于 一 切 
a EIT 有 #(Y 门 Xa) < 1, 即 与 每 个 Xa 最 多 有 一 个 公共 元 素 的 Y C Ue Xa 的 集 
合 . 用 Zorn 引 理 找 出 9 的 一 个 最 大 元 .) 推导 出 Zorn 引 理 与 选择 公理 事实 上 是 逻辑 
等 价 的 ( 即 从 一 个 可 以 推导 出 另 一 个 .) 

用 Zorn 引 理 证 明 Hausdorff 最 大 性 原理 : 如 果 X 是 一 个 偏 序 集 , 那么 存在 X 的 一 
个 全 序 子 集 Y, 它 依 集合 的 包含 关系 是 最 大 的 ( 即 , 不 存在 X 的 其 他 全 序 子 集 Y' 使 
Y' 2 Y). 反 过 来 , 证 明 如 果 Hausdorff 最 大 性 原理 成 立 , 那么 Zorn 原理 也 成 立 . 于 
是 根据 习题 8.5.17, 这 两 个 命题 都 是 逻辑 上 与 选择 公理 等 价 的 . 

设 X 是 集合 , 并 设 Q 是 一 切 偶 (Y, <) 的 空间 , 其 中 Y 是 X 的 子 集 合 , 而 < 是 Y 的 
一 个 良 序 . 如 果 (Y, <) 和 (Y’, < ) 是 只 的 元 素 而 且 存 在 z EY' 使 得 Y := {yeEY’: 
y <' ZX}( 从 而 Y GY'), 并 且 对 于 任何 y,y Ee YY，y < Vy 当 且 仅 当 y <' vy', 那么 , 我 
们 称 (Y, <) 为 (Y', <') 的 一 个 前 段 . 在 Q 上 定义 一 个 关系 <, 当 (Y, <) = (Y <”) 
或 (Y,<) 是 (Y', <”) 的 前 段 时 , 令 (Y,<) < (Y"', <"). 证 明 < 是 9 的 偏 序 .Q 恰 有 一 
个 最 小 元 , 它 是 什么 ? 证 明 Q 的 最 大 元 都 正好 是 X 的 良 序 (XX, <). 使 用 Zorn 引 理 
来 推断 良 序 原理 : 每 个 集合 X 都 至 少 有 一 个 良 序 . 反 过 来 , 使 用 良 序 原理 证 明 选 择 公 
理 , 公理 8.1. (提示 : 在 U。er Xa 上 设置 一 个 良 序 , 然后 考虑 每 个 Xe 的 最 小 元 .) 于 
是 我 们 看 到 , 选择 公理 、Zorn 引 理 以 及 良 序 原理 都 是 彼此 等 价 的 . 

设 X 是 集合 , 并 设 Q C 2X 是 X 的 一 个 子 集 族 . 用 Zorn 引 理 证 明 存 在 一 个 子 族 
Q' C 9, 使 得 Q' 的 一 切 元 素 都 是 彼此 不 相交 的 ( 即 只 要 4, B 是 Q' 的 不 同 的 元 素 
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就 有 4 门 B = 2), 而 且 Q 的 每 个 元 素 都 至 少 与 9 的 一 个 元 素 相交 ( 即 对 于 一 切 
C € 0, 都 存在 A € Q', 使 C 门 4 冯 2@). (提示 : 如 果 8 只 的 一 个 子 集 的 元 素 彼 此 不 
相交 , 我 们 就 把 它 收 集 起 来 , 这 样 构成 一 个 族 . 取 它 的 一 个 最 大 元 .) 反 过 来 , 如 果 上 
面 的 结论 是 真 的 , 证 明 它 蕴含 习题 8.4.2 的 结论 , 于 是 这 又 是 一 个 逻辑 上 与 选择 公理 
等 价 的 结论 . (提示 : 令 Q 是 全 体形 如 {(0, oa), (1, za)} 的 偶 集 的 集合 , 其 中 ae 而 
Za € Xa.) 


第 9 章 ”及 上 的 连续 函数 


在 前 面 几 章 中 , 我 们 首先 集中 研究 了 序列 . 一 个 序列 (a,)?2o 可 以 看 作 是 一 个 
从 太 到 如 的 函数 , 即 一 个 映射 , 它 把 每 个 自然 数 ”对 应 到 一 个 实数 ao 我 们 对 于 
这 些 从 N 到 R 的 函数 做 了 许多 事情 , 如 取 它 们 在 无 限 处 的 极限 ( 当 函 数 收敛 时 )， 
或 构 作 上 确 界 和 下 确 界 等 , 或 计算 序列 中 全 体 元 素 的 和 (假定 级 数 是 收敛 的 ). 

现在 我 们 要 研究 的 不 是 定义 在 自然 数 集 N 上 的 函数 , N 是 一 个 离散 的 集合 ， 
们 要 研究 定义 在 连续 统 ” 上 的 函数 , 例如 定义 在 实 直线 尺 上 的 函数 , 或 定义 在 一 个 
像 {reR:a<xz 和 地 那样 的 区 间 上 的 函数 . 我 们 将 对 这 些 函数 施行 一 些 运算 , 包 
括 取 极限 、 求 导数 及 计算 积分 值 . 本 章 中 我 们 将 先 集中 注意 于 函数 的 极限 以 及 密切 
相关 的 连续 函数 的 概念 . 

但 在 讨论 函数 之 前 , 我 们 必须 先 规定 一 些 关于 实 直线 的 子 集合 的 记号 . 


89.1 “” 实 直线 的 子 集合 


在 分 析 学 中 , 我 们 经 常 不 是 在 整个 实 直 线 及 上 工作 , 而 是 在 实 直线 的 特定 的 子 
集合 ( 例如 正 实 轴 {fz e RR :xz > 0}) 上 工作 . 另外 , 我 们 偶尔 也 同 86.2 中 定义 的 广 
义 实 直线 R* 打交道 , 或 者 在 广义 实 直线 的 子 集合 中 工作 . 

当然 实 直 线 上 有 无 限 多 的 子 集合 . 实际 上 ，Cantor 定理 (定理 8.3.1; 也 见习 题 
8.3.4) 表明 子 集合 的 数目 甚至 比 实 数 还 多 . 但 是 实 直 线 (及 广义 实 直线 ) 上 最 常 碰 
到 的 是 一 些 特定 的 子 集合 . 其 中 一 类 这 样 的 集合 就 是 区 间 . 

定义 9.1.1 (区 间 ) 设 a,be R* 是 广义 实数 . 我 们 定义 闭 区 间 


[a,b] := {zx ER*:a<gz<b), 
半 开 区 间 
[la,b):= {z ER*:a<z<b}, (abl:= {zeER*:a<z <b}, 


以 及 开 区 间 
(ab := {zx ER*:a<zx<b)}, 
我 们 称 a 为 这 些 区 间 的 左 端点 , 5 为 这 些 区 间 的 右 端点 . 


@ 在 本 书 中 , 我 们 不 去 严格 定义 离散 集 或 连续 统 的 概念 . 粗略 地 说 , 一 个 集合 是 离散 的 , 如 果 它 的 每 个 
元 素 都 以 一 个 非 零 的 距离 与 其 他 元 素 分 开 . 一 个 集合 是 连续 统 , 如 果 它 是 连通 的 并 且 不 含有 “ 洞 ” 


174 第 9 章 及 上 的 连续 函数 


注 9.1.2 ”再 次 提 及 ,我 们 超载 地 使 用 了 圆 括号 这 个 记号 . 例如 现在 我 们 用 
(2,3) 表示 一 个 从 2 到 3 的 开 区 间 , 同时 也 表示 笛 卡 儿 平 面 R? := R x 及 上 的 一 个 
序 偶 . 这 可 能 引起 某 种 歧义 , 但 读者 仍然 应 该 能 够 从 上 下 文中 确定 圆 括号 所 代表 的 
意思 . 在 有 些 教科 书 中 , 用 反 向 的 方 括号 代替 圆 括号 以 避免 混淆 , 那么 [a,5) 应 写成 
[ab[，(a, 如 应 写成 jc, 如 , 而 (a,b) 应 写成 ]a,b[. 

例 9.1.3 ”如 果 a 和 4。 是 实数 ( 即 不 等 于 +eoe 或 -co), 那么 上 面 的 区 间 都 是 
实 直线 的 子 集合 , 例如 [2,3) = {z eR:2<z<3}. 

正 实 轴 {z € RR :zx > 0} 是 开 区 间 (0,+co), 同时 非 负 实 轴 {fz e 开 :zy>0} 是 
半 开 区 间 [0,+oo) 类 似 地 , 负 实 轴 {r e R : zx < 0} 是 开 区 间 (-oo,0), 非 正 实 轴 
{fze 了 :xz 和 0} 是 (-co,0]. 最 后 , 实 直 线 及 本 身 是 开 区 间 (-co,+oo), 而 广义 实 直 
线 慌 * 是 闭 区 间 [00, +oo]. 

我 们 有 时 把 一 个 端点 是 无 限 (或 为 +ee 或 为 -co) 的 区 间 叫 作 半 无 限 区 间 , 而 
把 两 端点 都 是 无 限 的 区 间 叫 作 双 无 限 区 间 , 其 他 的 区 间 都 叫 作 有 界 区 间 . 那么 [2， 
3) 是 有 界 区 间 , 正 实 轴 和 人 负 实 轴 是 半 无 限 区 间 , 而 及 和 RR* 是 双 无 限 区 间 . 

例 9.1.4 如果 a > 5b, 那么 4 个 区 间 [au,[ab,(oa,(aD 都 是 空 集 (为 什 
么 ?). 如 果 a = 6, 那么 3 个 区 间 {a,5), (a,], (a,b) 是 空 集 , 而 [a,0] 是 单 点 集 {a}( 为 
什么 ?). 由 于 这 个 缘故 , 我 们 把 这 些 区 间 叫 作 是 退化 的 ; 我 们 的 分 析 课 程 的 绝 大 部 
分 (但 不 是 全 部 ) 将 限制 于 非 退化 区 间 ， 

当然 , 区 间 并 不 是 实 直 线 的 仅 有 的 有 意义 的 子 集合 . 其 他 的 重要 的 例子 包括 自 
然 数 集 N、 整 数 集 Z 以 及 比例 数 集 Q， 可 以 使 用 并 和 交 等 运算 构 作 另外 的 集合 
( 见 88.3). 作为 例子 , 可 以 构 作 两 个 区 间 的 不 连通 的 并 , 如 (1, 2) (J[3,4, 或 考虑 包含 
一 1,1 在 内 的 -1 与 1 之 间 的 比例 数 的 集合 [-1,1] 门 Q. 显然 可 以 用 这 类 运算 构 作 
出 无 限 多 的 集合 来 . 

就 像 实数 列 具 有 极限 点 一 样 , 实数 集 具有 附着 点 . 我 们 来 定义 

定义 9.1.5(e- 附着 点 ) 设 生 是 及 的 子 集合 , 设 s> 0 并 设 re 及 . 我 们 说 xz 
是 e- 附着 于 XX 的 当 且 仅 当 存在 y € XX, 它 e- 接近 于 z( 即 |z 一 y| < e). 

注 9.1.6 术语 “e- 附着 ”不 是 文献 中 的 标准 术语 . 但 是 我 们 暂且 使 用 它 来 定 
义 附着 点 的 概念 , 附着 点 是 标准 术语 . 

例 9.1.7 点 1.1 是 0.5- 附着 于 开 区 间 (0,1) 的 , 但 不 是 0.1- 附着 于 这 个 开 
区 间 的 (为 什么 ?), 点 1.1 是 0.5- 附着 于 有 限 集合 {1,2,3} 的 . 点 1 是 0.5- 附着 于 
{1,2,3} 的 (为 什么 ?). 

定义 9.1.8( 附 着 点 ) 设 X 是 及 的 子 集合 , 并 设 ze 及 . 我 们 说 z 是 的 附 
着 点 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 s > 0, 它 都 e- 附着 于 X. 

例 9.1.9 ”对 于 每 个 = > 0, 数 1 都 是 e- 附着 于 开 区 间 (0,1) 的 (为 什么 ?), 从 
而 它 是 (0,1) 的 附着 点 . 点 0.5 类 似 地 也 是 (0, 1) 的 附着 点 . 但 是 作为 例子 , 数 2 不 
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是 0.5- 附着 于 (0,1) 的 , 从 而 不 是 (0,1) 的 附着 点 . 

定义 9.1.10( 闭 包 ) 设 和 是 玉 的 子 集合 . X 的 闭 包 (有 了 时 记 作 三) 是 XX 的 
全 体 附 着 点 所 成 的 集合 . 

引 理 9.1.11( 闭 包 的 初等 性 质 ) 设 铸 和 YY 是 民 的 子 集合 . 那么 


XCX, XUY = XUY, XNY < XNY. 


如 果 久 CY, 那 么 CY. 

证 了 明 见习 题 9.1.2. 转 

我 们 现在 来 计算 一 些 闭 包 . 

引 理 9.1.12( 区 间 的 闭 包 )” 设 a <5 是 实数 ,并 设 T 是 (ab)j;(a,ij,[lab)[a, 可 四 
者 之 一 . 那么 了 的 闭 包 是 [a, 趾 . 类 似 地 ,(a, 00) 或 [a co) 的 闭 包 是 [a, 00), 而 (一 00, a) 
或 (一 00,a] 的 闭 包 是 (一 co,a]. 最 后 ,( 一 00, 00) 的 闭 包 是 (一 00, co). 

证 明 ”我 们 只 证 一 个 事实 , 即 (a,5) 的 闭 包 是 [如 ,其 他 结果 可 类 似 地 证 明 
(或 者 使 用 习题 9.1.1). 

首先 证 明 [c, 中 的 每 个 元 素 都 附着 于 (a,5). 设 rz e fa, 引 . 如 果 z e (a,5), 那么 
它 肯定 附着 于 (a,5). 如 果 z = 5b, 那么 z 也 附着 于 (a, 刀 (为 什么 ?). z = a 的 情形 类 
似 . 于 是 [a,9] 中 的 每 个 点 都 附着 于 (oa, 5b). 

现在 我 们 证 明 附 着 于 (a,5) 的 每 个 点 z 都 在 [a,4] 中 . 从 反面 论证 . 设 z 不 在 
[ob 中 , 那么 不 是 z > b 就 是 z < a. 如 果 xz > b, 那么 xz 不 (z 一 0)- 附着 于 (a,b)( 为 
什么 ?), 从 而 不 是 (a,5) 的 附着 点 .类似 地 , 如 果 > < a, 那么 z 不 是 (a 一 z)- 附着 
于 (ab 的, 从 而 不 是 (ob 的 附着 点 . 这 就 证 明 zx 事实 上 必 在 [oa 如 中 . 加 

引 理 9.1.13 NN 的 闭 包 是 玉 , 也 的 闭 包 是 了 ,QQ 的 闭 包 是 限 , 民 的 闭 包 是 及 , 空 
集 人 的 闭 包 是 纪 . 

证 明 ”见习 题 9.1.3. 国 

下 述 引 理 表明 , 集合 X 的 附着 点 可 以 作为 X 的 元 素 的 极限 而 得 到 . 

引 理 9.1.14 设 和 是 月 的 子 集合 , 并 设 zER 区 ,那么 2 是 义 的 附着 点 当 且 
仅 当 存在 一 个 全 由 X 的 元 素 组 成 的 序列 (an)%2o, 它 收敛 到 工 . 

证 明 ”见习 题 9.1.5. 国 

定义 9.1.15 ”一 个 子 集 EB Cc RR 叫 作 是 闭 的 , 如 果 五 = 万 , 或 者 换 句 话说 , 万 
包含 它 的 一 切 附着 点 ， 

例 9.1.16 ”我们 从 引 理 9.1.12 看 到 , 如 果 a <b 是 实数 , 那么 [a, 日 ，[o, +co)， 
(—00, a], (—00, +00) 都 是 闭 的 , 同时 (a,b), (a,b], [a,b), (a,+o0), (—00,a) 不 是 闭 
的 . 从 引 理 9.1.13 看 到 N,Z,R,C 都 是 闭 的 , 而 Q 不 是 . 

根据 引 理 9.1.14, 我 们 可 以 用 序列 的 语言 来 定义 闭 包 . 
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推论 9.1.17 设 和 是 中 的 子 集 . 如 果 X 是 闭 的 , 而 (an)%2o 是 由 六 的 元 素 
组 成 的 收敛 序列 , 那么 lim an 属于 XX. 反 过 来 , 如 果 每 个 由 X 的 元 素 组 成 的 收敛 
序列 的 极限 都 在 区 中 , 那么 必定 是 闭 的 . 

在 下 一 章 当 我 们 研究 微分 时 , 我 们 需要 用 紧密 相关 的 极限 点 的 概念 来 取代 附着 
点 的 概念 . 

定义 9.1.18( 极 限 点 )” 设 XX 是 实 直线 的 子 集合 . 说 zx 是 X 的 极限 点 (或 聚 点 ) 
当 且 仅 当 z 是 X\ {zx} 的 附着 点 . 说 z 是 X 的 孤立 点 , 如 果 ze X 并 且 存 在 某 
e > 0, 使 得 对 于 一 切 ye X\{z}), lz 一 可 > <. 

例 9.1.19 ” 设 X 是 集合 X = (1,2)(J{3}. 那么 3 是 XX 的 附着 点 , 但 它 不 是 
X 的 极限 点 , 因为 3 不 附着 于 XX\ {3} = (1,2); 3 是 的 孤立 点 . 另 一 方面 ,2 还 是 
X 的 极限 点 , 因为 2 附着 于 X\ {2} = X; 但 它 不 是 孤立 点 (为 什么 ?). 

注 9.1.20 ”我 们 从 引 理 9.1.14 看 到 , z 是 X 的 极限 点 当 且 仅 当 存在 一 个 全 由 
X 中 的 异 于 zx 的 元 素 组 成 的 序列 (an)se_o, 它 收 敛 到 zx. 那么 , 附着 点 的 集合 分 成 
极限 点 的 集合 与 孤立 点 的 集合 两 部 分 (习题 9.1.9). 

引 理 9.1.21 设 工 是 区 间 (可 以 是 无 限 的 )， 也 就 是 说 了 是 一 个 形 如 (oa 
(a, 0], [a, 5), [a;,d], (a, +00), [a,+o0), (—00,a), 或 (一 oo,qa] 的 集合 . 那么 了 的 每 个 元 
素 都 是 了 的 极限 点 . 

证 明 ”我 们 对 了 = [oj 的 情形 进行 证 明 , 其 他 情形 是 类 似 的 , 留 给 读者 . 设 
z € 7, 我 们 要 证 明 的 是 , z 是 了 的 极限 点 . 有 三 种 情形 : z = aa <z<b,z=b. 如 
果 z =a, 那么 考虑 序列 (z + +)2N. 这 个 序列 收敛 到 zx, 并 落 于 I\ {a} = (@ 如 之 
内 , 只 要 N 选 得 足够 大 (为 什么 ?). 于 是 根据 注 9.1.20 知 , x = a 是 [ij 的 极限 点 . 
当 a < z<b 时 ,类似 的 论述 有 效 . 当 z =6 时 , 可 用 序列 (z 一 二)%>_w 取代 之 , 其 他 
论述 完全 一 样 . 图 

下 面 我 们 定义 有 界 集合 的 概念 . 

定义 9.1.22( 有 界 集合 ) ” 实 直 线 的 子 集 合 X 叫 作 是 有 界 的 , 如 果 对 于 某 个 实 
数 M > 0, XC [-M,M]. 不 是 有 界 的 集合 叫 作 是 无 界 的 . 

例 9.1.23 ”对 于 任何 实数 a,b, 区 间 [o, 是 有 界 的 , 因为 它 包含 在 [-M, MI] 
中 , 其 中 M := max(|al,|6|). 但 是 半 无 限 区 间 [0, ce) 是 无 界 的 (为 什么 ?). 事实 上 ， 
任何 半 无 限 区 间或 双 无 限 区 间 都 是 无 界 的 . 集合 N,Z,Q,R 都 是 无 界 的 (为 什么 ?). 

闭 的 有 界 集 的 一 个 基本 性 质 如 下 . 

定理 9.1.24( 直 线 上 的 Heine-Borel 定理 ) ， 设 瑟 是 下 的 子 集 . 那么 下 述 两 命 
题 等 价 : 

(a) X 是 闭 的 并 且 是 有 界 的 . 

(b) 任 给 取 值 于 X 中 的 实数 序列 (an)se_o( 即 对 于 一 切 mw an E XX), 存在 它 的 一 
个 子 序 列 (an ) 只 o 它 收 化 到 天 中 的 某 数 工 . 
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证 明 ”见习 题 9.1.13. Ee 

注 9.1.25 ”这 个 定理 在 本 章 的 各 节 中 将 起 关键 作用 . 用 距离 空间 拓扑 的 语言 
来 说 , 它 断 言 实 直线 的 每 个 有 界 闭 的 子 集 是 紧 致 的 ; 见 812.5. 这 个 定理 的 更 一 般 的 
形式 , 属于 Eduard Heine(1821 一 1881) 和 Emile Borel(1871 一 1956), 可 在 定理 12.5.7 
中 找到 . 
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习 题 9.1 


设 X 是 实 直 线 的 子 集合 , 并 设 Y 是 集合 , 使 得 X CY Cc 叉 . 证 明 立 = 码 . 

证 明 引 理 9.1.11. 

证 明 引 理 9.1.13. (提示 : 为 计算 Q@ 的 闭 包 , 要 用 命题 5.4.14.) 

给 出 实 直线 的 两 个 子 集 X,Y 的 例子 , 使 文 丰 立 地 斑 门 立 

证 明 引 理 9.1.14. (提示 : 为 证 两 蕴含 关系 中 的 一 个 , 要 用 选择 公理 , 像 在 引 理 8.4.5 中 
那样 .) 

设 X 是 到 的 子 集合 . 证 明 卫 是 闭 的 ( 即 基 = 丈 ). 进而 证 明 , 如 果 Y 是 包含 X 的 闭 
集 , 那么 Y 也 包含 卫 . 于 是 X 的 闭 包 又 是 包含 X 的 最 小 闭 集 . 

设 n> 1 是 正 整数 , 并 设 Xi ,Xn 是 到 的 闭 子 集合 . 证 明 


XiUX2U UX, 


也 是 闭 的 . 
设 I 是 集合 (可 以 是 无 限 的 ), 并 且 对 于 每 个 a € 了 , 设 Xe 是 有 R 的 闭 集 . 证 明 (在 
(3.3)( 见 83.4) 中 定义 的 ) 交集 门 .er Xa 也 是 闭 的 . 
设 X 是 实 直线 的 子 集合 , 证 明 X 的 每 个 附着 点 要 么 是 X 的 极限 点 , 要 么 是 X 的 孤立 
点 , 但 不 可 得 兼 . 反之 , 证 明 X 的 每 个 极限 点 和 每 个 孤立 点 都 是 X 的 附着 点 . 
设 X 是 玉 的 不 空子 集合 . 证 明 X 是 有 界 的 当 且 仅 当 inf(X) 和 sup(X) 都 是 有 限 的 . 
证 明 , 如 果 X 是 及 的 有 界 子 集合 , 那么 闭 包 基 也 是 有 界 的 . 
证 明 , 及 的 有 界 子 集合 的 有 限 族 的 并 集 仍 是 有 界 集 . 如 果 把 有 限 族 换 为 无 限 族 , 结论 还 
成 立 吗 ? 
证 明定 理 9.1.24. (提示 : 为 证 (a) 蕴含 (b), 使 用 Bolzano-Weierstrass 定理 (定理 
6.6.8) 和 推论 9.1.17. 为 证 (b) 蕴含 (a), 从 反面 论证 , 使 用 推论 9.1.17 证 明 X 是 闭 
的 . 要 用 选择 公理 证 明 X 是 有 界 的 , 像 在 引 理 8.4.5 中 那样 .) 
证 明 及 的 任何 有 限 子 集 都 是 闭 的 并 且 有 界 的 . 
设 马 是 良 的 有 界 子 集合 , 并 设 5 := sup(E) 是 已 的 最 小 上 界 . (注意 , 根据 最 小 上 界 
原理 , 即 定理 5.5.9，5 是 实数 .) 证 明 5S 是 瑟 的 附着 点 , 并 且 也 是 及 \ 瑟 的 附着 点 . 
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89.2 ” 实 值 函 数 的 代数 


你 熟悉 很 多 从 实 直 线 到 实 直 线 的 函数 f : R 一 及 . 例如 f(z) := z2 二 3z 十 5 
f(z) := 二 1; f(z) := sin(z)exp(z)( 我 们 将 在 第 15 章 正式 定义 sn 和 exp). 这 些 
都 是 从 R 到 RR 的 函数 , 因为 对 于 每 个 实数 x, 它们 都 指定 一 个 实数 f(z). 我 们 还 可 
以 考虑 更 为 异常 的 函数 , 例如 

1， 当 zeQ， 
Le 
这 个 函数 不 是 代数 的 ( 即 , 它 不 能 表达 成 x 纯 由 加 、 减 、 乘 、 除 和 开 方 等 基本 代数 
运算 而 得 到 的 形式 ; 在 本 书 中 我 们 用 不 着 这 个 概念 ), 但 它 依然 是 从 民 到 R 的 函数 ， 
因为 它 仍然 对 于 每 个 x € R 指定 了 一 个 实数 f(zx). 

我 们 可 以 取 上 述 定义 在 整个 及 上 的 函数 f : R 一 R 中 的 任何 一 个 , 把 它 限制 
在 一 个 小 一 些 的 集合 X Cc 到 上 而 创造 出 一 个 从 XX 到 R 的 新 的 函数 来 , 有 时 记 之 
为 flx, 称 作 了 在 X 上 的 限制 . 这 同 原始 的 函数 f 是 同一 个 函数 , 但 只 是 定义 在 一 
个 更 小 的 区 域 上 . (于 是 , 当 ze 久 时 fix(z) := f(z), 而 当 z&X 时 ,flx(z) 是 没 
有 定义 的 .) 例如 , 我 们 可 以 把 原本 定义 在 整个 及 上 的 函数 f(z) := z2 限制 到 区 间 
[1,2] 上 , 于 是 创造 出 一 个 新 的 函数 川 na : [1,2] 一 及 , 它 的 定义 是 , 当 z e [1,2] 时 
fln,a(z) = z2, 但 它 在 其 他 地 方 没有 定义 . 

也 可 以 把 值 域 从 RR 限制 到 R 的 更 小 的 子 集 Y 上 , 当然 前 提 是 f(z) 的 一 切 值 
都 在 Y 内 . 例如 , 由 f(z) := z? 定义 的 函数 站: 及 一 及 也 可 以 看 作 是 从 及 到 [0, co) 
的 函数 以 代替 从 有 R 到 RR 的 函数 . 正式 说 来 , 这 两 个 函数 是 不 同 的 函数 , 但 它们 之 间 
的 区 分 是 如 此 微小 , 以 致 于 我 们 常常 不 大 注意 在 我 们 的 讨论 中 的 函数 的 值 域 . 

严格 说 来 , 函数 f 与 它 在 点 xz 处 的 值 f(z) 之 间 是 有 区 别 的 .f 是 函数 , 而 f(z) 
是 一 个 数 ( 它 依 赖 于 某 个 自由 变量 z)， 这 个 区 别 是 相当 微妙 的 , 我 们 不 予 过 分 强 
调 . 但 有 时 , 我 们 必须 将 两 者 加 以 区 分 . 例如 , 如 果 f : RR 一 及 是 函数 f(x) := z2， 
而 g := fln,a 是 f 在 区 间 [1,2] 上 的 限制 , 那么 f 和 9 两 者 都 实施 平方 运算 , 即 
f(z) = zx? 并且 g(x) = z2, 但 此 两 函数 不 被 看 作 同 一 个 函数 ,f 承 g, 因为 它们 有 不 
同 的 定义 域 . 我 们 常常 忽略 这 种 区 别 而 失 于 认真 地 说 “考虑 函数 zz + 2z + 3” 这 样 
的 话 , 其 实 我 们 应 该 说 “考虑 由 f(z) := z? + 2z 十 3 定义 的 函数 三: 及 一 R”. ( 当 我 
们 着 手 处 理 微分 之 类 的 事情 时 , 这 种 区 别 应 该 更 为 明显 . 例如 , 如 果 :及 一 及 是 
函数 f(z) = 22, 那么 当然 f(3) = 9. 然而 f 在 3 处 的 导数 是 6, 但 9 的 导数 当然 是 
0, 所 以 我 们 不 能 简单 地 “微分 f(3) = 9 的 两 边 ”而 断言 6 = 0.) 

如 果 X 是 RR 的 子 集 , 而 f :六 一 R 是 函数 , 那么 我 们 可 以 构 作 函数 f 的 图 像 
(graph){{z, f(z2)) :zeXy 这 是 和 Xx 避 的 子 集合 , 因而 是 欧 几 里 得 平面 R2? = 及 x 下 
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的 子 集合 . 人 们 当然 可 以 用 平面 R? 的 几何 通过 函数 的 图 像 (例如 , 使 用 切线 、 面 积 
等 诸如 此 类 的 概念 ) 来 研究 函数 . 但 是 我 们 将 更 多 地 采用 “分 析 的 ”途径 , 其 中 我 们 
依靠 实数 的 性 质 去 分 析 这 些 函数 . 两 种 途径 是 互相 补充 的 , 几何 途径 提供 更 多 的 视 
觉 直观 , 而 分 析 途 径 提 供 严格 和 准确 . 当 把 单 变 量 函 数 的 分 析 推 广 到 多 变量 (甚至 
可 能 无 限 多 变量 ) 的 函数 时 , 几何 直观 与 分 析 推 导 两 者 都 是 有 用 的 . 

如 同 数 可 进行 算术 演算 一 样 , 函数 也 可 以 进行 这 些 演算 : 两 个 函数 的 和 是 一 个 
函数 , 两 个 函数 的 乘积 是 一 个 函数 , 诸如 此 类 . 

定义 9.2.1( 函 数 的 算术 运算 ) ”给 定 两 个 函数 站: 天 一 下 与 g: 天 一 到 ,定义 
它们 的 和 f++g: 久 一 民 为 


(f + 9)(7) := f(7) + g(z), 
它们 的 差 fg: 久 一 民 为 
(f ~ 9)(z) := f(z) ~ g(z), 
它们 的 最 大 max(f,g): 关 一 民 为 
max(f,9)(7) := max(f(7), g(7)), 
它们 的 最 小 min(f,g) :一 民 为 
min(f,9)(7) := min(f(z), g(2)), 
它们 的 乘积 fg :和 一 及 (或 让 9g:X 一 及) 为 
(fg)(z) := f(z)g(z), 
以 及 ( 当 对 于 一 切 >e X, g(z) 头 0 时 ) 商 世 :和 一 及 为 
use 
最 后 , 如 果 c 是 实数 , 我 们 可 以 定义 函数 cf : 铸 一 民 为 
(cj)(z) := cf(z). 


例 9.2.2 如果: 下 一 及 是 函数 f(z) := z?, 并 且 9g :了 一 及 是 函数 
9g(z) := 2z, 那么 
(f +g)(z) := 7? +27， 


(fg)(z) := 22°, 
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(f -9)(z) := 到 一 27， 
(6f) := 6z2. 


注意 fg 与 fo09 不 是 同一 函数 , 也 与 go f 不 是 同一 函数 .fog 把 > 映 到 4z?, goy 
把 > 映 到 2z?( 为 什么 ?). 函数 的 乘法 与 函数 的 复合 是 两 个 不 同 的 运算 . 


习 题 9.2 


9.2.1 设 三 取 一 及 9g: 及 一 到 访 : 尺 一 玉 . 下 列 恒等式 中 哪些 是 真 的 , 哪些 是 假 的 ? 对 于 
前 者 给 出 证 明 , 对 于 后 者 给 出 反例 . 


(f +9g)oh= (foh)+(goh), 
fo(lg+h)= (fo09)+(f oh), 
(f + gh = (fh) + (gh), 

flg+h)= (fg)+ (fh). 
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在 第 6 章 中 我 们 定义 了 一 个 序列 (au)?e_u 收敛 到 极限 工 是 什么 意思 . 现在 我 
们 对 于 定义 在 实 直线 或 实 直 线 的 某 子 集 上 的 函数 f, 来 定义 f 在 一 点 处 收敛 到 某 
个 值 是 什么 意思 . 就 像 我 们 使 用 e- 接近 与 终极 e- 接近 的 概念 来 处 理 序列 的 极限 一 
样 , 我 们 需要 =- 接近 以 及 局 部 s- 接近 的 概念 来 处 理 函数 的 极限 . 

定义 9.3.1(e- 接近 ) 设 X 是 及 的 子 集合 , f :XX 一 民 是 函数 . 设 工 是 实数 ， 
并 设 es > 0 是 实数 . 我 们 说 f 是 e- 接近 于 工 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 ze X，f(z) 
是 e- 接近 于 工 的 . 

例 9.3.2 ” 当 函 数 f(z) := z2 限制 在 区 间 [1,3] 上 时 , 它 是 5- 接近 于 4 的 , 因 
为 当 ze {1,3] 时 , 1 < f(z) < 9, 从 而 


|f(z)—4|<5. 


当 它 限制 在 [1.9,2.1] 上 时 , 它 是 0.41- 接近 于 4 的 , 因为 , 如 果 z e [1.9,2.1], 那么 
3.61 < f(z) < 4.41, 于 是 
|f(z) —4| < 0.41. 


定义 9.3.3( 局 部 e- 接近 ) ” 设 X 是 R 的 子 集 , f :XX 一 民 是 函数 . 设 工 是 实 
数 , zo 是 X 的 附着 点 , 并 且 es > 0 是 实数 . 我 们 说 f 是 在 zo 附近 e- 接近 于 工 的 
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当 且 仅 当 存在 5 > 0, 使 得 当 了 限制 在 集合 f{reX :jz =- zol < 6} 上 时 是 e- 接近 
于 工 的 . 

例 9.3.4 设 f:[1,3] 一 RR 是 函数 f(z) := z2 限制 于 区 间 [1, 3] 上 . 这 个 函数 
不 是 0.1- 接近 于 4 的 , 因为 , 作为 例子 ,f(1) 不 是 0.1 接近 于 4 的 . 但 f 是 在 2 附 
近 0.1- 接近 于 4 的 , 因为 当 限 制 于 集合 {fz se [1,3] : |z 一 2| < 0.01} 时 , 函数 f 的 确 
是 0.1- 接近 于 4 的 . 这 是 由 于 当 |z -2| < 0.01 时 , 有 1.99 < z < 2.01, 从 而 


3.960 1 < f(x) < 4.040 1, 


当然 f(z) 是 0.1- 接近 于 4 的 . 

例 9.3.5 继续 考察 上 例 中 使 用 的 函数 f, 看 到 f 不 是 0.1- 接近 于 9 的 , 因为 
f(1) 不 是 0.1- 接近 于 9 的 . 但 f 是 在 3 附近 0.1- 接近 于 9 的 , 因为 当 限 制 在 集合 
{z € [1,3] :|z 一 3| < 0.01} 一 一 即 半 开 区 间 (2.99, 3] (为 什么 ?) 时 , 函数 f 变 成 是 
0.1- 接近 于 9 的 . 因为 若是 2.99 < xz < 3, 那么 


8.940 1 < f(r) <9 


从 而 f(z) 是 0.1- 接近 于 9 的 . 
定义 9.3.6( 函 数 在 一 点 处 的 收敛 ) 设 XX 是 R 的 子 集合 , f :一 R 是 函数 . 
并 设 已 是 X 的 子 集合 , zo 是 的 附着 点 , 而 工 是 实数 . 我 们 说 f 在 zo 处 沿 着 忆 
收敛 到 L, 写作 
lim pf (2) =L, 


TTOITE 
当 且 仅 当 对 于 每 个 s > 0, fls 都 是 在 zo 附近 e- 接近 于 工 的 . 如 果 了 在 zo 处 沿 
着 五 不 收敛 到 任何 数 二 , 就 说 f 在 zo 处 沿 着 五 发 散 , 并 让 lim f(z) 无 定义 . 
换 句 话说 , 我 们 有 ,lim f(z) = 工 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 es > 0 都 存在 6 > 0， 


:TEE 


使 得 对 于 一 切 z € E, 当 |z 一 zol<5 时 
|f(z)—L| 和 <. 


(为 什么 此 定义 与 上 面 给 出 的 定义 等 价 ?) 

注 9.3.7 ”在 很 多 情况 下 我 们 从 上 面 的 记号 中 略 去 集合 (也 就 是 说 , 我 们 只 
说 f 在 zo 处 收敛 到 工 , 或 者 dim f(z) = 荆 ), 虽然 这 是 有 点 危险 的 . 例如 , 有 时 瑟 
是 否 实 际 含有 zo 就 有 差别 . 我 们 给 出 一 个 例子 , 设 1 及 一 及 定义 为 当 z= 0 时 
jz)=1 而 当 z 关 0 时 jz)=0. 那么 就 有 
f(x) = 0， 


lim 
2. z 一 ZoiZERN{O} 
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而 lim 。 gf (7) 无 定义 . 有 些 作者 仅 对 于 EE 不 含 zo( 那 么 zo 必 是 EB 的 极限 点 而 


立 一 了 0 


不 仅 是 附着 点 ) 定义 极限 lim, gf (2), 也 就 是 说 , 使 用 _lim 7(z) 来 表示 我 们 
所 说 的 lim 了 a 但 是 我 们 选择 稍 许 更 一 般 的 记号 " 倪 许 已 包含 zo. 


TTO;TEBE 

例 9.3.8 设 了 f :1,3] 一 及 是 函数 f(z) := z2. 我 们 前 面 已 见 到 f 是 在 2 附 
近 0.1- 接近 于 4 的 . 一 个 类 似 的 论述 表明 f 是 在 2 附近 0.01- 接近 于 4 的 (只 需 
取 更 小 的 5 值 ). 

定义 9.3.6 是 相当 不 灵 便 的 . 不 过 , 我 们 可 以 用 更 为 熟悉 的 包含 序列 极限 的 语 
言 来 重 述 这 个 定义 . 

命题 9.3.9 设 X 是 到 的 子 集合 ,了 :天 一 及 是 函数 , 并 设 马 是 义 的 子 集 
合 , To 是 孔 的 附着 点 , 而 工 是 实数 . 那么 下 述 两 命题 是 逻辑 上 等 价 的 : 

(a) ff 在 zo 处 沿 着 瑟 收 敛 到 工 

(b) 对 于 每 个 完全 由 忆 的 元 素 组 成 并 且 收 敏 到 zo 的 序列 (an)%2o 序列 
(Cjf(an))n=o 都 收敛 到 荆 

证 明 见习 题 9.3.1. 可 

根据 上 面 的 命题 , 我 们 有 时 写 “f(z) 一 工 当 z 一 zo 在 巨 中 ”或 “f 在 zo 处 
沿 着 EE 有 极限 L” 而 取代 “f 在 zo 处 收敛 到 L”, 或 “lim f(z)=5. 

注 9.3.10 “用 命题 9.3.9 的 记号 , 有 下 述 推论 : 如 果 

im ep f(z) = 工 并 且 im an = Zo (an € E, n € N), 
那么 
lim flan)=L. 


注 9.3.11 我 们 只 考虑 当 zo 是 EE 的 附着 点 时 , 函数 f 在 zo 处 的 极限 . 当 zo 
不 是 附着 点 时 , 不 值得 定义 极限 概念 . (你 能 看 到 为 什么 会 出 现 问 题 吗 ?) 
注 9.3.12 用 来 表示 极限 的 变量 z 是 牧 偏 变量 , 可 以 用 任何 变量 来 替换 它 而 
准确 地 得 到 同样 的 极限 . 例如 , 如 果 
f(z) = 


eh EE 
那么 
f(y) = 


Ne. i 
反之 亦 然 (为 什么 ?). 
命题 9.3.9 有 一 些 直 接 的 推论 . 例如 , 我 们 现在 知道 一 个 函数 在 一 点 处 最 多 只 
能 有 一 个 极限 . 
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推论 9.3.13 设 和 是 限 的 子 集合 ,已 是 瑟 的 子 集合 , 而 zo 是 马 的 附着 点 ， 
并 设 了 :天 一 及 是 函数 . 那么 了 在 ro 处 党 着 己 可 以 有 最 多 一 个 极限 . 

证 明 ” 反 证 . 假设 有 两 个 不 同 的 数 L 和 L' 使 了 在 xo 处 沿 着 EB 同时 有 极限 
工 和 极限 L'. 由 于 zo 是 五 的 附着 点 , 根据 引 理 9.1.14 知 , 存在 一 个 全 由 E 的 元 
素 组 成 的 收敛 到 zo 的 序列 (an)seo. 由 于 了 在 zo 处 沿 着 有 极限 L, 所 以 根据 
命题 9.3.9 知 (f(an))%2o 收敛 到 L. 但 由 于 f 在 zo 处 沿 着 也 有 极限 L', 所 以 
(f(an))2%2o 也 收敛 到 L'. 但 这 与 序列 的 极限 的 唯一 性 (命题 6.1.7) 相 矛 盾 . 于 是 结 
论 成 立 . 国 

使 用 序列 的 极限 算 律 , 现在 可 以 导出 函数 的 极限 算 律 . 

命题 9.3.14( 函 数 的 极限 算 律 ) 设 和 是 取 的 子 集 , 妃 是 X 的 子 集 ,zo 是 书 
的 附着 点 , 并 设 丰 :X 一 月 以 及 g:X 一 月 都 是 函数 . 假设 f 在 zo 处 沿 着 妃 有 极 
限 工 ,而 g 在 zo 处 党 着 电 有 极限 M. 那么 


(f + 9)(7)=L+M, 


(f — 9)(z) = 


eR mp 


ss lm pmax(f,9)(z) = max(L, M), 


lim 。 pmin(y, g)(z) = min(L, M), 


lms(f9)(7) = 


a Mp 


ptcj)(z) = cL, (c € R). 


sl EB 


最 后 , 如 果 g 在 上 不 取 零 值 ( 即 对 于 一 切 z €E B, g(7) 关 0) 并 且 M 关 0, 那么 


; 
ee (# (3 MM’ 


证 明 ”我 们 只 证 第 一 个 结论 (f +g 有 极限 工 + M); 其 他 的 都 很 相似 , 一 并 留 
作 习 题 9.3.2. 

由 于 zo 是 的 附着 点 , 根据 引 理 9.1.14 我 们 知道 有 一 个 由 五 的 元 素 组 成 的 
序列 (an)2o 收敛 到 zo， 由 于 f 在 zo 处 沿 着 忆 收敛 到 元 , 所 以 根据 命题 9.3.9， 
(fans))2o 收敛 到 L， 类 似 地 , (g(an))s 收敛 到 M. 根据 序列 的 极限 算 律 (定理 
6.1.19), 我 们 断定 ((f + g)(an))%2o 收敛 到 工 十 M. 再 根据 命题 9.3.9, 这 列 含 f 十 g 
在 zo 处 沿 着 BE 有 极限 L 二 M( 由 于 (an)seo 是 已 中 任意 的 收敛 到 zo 的 序列 ). 国 

注 9.3.15 ”可 以 更 不 正式 地 把 命题 9.3.14 简写 成 


lim (f +g)(z) = lim f(z)+ lim g(x), 
TXT0 Tr0 TTo 
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Jim, max(f, 9)(7) = max( Jam f(0), limg, 9(0) ), 
i, min(f,9)(z) = min ( Jim 7to Jim 9(o) ), 


二 (9@ = (地 ,1@)) (me 


lim f(z) 
. f a TIO 
= 吕 lim g(z) 


(其 中 我 们 为 简单 起 见 略 去 了 z e E.) 但 须 心中 记 住 , 这 些 恒 等 式 仅 当 右 端 有 意义 
时 才 成 立 , 而 对 于 最 后 的 恒等式 我 们 需要 g 不 取 零 值 , 而 且 jim 9(7) 不 是 零 . ( 参 
看 例 1.2.4, 看 看 当 粗 心地 处 理 极限 时 会 出 现 怎 样 的 错误 .) 

使 用 命题 9.3.14 中 的 极限 算 律 我 们 已 经 可 以 推导 出 一 些 极限 . 首先 , 容易 验证 
基本 的 极限 


lim c=ce 
ITT0;TER 


以 及 


lim xX=Zxo 
rT0;TER 
其 中 zo 和 c 是 任意 的 实数 (为 什么 ? 使 用 命题 9.3.9). 于 是 根据 极限 算 律 我 们 可 以 
断定 
2 


lim zx?= Zz, 
TT0;TER 


lim cz = cro, 
ZT0;TER 


lim 。 xT +r+d) = 7+crotd, 


等 等 , 其 中 c,d 是 任意 的 实 煌 

如 果 f 在 zo 处 沿 着 X 收敛 到 工 , 而 Y 是 X 的 子 集合 使 得 xo 仍然 是 Y 的 
附着 点 , 那么 f 在 zo 处 沿 着 Y 也 收敛 到 工 (为 什么 ?). 于 是 在 大 的 集合 上 收敛 蕴 
含 在 小 的 集合 上 收敛 . 但 反 过 来 不 对 . 

例 9.3.16 考虑 符号 函数 sgn : 及 一 有， 


1， 如 果 z > 0， 
sgn(z) := 4 0， 如 果 z= 0， 


一 1， 如 果 z < 0. 
那么 sl oo, sgn(z) = 1( 为 什么 ?), 同时 Jp osgn(z) = 一 1( 为 什么 ?), 但 


,lm sen(?) 无 定义 (为 什么 ?). 所 以 从 极限 符号 中 去 掉 集 合 X 有 时 是 危险 的 . 
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但 在 很 多 情况 下 这 样 做 却 是 安全 的 . 例如 , 由 于 我 们 知道 


lim zx?= 2¢, 
TT—Zz0;TER 


那么 事实 上 对 于 任何 以 zo 为 附着 点 的 集合 X 都 成 立 


lim xz?= 2 
TTOTEX 


(为 什么 ?). 所 以 写 


lim z2 = 22 
Z 一 2Z0 


是 安全 的 . 
例 9.3.17 设 了 是 函数 


_ | 1， 如 果 z=0 
r= {2 如 果 z 关 (0. 
那么 
f(z) = 0 (为 什么 ?)， 


一 0; ee 
但 是 
lim ”f(z) 无 定义 (为 什么 ?). 


IT 一 0;ZE 了 及 
( 当 此 事 发 生 时 , 我 们 说 f 在 0 处 有 “可 去 除 奇 异 点 ”或 “可 去 除 间 断 点 ”. 由 于 这 
种 奇异 性 , 有 了 时 约定 当 写 Jim f(z) 时 , 自动 把 zo 从 集合 中 排除 ; 例如 , 在 教材 中 ， 
Jim f(z) 通常 用 作 ”lim、 ,f(z) 的 简写 形式 .) 


IT 一 Z0OiTEXAN{fzo} 
另 一 方面 , 在 zo 处 的 极限 应 该 只 依赖 于 函数 在 zo 附近 的 值 ; 远离 zo 处 的 值 
是 无 关 紧 要 的 . 下 述 命题 反映 了 这 种 直觉 . 
命题 9.3.18( 极 限 是 局 部 的 ) ” 设 义 是 民 的 子 集合 , 马 是 义 的 子 集合 , 而 zo 
是 瑟 的 附着 点 . 并 设 小 :天 一 到 是 函数 ,了 是 实数 . 设 6 > 0. 那么 
jz) = 


ein ep 


当 且 仅 当 
|) f(z)=5, 
证 明 ”见习 题 9.3.3. 
不 正式 地 , 上 述 命题 断言 
f(7) = lim f(z). 


a ee Tro;rEENMN(rTo—6,r0+6) 
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于 是 , 函数 在 zo 处 的 极限 , 如 果 存 在 的 话 , 只 取决 于 f 在 zo 附近 的 值 ; 远 处 的 值 
实际 上 不 影响 极限 . 

我 们 现在 再 给 出 几 个 极限 的 例子 . 

例 9.3.19 ”考虑 由 f(x) :=z+2 和 9(z) :=z 十 1 定义 的 函数 f :RR 一 RR 和 
g: 民 一 民 . 那么 


,有 -4 


我 们 愿意 使 用 极限 算 律 断定 
f(z) 


A 
rT—2;7ER g(z) “3 


或 者 换 句 话说 ， 
lim Z 十 2 
z 一 2izE 了 及 人 十 工 
严格 地 说 , 我 们 不 能 使 用 命题 9.3.14 来 保证 此 事 , 因为 x+1 在 z = -1 处 等 于 零 ， 
从 而 二 没有 定义 . 但 是 此 事 是 容易 解决 的 , 只 要 把 f 和 9 的 定义 域 从 丽 限制 到 
更 小 的 区 域 , 例如 及 \{-1} 就 可 以 了 . 那 时 命题 9.3.14 适用 , 我 们 就 得 到 


Z 十 2 _ 4 


lim . 
z 一 2; ;zeR\{- 1} 2Z 十 z+1 3 


例 9.3.20 ”考虑 由 f(z) := 所 二 : 
除了 1 以 外 的 每 个 实数 都 是 定义 成 功 的 , 而 f(1) 没有 定义 . 但 是 1 仍然 是 R\ {1} 
的 附着 点 (为 什么 ?), 并 且 极 限 


ee 
= 了 


f(z) 


2Z 一 ]1; De 
仍然 有 定义 . 这 是 因为 在 区 域 RR\ {1} 上 有 恒等式 


v2—1 = C+-D)_ +1 
Z 一 1 z—1 
而 且 


lim ZX++1=2. 
zl1;TER\{1} 


例 9.3.21 设 f: 民 一 R 是 函数 


CL 1， 如 果 zeQ 
”人 【0， 如 果 z g¢ @. 
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我 们 要 证 明 , f 在 z = 0 处 沿 着 RR 没有 极限 . 假设 不 是 这 样 , 那么 f 在 z = 0 沿 着 
R 有 某 个 极限 工 . 那么 , 只 要 (an)%1 是 一 个 收敛 到 0 的 非 零 数 的 序列 , 就 有 


lim jan) 一 工 . 
了 一 DO 


由 于 {1jse， 是 这 样 的 一 个 序列 , 就 有 
a 


另 一 方面 { 准 }se, 是 另 一 个 收敛 到 0 的 非 零 数 的 序列 , 但 现在 这 些 数 不 是 比例 数 ， 
有 


L= lim 的 = lim 0=0 
n—00 n mm 一 oo 


由 于 1 关 0, 我 们 得 到 矛盾 . 于 是 这 个 函数 在 0 处 没有 极限 . 


习 题 9.3 


9.3.1 ”证 明 命 题 9.3.9. 
9.3.2 ”证 明 命 题 9.3.14 中 的 剩 下 的 结论 . 
9.3.3 ”证 明 引 理 9.3.18. 
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我 们 现在 介绍 函数 论 中 的 一 个 最 基本 的 概念 一 一 连续 的 概念 . 

定义 9.4.1( 连 续 ) 设 和 是 束 的 子 集合 , 并 设 了 :和 一 了 月 是 函数 . 设 zo 是 X 
的 一 个 元 素 , 我 们 说 f 是 在 zo 处 连续 的 , 当 且 仅 当 我 们 有 

slim x f(z) = f(zo); 

换 旬 话说 , 当 z 在 X 中 收敛 到 zo 时 f(z) 的 极限 存在 并 且 等 于 f(zo). 我 们 说 f 
是 在 X 上 连续 的 (或 简单 地 说 是 连续 的 ) 当 且 仅 当 对 于 每 个 zo e X, f 都 在 zo 
处 连续 . 我 们 说 f 是 在 zo 处 间断 的 , 当 且 仅 当 它 不 是 在 zo 处 连续 的 . 

例 9.4.2 ” 设 c 是 实数 , 并 设 f :RR 一 RR 是 常 值 函 数 f(x) :=c. 那么 对 于 每 个 
实数 zoe R, 有 


lm f(z)=, lim uc= ce= f(z0), 


TX0ITER ER 


所 以 f 是 在 每 点 zo & R 处 都 连续 的 , 或 换 句 话说 , f 是 在 R 上 连续 的 . 
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例 9.4.3 设 J 厂 :了 一 有 是 恒 等 函 数 f(z) := z. 那么 对 于 每 个 实数 zoE 开 有 


slim rf (2) un 
所 以 f 是 在 每 点 zoe R 处 都 连续 的 , 或 换 句 话说 , f 是 在 及 上 连续 的 . 
例 9.4.4 设 sgn: 及 一 下 是 在 例 9.3.16 中 定义 的 符号 函数 . 那么 sgn 是 在 每 
个 非 零点 处 连续 的 , 例如 在 z = 1 处 有 (用 命题 9.3.18) 


ep” 二 0 二 f(zo0), 


im sgn(Z) 一 sgn(Z) 


lim 
4 Z 一 1izE(0.9,1.1) 


一 lim 1 
z 一 1izE(0.9,1.1) 
=1 = sgn(1). 


男 一 方面 sgn 在 xz = 0 处 不 是 连续 的 , 因为 极限 ,lim sgn(z) 不 存在 . 
例 9.4.5 设 厂 :及 一 及 是 函数 


那么 根据 上 一 节 的 讨论 , f 在 0 处 不 是 连续 的 . 事实 上 , f 在 每 个 实数 zo 处 都 不 是 
连续 的 (你 能 看 出 为 什么 吗 ?). 
例 9.4.6 设 f: 民 一 民 是 函数 


上 1， 如 果 z>0 
fl?) | 0， 如 果 z < 0. 


那么 f 在 每 个 非 零 实数 处 都 是 连续 的 (为 什么 ?), 但 它 在 0 处 不 是 连续 的 . 然而 ， 
如 果 我 们 把 f 限制 在 右 半 直线 [0, co) 上 , 那么 所 得 的 函数 fllo,w) 在 它 的 定义 域 上 ， 
包括 0, 是 处 处 连续 的 . 于 是 限制 函数 的 定义 域 可 以 使 一 个 间断 函数 重新 成 为 连续 
的 . 

有 若干 方式 来 表述 “f 是 在 zo 处 连续 的 ”. 

命题 9.4.7( 连 续 性 的 等 价 表述 ) ” 设 义 是 民 的 子 集合 , 有: 多 一 民 是 函数 , 并 
设 zo 是 X 的 元 素 . 那么 下 述 三 命题 逻辑 上 等 价 : 

(a) f 在 zo 处 连续 . 

(b) 对 于 由 XX 的 元 素 组 成 的 任何 收 合 到 zo 的 序列 (an)%o, 都 有 


,im f(an) 运 f (x0). 
(c) 对 于 每 个 es > 0 都 存在 6>0, 使 得 当 TEX 且 |z 一 zo|<65 时 
|f(z)— f(xo)| < e. 
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证 明 ”见习 题 9.4.1. 加 

注 9.4.8 ”命题 9.4.7 的 一 个 特别 有 用 的 结果 是 : 如 果 f 在 zo 处 连续 , 并 且 
当 n 一 00 时 an 一 zo, 那么 当 n 一 00 时 f(an) 一 f(z0) (当然 , (au)se_ 的 所 有 的 
元 素 都 应 在 f 的 定义 域 中 ). 于 是 , 连续 函数 对 于 计算 极限 是 很 有 用 的 ， 

命题 9.3.14 中 的 极限 算 律 联合 定义 9.4.1 中 的 连续 性 的 定义 , 立即 推出 

命题 9.4.9( 算 术 运 算 保持 连续 性 ) 设 开 是 及 的 子 集 , 并 设 厂 : 筷 一 下 以 及 
9: 久 一 民 都 是 函数 . 设 zoE 瑟 . 那么, 如 果 f 和 9g 都 在 Yo 处 连续 则 了 十 9g, 了 一 9， 
max(f,9), min(f,g9), fg 都 在 zo 处 连续 . 如 果 g 在 X 上 不 取 零 值 , 则 { 也 在 zo 处 
连续 . 

于 是 , 两 个 连续 函数 的 和 、 差 、 最 大 、 最 小 、 乘 积 以 及 分 母 不 取 零 值 情形 下 的 
商 , 都 是 连续 函数 . 

可 使 用 命题 9.4.9 证 明 大 量 的 函数 是 连续 的 . 作为 例子 , 例如 , 只 从 常 值 函数 是 
连续 的 以 及 恒 等 函数 f(x) = z 是 连续 的 (习题 9.4.2) 这 个 事实 出 发 , 就 可 以 证 明 ， 
4 max(23 十 422 十 XZ 十 5,24 一 23) 在 民 的 除了 z=2 和 z= 一 2 这 两 个 使 分 母 
为 零 的 点 以 外 的 每 点 处 有 定义 并 且 连 续 . 

下 面 给 出 连续 函数 的 其 他 例子 . 

命题 9.4.10( 指 数 函数 是 连续 的 ) ” 设 a > 0 是正 的 实数 . 那么 由 f(z) := az 
定义 的 函数 了 :下 一 及 是 连续 的 ， 

证 明 ”见习 题 9.4.3. 画 

命题 9.4.11( 帘 函数 是 连续 的 ) ” 设 p 是 实数 , 那么 由 f(z) = z2 定义 的 函数 
f :(0,00) 一 民 是 连续 的 . 

证 明 见习 题 9.4.4. 国 

一 个 比 命题 9.4.10 和 9.4.11 更 强 的 命题 是 : 帘 运 算 关 于 指数 和 底数 是 同时 连 
续 的 , 但 这 比较 难 证 ; 见习 题 15.5.10. 

命题 9.4.12( 绝 对 值 是 连续 的 ) ”由 f(z) := |z| 定义 的 函数 : 民 一 民 是 连续 
的 . 

证 明 ”这 从 |z| = max(z, 一 z) 推出 , 因为 已 经 知道 函数 zx, 一 z 是 连续 的 国 

连续 函数 的 族 不 仅 对 于 加 、 减 、 乘 、 除 运算 封闭 , 也 对 于 复合 运算 封闭 . 

命题 9.4.13( 复 合 保持 连续 性 ) 设 和 和 了 是 限 的 子 集合 , 并 设 太 :X 一 了 
g :下 一 及 是 函数 . 设 zo 是 XX 的 点 . 如 果 f 在 zo 处 连续 , g 在 ffzo) 处 连续 , 那 
么 复合 函数 gof :XX 一 民 在 zo 处 连续 . 

证 明 ”见习 题 9.4.5. 回 

例 9.4.14 由 于 f(z) := 3z+1 在 整个 及 上 连续 , 而 且 函 数 g(z) := 57 在 整 
个 及 上 连续 , 所 以 复合 函数 (go 了 )(z) = 53*+1 也 在 整个 R 上 连续 . 使 用 上 面 的 那 
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些 命题 , 可 以 证 明 复杂 得 多 的 函数 , 例如 


» V2 
h(xz) hh Ma 
T2 十 1 


也 是 连续 的 . (为 什么 这 个 函数 是 连续 的 ?) 
还 是 有 少数 函数 尚 不 容易 判断 其 连续 性 , 例如 h(z) := zz. 当 我 们 有 了 对 数 这 
个 工具 之 后 , 这 个 函数 就 比较 容易 处 理 了 . 我 们 将 在 815.5 中 讲 对 数 . 


9.4.1 


9.4.2 


9.4.3 


9.4.4 


9.4.5 
9.4.6 


9.4.7 


习 题 9.4 


证 明 命题 9.4.7. (提示 : 这 多 半 可 经 使 用 前 面 的 命题 和 引 理 来 完成 . 注意 , 要 证 (a)(b)(c) 
彼此 等 价 , 不 必 证 明 6 个 等 价 关 系 , 但 至 少 必须 证 3 个 . 例如 , 证 明 (a) 蕴含 (b), (b) 
列 含 (c), (c) 蕴含 (a) 就 够 了 . 虽然 这 不 必 是 解决 此 问题 的 最 短 的 或 最 简洁 的 路 途 .) 
设 X 是 及 的 子 集合 , 并 设 ce 区 . 证 明 由 f(z) := ec 定义 的 常 值 函数 f : X 一 及 是 连 
续 的 , 并 证 明 由 g(x) := x 定义 的 恒 等 函 数 g : X 一 及 也 是 连续 的 . 

证 明 命 题 9.4.10. (提示 : 可 使 用 引 理 6.5.3、 联 合 挤 压 判 别 法 (命题 6.4.14) 以 及 命题 
6.7.3.) 

证 明 命 古 9.4.11. (提示 : 从 极限 算 律 (命题 9.3.14) 可 以 证 明 对 于 一 切 整 数 mw， lim z" = 
1. 由 此 及 挤 压 判别 法 (推论 6.4.14) 推出 对 于 一 切实 数 p，lim z? = 1. 最 后 , 使 用 命 
题 6.7.3.) 

证 明 命 题 9.4.13. 

设 X 是 及 的 子 集合 , 并 设 了:X 一 及 是 连续 函数 . 设 了 是 大 的 子 集合 . 证 明了 在 
Y 上 的 限制 fly :Y 一 R 也 是 连续 函数 . (提示 : 这 是 一 个 简单 结果 , 但 要 求 你 仔细 地 
遵循 定义 .) 

设 n > 0 是 整数 , 并 且 对 于 每 个 0 < i < n 设 ci 是 实数 . 设 已 :及 一 及 是 函数 


P(7) := 》 ”cz 
i=0 
这 样 的 函数 周知 为 单 变量 多 项 式 . 一 个 典型 的 例子 是 
P(z) = 674 一 3z2 十 4. 


证 明 P 是 连续 的 . 
89.5 ” 左 极 限 和 右 极 限 


我 们 现在 介绍 左 极限 和 右 极限 的 概念 , 可 把 它们 看 作为 全 面 的 极限 
lim 、j(z) 


Z 一 IT01ZEX 
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的 两 个 分 离 的 “一 半 ”. 

定义 9.5.1( 左 极限 和 右 极 限 ) 设 X 是 及 的 子 集合 ,/ :和 X 一 及 是 函数 , 设 
zo 是 实数 . 如 果 zo 是 Xmt(zo,co) 的 附着 点 , 那么 我 们 定义 f 在 zo 处 的 右 极 限 
j(zo+) 为 


:== li 
f (zo+) a f(z), 


当然 前 提 是 这 个 极限 存在 . 类 似 地 , 如 果 zo 是 XX 门 (-o0, zo) 的 附着 点 , 那么 我 们 
定义 f 在 zo 处 的 左 极限 f(xo 一 ) 为 
f(z0—) := 


li ; 
ne f(z) 


当然 也 是 在 这 个 极限 存在 的 前 提 下 . (于 是 , 在 很 多 情况 下 , f(zo+) 和 f(zo 一 ) 是 无 


定义 的 .) 
有 时 我 们 使 用 简化 的 记号 
oa f(z) ee f(2); 
ns f(z) := ae a f(z), 


只 要 f 的 定义 域 X 在 上 下 文中 是 清楚 的 . 
例 9.5.2 ”考虑 例 9.3.16 中 定义 的 符号 函数 sgn : 及 一 及 . 我 们 有 


一 li 一 li 1 一 
sgn(0+) zc.0;zER 站 (0,00) sgnl?) -0izERN (0,00) ， 
以 及 
和 二 li = 1 | 
sen ) 2 0;2ER (00,0) sgn() eR 


同时 根据 定义 sgn(0) = 0. 

注意 , 为 了 f(zo+) 或 f(zo-) 有 定义 , f 不必 在 zo。 处 有 定义 . 例如 ,如果 
f :RR\ {0} 一 RR 是 函数 f(z) := 襄 , 那么 f(0+) = 1 且 f(0-) = 一 1( 为 什么 ?), 尽管 
f(0) 无 定义 . 

从 命题 9.4.7 我 们 看 到 , 如 果 右 极限 f(zo-+) 存在 , 并 且 (an)se.o 是 X 中 的 从 
右边 收敛 到 zo 的 序列 (对 于 一 切 me N, an > zo), 那么 


im f(an) = f(zo+t). 


类 似 地 , 如 果 (56)%>o 是 X 中 的 从 左边 收敛 到 zo 的 序列 (对 于 一 切 ne N, bs < zo)， 
那么 
lim f(bn) = f(z0—). 
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设 zo 同 是 和 门 (zo,co) 入 门 (-00,zo) 两 者 的 附着 点 . 如 果 f 在 点 zo 处 连 
续 , 那么 从 命题 9.4.7 显然 可 见 f (zo 二) 和 jf(zo-) 都 存在 并 且 都 等 于 f(zo). (你 能 
看 出 为 什么 吗 ?) 反 过 来 也 成 立 (将 此 与 命题 6.4.12(f) 相对 比 ): 

命题 9.5.3 设 铸 是 恨 的 子 集合 , 含有 实数 zo, 并 设 zo 同 是 久 门 (ZT0,00) 和 
关门 (一 00,z2o) 的 附着 点 . 设 耻 :X 一 下 是 函数 . 如 果 Flzo+) 和 f(zo0 一 ) 都 存在 并 
且 都 等 于 f(z0), 那么 f 在 zo 处 连续 . 

证 明 记 工 := f(zo). 根据 假设 有 
f(z)=L, (9.1) 


lim 
TZ0;TEX 门 (zo,co) 
以 及 
z)=L, (9.2) 


Pe 
设 es > 0 给 定 ， 从 (9.1) 和 命题 9.4.7 知 , 存在 6+ > 0 使 得 当 ze 和 门 (zo,co) 且 
lz 一 zol < 6+ 时 
|f(z)—L|<&, 


从 (9.2) 同样 得 知 , 存在 5_ > 0, 使 得 当 ze X 门 (-o00,zo0) 且 |z 一 zol <6- 时 
|f(z)—L| <e. 


现在 让 5 := min(6_,64), 那么 6 > 0( 为 什么 ?). 设 zeEXX 且 |z 一 zol <56. 那么 有 三 
种 情形 :x > zo, z = zo, z < zo, 但 在 这 三 种 情形 下 都 有 |f(z) -了 | < s( 为 什么 ? 理 
由 与 在 三 种 情形 中 的 一 种 情形 时 不 同 ). 于 是 根据 命题 9.4.7 知 , f 在 zo 处 连续 . 国 

正 像 我 们 在 例 9.3.16 对 于 符号 函数 所 见 到 的 那样 , 对 于 一 个 函数 f, 在 zo 处 
可 能 发 生 jzo-) 和 f(zo+) 都 存在 但 彼此 不 等 的 情形 ， 当 这 种 情形 发 生 时 , 我 们 
说 f 在 zo 处 有 一 个 跳跃 间断 . 于 是 , 作为 例子 , 符号 函数 在 零 处 发 生 跳跃 间断 . 还 
有 , 可 能 发 生 左 极限 f(zo 一 ) 和 右 极限 f(zo)+ 都 存在 并 且 相 等 , 但 却 不 等 于 f(zxo) 
的 情形 ， 这 时 我 们 说 f 在 zo 处 有 可 去 除 间断 (或 可 去 除 奇 异性 )， 例 如 , 如果 令 


厂 :了 及 一 及 是 函数 
2 1， 如 果 z =0 
A | 0， 如 果 z 关 0. 
那么 f(0+) 和 (0-) 都 存在 并 且 等 于 0( 为 什么 ?), 但 是 f(0) = 1. 于 是 ff 在 0 处 
有 可 去 除 间断 . 
注 9.5.4 ”跳跃 间断 与 可 去 除 间 断 并 不 是 函数 间断 的 仅 有 的 方式 ， 另 一 个 方 
式 是 函数 在 间断 点 处 趋 于 无 限 : 以 f(z) := + 定义 的 函数 站: RN\{0} 一 有 在 0 处 间 
断 , 既 不 是 跳跃 间断 , 也 不 是 可 去 除 间断 ， 非 正式 地 说 , 当 xz 从 右边 趋 于 0 时 f(z) 
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趋 于 +oo, 而 当 zx 从 左边 趋 于 0 时 , f(z) 趋 于 -co. 这 种 形式 的 奇异 性 有 时 叫 作 
渐 近 间断 (asymptotic discontinuity). 此 外 还 有 振荡 间断 (oscillatory discontinuity)， 
其 中 函数 在 zo 附近 保持 有 界 但 在 zo 处 却 没 有 极限 . 例如 , 用 


f(z) := 1， 如 果 z e @ 
”| 0， 如果 zg @ 


定义 的 函数 f : R 一 民 在 0 处 有 振荡 间断 (事实 上 在 每 个 其 他 实数 处 也 是 如 此 ). 
这 是 因为 尽管 函数 是 有 界 的 , 但 它 在 0 处 既 没 有 左 极限 也 没有 右 极限 . 

间断 性 (也 叫 作 奇异 性 ) 的 研究 不 断 发 展 , 但 已 超出 本 书 的 范围 . 例如 , 在 复 分 
析 中 , 奇异 性 起 着 关键 的 作用 . 


习 题 9.5 
9.5.1 设 瑟 是 及 的 子 集合 , f :万 一 民 是 函数 ,并 设 zo 是 万 的 附着 点 . 请 为 极限 
lim f(z) = oco( 或 一 o00) 


TXO;rTEEB 


写 一 个 定义 . 如 果 六: 及 \{0} 一 R 是 函数 f(z) := ,用 你 的 定义 断定 /(0+) = co 且 
f(0-) = -oo. 另外 对 于 命题 9.3.9 当 L = oo 或 也 = -oo 时 的 某 此 类似 之 事 予 以 叙 
述 和 证 明 . 
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在 前 两 节 中 我 们 看 到 了 大 量 的 连续 函数 , 虽然 肯定 并 非 所 有 的 函数 都 是 连续 
的 . 我 们 现在 证 明 连 续 函 数 具 有 许多 其 他 的 有 用 的 性 质 , 特别 是 当 它 们 的 定义 域 是 
闭 区 间 的 时 候 是 这 样 . 正 是 在 这 里 , 我 们 将 开始 把 Heine-Borel 定理 (定理 9.1.24) 
的 全 部 功效 予以 展示 . 

定义 9.6.1 设 和 是 下 的 子 集合 ,并 设 /:X 一 及 是 函数 . 如 果 存 在 实数 M， 
使 得 对 于 一 切 zx € X 都 有 f(x) < M, 我 们 就 说 f 是 有 上 界 的 ; 如 果 存 在 实数 MM， 
使 得 对 于 一 切 z e X 都 有 f(x) > -AM 我 们 就 说 f 是 有 下 界 的 ; 如 果 存 在 实数 M， 
使 得 对 于 一 切 ze X 都 有 |f(z)| < AM, 我 们 就 说 f 是 有 界 的 ， 

注 9.6.2 ”一 个 函数 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 它 既是 有 上 界 的 也 是 有 下 界 的 (为 什 
么 ? 注意 “ 当 且 仅 当 ”的 一 部 分 比 另 一 部 分 稍 许 微妙 ). 同时 , 函数 让 :和 一 了 尺 是 有 
界 的 , 当 且 仅 当 它 的 象 f(X) 是 依 定义 9.1.22 的 意义 有 界 的 (为 什么 ?). 

并 非 一 切 连续 函数 都 是 有 界 的 . 例如 函数 f(z) := z 在 定义 域 RR 上 是 连续 的 
然而 是 无 界 的 (为 什么 ?), 尽管 它 在 某 些 更 小 的 区 域 上 是 有 界 的 , 例如 在 [1, 2] 上 它 
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是 有 界 的 . 函数 f(z) := 3 在 (0, 1) 上 是 连续 的 但 却 是 无 界 的 (为 什么 ?). 然而 , 如 
果 连 续 函 数 的 定义 域 是 闭 的 有 界 的 区 域 , 那么 一 定 有 有 界 性 : 

引 理 9.6.3 设 a<b 是 实数 , 并 设 F: [ai 一 下 是 [ab 上 的 连续 函数 , 那么 
f 是 有 界 函 数 . 

证 明 ”假设 f 不 是 有 界 的 . 那么 对 于 每 个 实数 M, 都 存在 一 个 元 素 re [a 
使 得 |f(z)| > M. 

当然 , 对 于 每 个 自然 数 n, 集合 {z es [oa 中 : |f(z)| > n} 不 是 空 集 . 于 是 我 们 
可 以 从 [a, 相 中 选取 ”一 个 序列 (zn)se.1 使 对 于 一 切 n，|f(zn)| > n. 这 个 序列 位 
于 [oj 中 , 根据 定理 9.1.24, 存在 一 个 子 列 (zw )?o 收敛 到 某 极限 工 e [a,4], 其 中 
no < ni<n2<.… 是 自然 数 的 增 序列 . 当然 , 我 们 看 到 wj > j 对 于 一 切 jeN 成 
立 (为 什么 ? 用 归纳 法 ). 

由 于 f 在 [中 上 连续 , 所 以 它 在 工 处 连续 , 因此 我 们 看 到 


Jim, f(zm) = f(D). 


于 是 序列 (f(zn,))%>o 是 收敛 的 ,从 而 是 有 界 的 ， 另 一 方面 , 我 们 由 此 序列 的 构造 
知 |f(zn,)| > mi > 7 对 于 一 切 j 成 立 , 从 而 (f(zw))?26 不 是 有 界 的 .这 是 一 个 
矛盾 . 国 
注 9.6.4 ”关于 这 个 证 明 , 有 两 件 事 值得 注意 . 首先 , 它 表 明 Heine-Borel 定理 
(定理 9.1.24) 是 多 么 有 用 . 其 次 , 它 不 是 一 个 直接 的 证 明 ; 它 没 有 说 怎样 找到 f 的 
界 , 而 是 表明 若是 f 无 界 的 话 , 必定 导致 矛盾 . 

我 们 现在 加 强 引 理 9.6.3 而 说 得 更 多 点 . 

定义 9.6.5( 最 大 值 和 最 小 值 ) 设 f :一 民 是 函数 ,并 设 zo e X. 如 果 对 于 
一 切 z eX 都 有 f(zo) > f(z) ( 即 f 在 点 zo 处 的 值 大 于 或 等 于 f 在 X 的 任何 其 
他 点 处 的 值 ), 那么 我 们 说 f 在 zo 处 达到 它 的 最 大 值 . 我 们 说 f 在 zo 处 达到 它 的 
最 小 值 , 如 果 对 于 一 切 ze 和 有 f(zo) < f(z). 

注 9.6.6 ”如 果 函 数 在 某 个 地 方 达 到 它 的 最 大 值 , 那么 它 必 定 是 有 上 界 的 (为 
什么 ?). 类 似 地 , 如 果 它 在 某 个 地 方 达到 它 的 最 小 值 , 那么 它 必定 是 有 下 界 的 . 这 些 
最 大 值 和 最 小 值 的 概念 是 整体 性 的 ; 局 部 性 的 形式 将 在 定义 10.2.1 中 给 出 . 

命题 9.6.7( 最 大 值 原理 ) ” 设 a<5b 是 实数 , 并 设 让 : [ai 一 及 是 在 [a 引 上 连 
续 的 函数 . 那么 了 在 某 点 Tmax E [abl 处 达到 它 的 最 大 值 , 并 且 在 某 点 zmin € [a, 引 
处 达到 它 的 最 小 值 . 


@ 严格 地 说 , 用 到 选择 公理 , 如 在 引 理 8.4.5 那样 , 但 也 可 以 定义 
zn := sup{z € [a, b] : |f (2)| > n}, 
并 使 用 了 的 连续 性 证 明 |f(zn)| > n, 而 避免 使 用 选择 公理 . 我们 把 细节 留 给 读者 . 
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注 9.6.8 ”严格 说 来 , “最 大 值 原理 ”是 一 个 用 词 不 当 的 说 法 , 因为 这 个 原理 也 
涉及 最 小 值 . 或 许 更 准确 的 名 称 该 是 “ 极 值 原理 ” (extremum principle),“ 极 值 ” 一 词 
用 来 同时 代表 最 大 值 和 最 小 值 . 

证 明 ”我 们 只 证 明 f 在 某 处 达到 它 的 最 大 值 . 对 于 达到 它 的 最 小 值 的 证 明 是 
类 似 的 , 留 给 读者 . 

从 引 理 9.6.3 知 f 是 有 界 的 . 于 是 存在 M 使 得 对 于 一 切 z e [a,b],，-M < 
f(z) < M. 现在 让 E 代表 集合 


五 := {f(7) :7 € la, ob)}. 


( 换 名 话说 互 := Fa 如 ).) 按 刚 才 所 说 的 , 这 个 集合 是 [-M, M] 的 子 集合 . 它 是 不 
空 的 , 因为 , 作为 例子 , 它 含有 点 f(a). 于 是 根据 最 小 上 界 原理 , 它 有 上 确 界 sup( 古 )， 
是 个 实数 . 

记 m := sup(B). 根据 上 确 界 的 定义 知 , 对 于 一 切 ye E,y < m. 根据 EB 的 定 
义 , 这 表明 对 于 一 切 x € [a,9]，f(z) < m. 于 是 , 为 证 f 在 某 处 达到 它 的 最 大 值 , 只 
要 找 一 点 zmax € [a,08| 使 得 f(zmax) = m 就 够 了 . (为 什么 这 就 够 了 ?) 

设 n > 1 是 正 整数 . 那么 m 一 + < m = sup(B). 由 于 sup(B) 是 的 最 小 上 
界 , 所 以 m 一 2 不 能 是 EE 的 上 界 , 于 是 存在 ye E, 使 得 m 一 + <y. 根据 五 的 定 
义 , 这 蕴含 着 存在 z e [a, 09], 使 得 mm 一 < f(r). 

现在 对 于 每 个 n, 选 一 点 zw。 e [ai 使 得 mm 一 二 < f(xn)， 从 而 构成 一 个 序 
列 (zn)21. (这 又 要 用 选择 公理 , 但 不 用 选择 公理 而 证 明 这 个 原理 也 是 可 能 的 . 例 
如 , 在 命题 13.3.2 中 你 会 看 到 这 个 命题 的 更 好 的 证 明 , 它 用 到 紧 致 性 的 概念 .) 这 
是 [ai 中 的 一 个 序列 . 于 是 根据 Heine-Borel 定理 (定理 9.1.24), 可 以 选择 一 个 子 
序列 (zn,)E1 ni < na <…, 它 收敛 到 某 极限 zmax e [oa 中. 由 于 (zw)21 收敛 到 
Tmax, 并 且 f 在 zmax 处 连续 , 我 们 和 前 面 一 样 得 到 


dim f(zn,) = f(Tmax)- 


男 一 方面 , 由 序列 的 构造 知 ， 
1 1 


从 而 两 边 取 极限 就 得 到 
femax) = lim f(zn) > lim mm 一 二 一 mm 
II] 一 Co 7 一 Co 了 


男 一 方面 , 我 们 知道 对 于 一 切 z € [a,9], f(z) < m, 所 以 , 当然 有 f(zmax) < m. 把 
这 两 个 不 等 式 合 起 来 , 我 们 见 到 f(zmax) = m. 这 就 是 所 要 的 . 图 
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注意 , 最 大 值 原 理 并 不 避免 一 个 函数 在 多 于 一 点 处 达到 它 的 最 大 值 或 者 最 小 
值 . 例如 , 区 间 [-2,2] 上 的 函数 f(z) := z? 在 两 个 不 同 的 点 -2 和 2 处 达到 它 的 最 
大 值 . 

我 们 把 sup{f(z) : ze [o, 避 } 简写 为 supzelab fj(z)， 并 类 似 地 定义 inf-elaa f(z). 
那么 最 大 值 原理 断定 m := supzelagl f (7) 是 实数 并 且 是 f 在 [a,] 上 的 最 大 值 . 也 
就 是 说 , 在 [a,] 中 至 少 有 一 个 点 zmax, 使 得 f(zmax) = m 并 且 对 于 每 个 其 他 的 
ze [oa 中 ，j(z) 小 于 或 等 于 m. 类 似 地 , infzsela, f(z) 是 f 在 [a,9] 上 的 最 小 值 . 

现在 我 们 知道 , 在 闭 区 间 上 每 个 连续 函数 都 是 有 界 的 并 且 至 少 有 一 次 达到 它 的 
最 大 值 , 也 至 少 有 一 次 达到 它 的 最 小 值 . 同样 的 事情 对 于 开 区 间或 无 限 区 间 不 成 立 ; 
见习 题 9.6.1. 

注 9.6.9 ”在 复 分 析 或 偏 微分 方程 论 中 , 你 会 遇 到 一 个 相当 不 一 样 的 “最 大 值 
原理 ”. 在 复 分 析 中 , 代替 连续 函数 而 处 理解 析 函 数 , 在 偏 微分 方程 论 中 则 要 处 理 调 
和 函数 . 那里 的 最 大 值 原理 与 此 处 的 并 不 直接 关联 (虽然 它们 也 涉及 最 大 值 是 否 存 
在 , 最 大 值 位 置 在 哪里 ). 


习 题 9.6 
9.6.1 ”给 出 如 下 的 例子 : 

(a) 函数 f : (1,2) 一 R, 它 连 续 并 且 有 界 , 在 某 处 达到 它 的 最 小 值 , 但 在 任何 点 处 也 不 
达到 它 的 最 大 值 ( 即 没 有 最 大 值 ). 

(b) 函数 f : [0, 00) 一 及 , 它 连续 并 且 有 界 ， 在 关外 入 到 局 交 本 人， 但 在 任何 点 处 也 
不 达到 它 的 最 小 值 ( 即 没有 最 小 值 ). 

(c) 函数 了: [1,1] 一 及, 它 是 有 界 的 , 但 在 任何 点 处 也 不 达到 它 的 最 小 值 , 且 在 任何 
点 处 也 不 达到 它 的 最 大 值 ( 即 没 有 最 大 值 ). 

(d) 函数 f: [一 1,1] 一 及, 它 有 上 界 但 无 下 界 . 

解释 一 下 为 什么 你 构 作 的 例子 都 不 违背 最 大 值 原理 . (注意 : 仔细 阅读 假设 条 件 !) 


89.7 中 值 定 理 


我 们 刚才 证 明 连 续 函 数 f 达到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 现在 我 们 来 证 明 f 也 能 
达到 中 间 的 每 个 值 . 为 此 我 们 先 证 明 一 个 非常 直观 的 定理 . 

定理 9.7.1( 中 值 定理 ) 设 a <4。b, 并 设 f:[a,0| 一 民 是 [a,b] 上 的 连续 函 
数 . 设 y 是 介 于 f(a) 和 f(b) 之 间 的 实数 , 也 就 是 说 , 要 么 f(a) < 和 f(b), 要 么 
f(a) > > f(b). 那么 存在 cE [a,b] 使 得 f(c)=v. 

证 明 ”有 两 种 情形 : f(a) < y < f(b) 或 f(a) > y > f(b). 我 们 假定 前 者 , 即 
f(a) < y < f(b). 后 者 可 类 似 地 证 明 , 留 给 读者 . 
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如 果 y = f(a) 或 y= f(b), 那么 结论 是 容易 的 , 可 简单 地 令 c= a 或 者 c= 上 4. 
于 是 可 假定 f(a) <y < f(b). 用 EE 代表 集合 


E:= {re€la,b): fr) < vy}. 


已 明显 是 [ob 的 子 集合 , 因而 有 界 . 还 有 , 因为 f(a) < y, 我 们 看 到 a 是 EB 的 元 
素 , 所 以 已 不 空 . 根据 最 小 上 界 原理 , 上 确 界 


c := sup(E) 


是 有 限 的 . 由 于 b 是 的 上 界 , 我 们 得 知 c < b. 由 于 瑟 含 有 o, 我 们 得 知 a < c. 
于 是 有 c e [a, 中. 为 完成 证 明 , 我 们 现在 来 证 f(c) = vy. 想法 是 从 c 的 左边 进行 , 以 
证 明 f(c) < y, 然后 从 c 的 右边 进行 来 证 明 f(c) > y. 

设 n>1 是 整数 . 数 c 一 二 是 小 于 或 等 于 c = sup(B) 的 , 因此 不 能 是 户 的 上 
界 . 于 是 存在 一 点 , 记 作 zn, 它 属于 E 并 且 大 于 c 一 +. 因为 c 是 如 的 上 界 , 还 有 
zn < c. 于 是 


a 
根据 挤 压 判别 法 (推论 6.4.14), 就 得 到 
im zn = 
由 于 f 在 c 处 连续 , 这 意味 着 
lim f(zn) = f(o). 


但 因为 对 于 每 个 n, x, 都 在 EB 内 , 所 以 对 于 每 个 ”都 有 f(z,) < vy. 根据 比较 原理 
( 引 理 6.4.13) 就 得 到 f(c) < y. 由 于 7 > Fo, 我 们 断定 c 取 2. 

由 于 c 关 5b 并且 ce [oa 必 有 c < 2 那么 存在 N > 0, 使 得 对 于 一 切 n > N， 
c+ 二 <b( 由 于 当 n 一 00 时 c+ 寺 收敛 到 c). 由 于 c 是 忆 的 上 确 界 并 且 c+1 > 
必 有 c+ 二 ¥B 对 于 一 切 n > 成立. 由 于 c++ 上 e [oa 那么 对 于 一 切 n > N, 有 
f(c+ 吉 ) 之 y. 但 c++ 收敛 到 c, 而 了 在 ec 处 连续 , 所 以 f(c) zy. 然而 我 们 已 经 知 
道 f(c) < y, 所 以 f(c) =y. 这 就 是 所 要 的 . 图 

中 值 定理 说 的 是 , 如 果 f 取 值 f(a) 和 f(b), 那么 它 必定 也 达到 一 切 介 于 两 者 
之 间 的 值 . 注意 , 如 果 不 假定 f 是 连续 的 , 那么 中 值 定理 就 不 再 适用 . 例如, 如果 
f :[-1,1] 一 R 是 函数 

一 1， 如 果 z<0 
Te) -1 1， 如 果 z > 0 


198 第 9 章 耻 上 的 连续 函数 


那么 f(-1) = -1 而 f(1) = 1, 但 不 存在 ce [-1,1] 使 f(c) = 0. 可 见 , 如 果 函 数 是 
间断 的 , 它 就 可 能 “ 跳 ” 过 中 间 的 值 . 但 连续 函数 决 不 会 如 此 ， 

注 9.7.2 ”一 个 连续 函数 可 以 多 次 取 同 一 个 中 间 值 . 例如 , 如 果 函 数 站 : [一 2,?] 一 
及 是 函数 f(z) := za 一 zx, 那么 


f(—2) = —6, f(2) = 6. 
所 以 存在 ce [~2,2] 使 f(c) = 0. 事实 上 , 这 里 有 三 个 这 样 的 c 值 : 有 
f(-1)= f(0) = f(1)=0. 


注 9.7.3 ”中 值 定理 给 出 了 证 明 可 取 一 个 数 的 n 次 方 根 的 另 一 种 方法 . 例如 ， 
为 了 构 作 2 的 平方 根 , 考虑 由 f(z) := zx? 定义 的 函数 f : [0,?] 一 及 . 这 个 函数 是 连 
续 的 , 并 且 f(0) = 0, f(2) = 4. 于 是 存在 ce [0,?] 使 得 f(c) = 2, 即 cz = 2. (这 个 
论述 没有 证 明 2 恰 有 一 个 平方 根 , 但 它 证 明了 , 2 至 少 有 一 个 平方 根 .) 

推论 9.7.4( 连 续 函 数 的 象 ) 设 a<6b, 并 设 f:[a,9] 一 民 是 [a,0] 上 的 连续 函 
数 . 设 M := supzel[a,a] f(T) 是 了 的 最 大 值 , 并 设 m := infzela,] f(T) 是 最 小 值 . 如 果 
y 是 介 于 m 和 M 之 间 的 实数 { 即 m < y < M), 那么 存在 cE [oa 使 得 f(c)=v. 
进而 有 Fw) = [m, MI]. 

证 明 ”见习 题 9.7.1. 园 


习 题 9.7 


9.7.1 ”证 明 推 论 9.7.4. (提示 : 除了 中 值 定理 , 还 可 能 要 用 到 习题 9.4.6.) 

9.7.2 ” 设 了 : [0,1] 一 [0,1] 是 连续 函数 . 证 明 存在 实数 z e [0,1], 使 f(z) = z，( 对 于 函数 
f(z) 一 z 使 用 中 值 定理 .) 此 点 z 叫 作 f 的 不 动 点 . 这 个 结果 是 不 动 点 定理 的 一 个 基本 
例子 , 它 在 一 定 类 型 的 分 析 学 问题 中 起 着 重要 的 作用 .) 


89.8 单调 函数 


我 们 现在 来 讨论 一 个 与 连续 函数 类 不 同 却 又 有 某 些 相似 性 质 的 函数 类 : 单调 
函数 类 . 

定义 9.8.1( 单 调 函数 ) 设 久 是 民 的 子 集 , 并 设 f :XX 一 民 是 函数 . 我 们 说 
f 是 单调 增 的 , 当 且 仅 当 只 要 z,y Ee XX 且 %y > z, 就 有 f(y) > f(z). 我 们 说 f 是 严 
格 单调 增 的 , 当 且 仅 当 只 要 z,y ee X 且 y >z 就 有 f(y) > f(z). 类 似 地 , 我 们 说 f 
是 单调 减 的 当 且 仅 当 只 要 xz,y eX 且 y >z 就 有 f(y) < f(z). 我 们 说 f 是 严格 
单调 减 的 , 当 且 仅 当 只 要 z,y e XX 且 y >z 就 有 f(y) < f(z). 我 们 说 f 是 单调 的 ， 
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如 果 它 是 单调 增 的 或 者 是 单调 减 的 . 我 们 说 f 是 严格 单调 的 , 如 果 它 是 严格 单调 增 
的 或 者 是 严格 单调 减 的 . 

例 9.8.2 ”函数 f(z) := z? 当 限制 在 区 域 [0,co) 上 时 , 是 严格 单调 增 的 (为 
什么 ?), 而 当 限制 在 区 域 (-o0,0] 上 时 , 是 严格 单调 减 的 (为 什么 ?). 于 是 此 函数 在 
(-o0,0] 上 和 在 [0, co) 上 都 是 严格 单调 的 , 但 它 在 整个 实 直线 (一 co, ceo) 上 却 不 是 
严格 单调 的 (或 单调 的 ). 注意 , 如 果 一 个 函数 在 一 个 区 域 X 上 是 严格 单调 的 , 那么 
它 在 同一 区 域 X 上 自动 地 是 单调 的 . 常 值 函数 f(z) := 6 当 限 制 在 一 个 任意 的 区 
域 XC 及 上 时 , 既是 单调 增 的 也 是 单调 减 的 , 但 不 是 严格 单调 的 (除非 X 由 至 多 
一 个 点 组 成 一 为 什么 ?). 

连续 函数 不 必 是 单调 的 (作为 例子 考虑 及 上 的 函数 f(z) = z2), 而 单调 函数 也 
不 必 是 连续 的 ; 作为 例子 , 考虑 早先 由 


一 1， 如 果 z < 0 
= 1， 如 果 z > 0. 


定义 的 函数 f : [-1,1] 一 及. 

单调 函数 遵从 最 大 值 原理 (习题 9.8.1), 但 不 遵从 中 值 定理 (习题 9.8.2). 另 一 
方面 , 一 个 单调 函数 可 能 有 很 多 的 间断 点 (习题 9.8.5). 

如 果 一 个 函数 既是 严格 单调 的 又 是 连续 的 , 那么 它 有 很 多 好 的 性 质 ， 特 别 地 ， 
它 是 可 道 的 . 

命题 9.8.3 设 a<b 是 实数 , 并 设 了 : [oj 一 民 是 函数 .如 果 f 既是 
连续 的 又 是 严格 单调 增 的 , 那么 f 是 从 [oa 中 到 [f(a), f(b)] 的 双 射 ， 并 且 逆 映射 
7! : [f(aQ), f(b)] 一 [a,9] 也 是 连续 的 并 且 严 格 单调 增 的 . 

证 明 见习 题 9.8.4. 图 

对 于 严格 单调 减 函数 有 类 似 的 命题 ; 见习 题 9.8.4. 

例 9.8.4 设 ”是 正 整数 , 并 且 R > 0. 由 于 函数 f(z) := zn 是 在 区 间 [0, 司 
上 严格 增 的 , 我 们 从 命题 9.8.3 看 到 这 个 函数 是 从 [0, R] 到 [0, R"] 的 双 射 , 从 而 有 
从 [0, R"] 到 [0, 召 的 逆 . 这 可 以 用 来 给 出 一 个 构造 一 个 数 z € [0, R"] 的 n 次 方 根 
的 另 一 种 办 法 , 它 与 在 引 理 5.6.5 中 所 做 的 是 不 同 的 . 


习 题 9.8 


9.8.1 ”解释 为 什么 把 f 连续 的 假定 换 为 f 单调 或 严格 单调 时 , 最 大 值 原理 仍然 成 立 . (对 于 单 
调和 严格 单调 两 种 情形 可 用 同一 解释 .) 

9.8.2 ”举例 说 明 当 连 续 的 假定 换 为 单调 或 严格 单调 时 中 值 定理 不 成 立 ，( 对 于 单调 和 严格 单调 
两 种 情形 可 以 使 用 同一 反例 .) 
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9.8.3 ” 设 a<b 是 实数 , 并 设 f : [a; 中 一 及 是 函数 . 如 果 f 既是 连续 的 又 是 1 对 1 的 , 那么 
f 是 严格 单调 的 . (提示 : 考虑 f(a) < f(b), f(a) = f(b), f(a) > f(b) 三 种 情形 . 第 二 
种 情形 直接 导致 蔬 盾 . 在 第 一 种 情形 用 反 证 法 及 中 值 定理 证 明 f 是 严格 增 的 , 在 第 三 种 
情形 类 似 的 论述 表明 f 是 严格 减 的 .) 

9.8.4 ”证 明 命 题 9.8.3. (提示 : 为 证 f7! 是 连续 的 , 最 简单 的 办 法 是 使 用 连续 的 “e 一 56” 定义 ， 
命题 9.4.7(c).) 去 掉 连 续 的 假定 , 命题 还 成 立 吗 ? 把 严格 单调 换 成 单调 , 命题 还 成 立 吗 ? 
代替 处 理 严 格 增 而 处 理 严格 减 函数 时 , 应 如 何 修改 命题 ? 

9.8.5 ”本 习题 中 , 我 们 举 一 个 在 每 个 比例 数 处 间断 而 在 每 个 非 比例 数 处 连续 的 函数 的 例子 . 由 
于 比例 数 集合 是 可 数 的 , 我 们 把 它 写 成 


Q = {9(0), 9(1), gq(2),..…} 
其 中 g:N 一 Q@ 是 从 N 到 Q 的 双 射 . 现在 定义 函数 9 : Q 一 R, 令 
g(q(n)) := 2 ", néeN, 
那么 g 映 g(0) 为 1， gq(1) 为 2-1, 等 等 . 由 于 级 数 > 是 绝对 收敛 的 , 所 以 9(r) 
也 是 绝对 收敛 的 . 现在 定义 函数 :及 一 民 , 令 
f(z):= 9g(r). 


reQ:r<zr 
由 于 39") 是 绝对 收敛 的 , 所 以 f(z) 对 于 每 个 实数 z 都 是 定义 成 功 的 . 
(a) 证 明 f 是 严格 单调 增加 的 . (提示 : 可 能 要 使 用 命题 5.4.14.) 
(b) 证 明 对 于 每 个 比例 数 +7，f 在 > 处 间断 (提示 : 由 于 7 是 比例 数 , 对 于 某 自然 数 
n, 7 二 q(n). 证 明 对 于 一 切 rz > 7, f(z) > f(7) +27".) 
(c) 证 明 对 于 每 个 非 比例 数 z，f 在 z 处 连续 . (提示 : 先 证 明 函 数 
fn(z) := 人 g(7) 


rEQ:r<rzg(7r)>2-—n 


在 zx 处 连续 , 并 且 |f(z) 一 fn(z)| < 2-".) 


89.9 “一致 连续 性 


我 们 知道 , 在 闭 区 间 [a,8] 上 连续 的 函数 是 有 界 的 (根据 最 大 值 原 理 , 事实 上 达 
到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 ). 但 是 , 如 果 我 们 把 闭 区 闻 改 成 开 区 间 , 那么 连续 函数 就 不 
必 再 是 有 界 的 . 一 个 例子 是 由 f(z) := 去 定义 的 f: (0,2) 一 及. 这 个 函数 在 (0, 2) 
的 每 点 处 连续 , 从 而 在 (0, 2) 上 连续 , 但 不 是 有 界 的 . 非 正式 地 说 , 这 里 问题 是 , 当 
函数 的 确 在 开 区 间 (0, 2) 的 每 点 都 连续 时 , 它 在 自 变量 趋 于 端点 0 时 连续 得 “ 越 来 


89.9 一 致 连续 性 ”201 


我 们 来 进一步 分 析 这 种 现象 , 使 用 连续 的 “e-6” 定 义 一 一 命题 9.4.7(c). 我 们 
知道 , 如 果 站 :和 一 及 在 点 zo 处 连续 , 那么 对 于 每 个 。 > 0 都 存在 6 > 0, 使 得 只 
要 z 是 6- 接近 于 zo 的 , f(z) 就 是 e- 接近 f(zo) 的 . 换 句 话说, 只 要 保证 x 充分 
接近 zo, 就 能 迫使 f(z) 是 = 接近 f(zo) 的 . 想象 此 事 的 一 个 方式 是 , 在 每 个 点 zo 
附近 都 存在 一 个 “稳定 岛 *(zo 一 6, zo 十 0), 在 那里 函数 f(z) 不 会 散 离 ftzo) 超过 <. 

例 9.9.1 取 上 面 提 到 的 函数 f(z) := +, 让 zo = 1. 为 了 保证 f(z) 是 0.1- 接 
近 于 f(zxo) = 1 的 , 只 需 取 x 是 十 - 接近 于 zo 的 , 那 时 


从 而 


于 是 f(z) 是 0.1- 接近 于 f(zo) 的 . 

现在 来 看 看 在 点 zo = 0.1 处 的 情形 . 函数 f 仍然 在 此 处 连续 , 但 我 们 将 看 到 连 
续 性 大 大 变 坏 . 为 了 保证 f(z) 是 0.1- 接近 于 f(zo) = 10 的 , 我 们 必须 让 z 是 56- 
接近 于 zo 的 . 的 确 , 如 果 z 是 证 1- 接近 于 zo 的 , 那么 


10 102 
101 <Ii< 1010， 9.901 < f(z) < 10.1, 


从 而 f(z) 是 0.1- 接近 于 f(zo) 的 . 而 对 于 1- 接近 于 zo 的 点 ;器 有 f(189%5) = 
1990 = f(zo0) + 起 , 它 不 是 0.1- 接近 于 f(zo) 的 . 于 是 , 对 于 同一 个 e 值 , 需要 小 得 
多 的 “8” 一 一 函数 f 在 0.1 附近 比 在 1 附近 要 “不 稳定 ”得 多 : 在 0.1 处 的 “稳定 
岛 ” 比 在 1 处 的 “稳定 岛 ” 要 小 得 多 (如 果 要 保持 f(z) 是 0.1 稳定 的 话 ). 

另 一 方面 , 也 有 其 他 的 不 显示 此 种 性 状 的 连续 函数 . 考虑 由 g(z) := 2z 定义 的 
函数 g : (0,2) 一 及. 固定 s = 0.1, 与 上 面 一 样 , 我 们 来 研究 zo = 1 处 的 稳定 岛 . 显 
然 , 如 果 x 是 0.05- 接近 于 zo 的 , 那么 g(x) 就 是 0.1- 接近 于 g(xzo) 的 . 此 种 情形 
下 ,在 zo = 1 处 可 以 取 6 = 0.05. 而 当 我 们 移动 zo 时 , 比如 说 , 代替 zo = 1 而 让 
zo = 0.1, 那么 6 不 用 改变 一 一 我 们 看 到 , 即使 zo 由 1 改 为 0.1, 只 要 z 是 0.05 接 
近 于 zo 的 , g(z) 仍然 保持 0.1- 接近 于 g(xo). 事实 上 , 同一 个 5 对 于 每 一 个 zo 都 
有 效 . 当 这 种 情形 发 生 时 , 我 们 说 函数 g 是 一 致 连续 的 . 更 准确 地 说 , 有 : 

定义 9.9.2( 一 臻 连续) 设 和 是 及 的 子 集合 , 并 设 f: 义 一 民 是 函数 . 如 果 
对 于 每 个 es > 0, 都 存在 5 > 0, 使 得 只 要 z,zoEX 并 且 z 与 zo 是 6- 接近 的 , f(z) 
与 f(zo) 就 是 e- 接近 的 , 那么 就 说 f 是 一 致 连续 的 . 

注 9.9.3 ”应 把 这 个 定义 与 连续 的 概念 相 比 较 . 从 命题 9.4.7(c) 知 , 一 个 函数 
f 是 连续 的 , 指 的 是 对 于 每 个 。 > 0 和 每 个 zo e X, 都 存在 5 > 0 使 得 只 要 z eX 
是 5- 接近 于 zo 的 , f(z) 与 f(zo) 就 是 e- 接近 的 . 在 一 致 连续 与 连续 之 间 的 差别 
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是 , 对 于 一 致 连续 性 , 只 取 一 个 6 就 对 一 切 zo € X 有 效 ; 而 在 对 于 通常 的 连续 性 ， 
不 同 的 点 xo e X, 可 能 要 使 用 不 同 的 6. 那么 每 个 一 致 连续 的 函数 都 是 连续 的 , 但 
反 过 来 不 对 . 

例 9.9.4( 非 正式 的 ) 由 jz) := + 定义 的 函数 f : (0,2) 一 及 在 (0, 2) 上 是 
连续 的 , 但 不 是 一 致 连续 的 , 因为 连续 性 (更 准确 地 说 是 5 对 的 依赖 性 ) 当 z 一 0 
时 越 来 越 坏 (在 例 9.9.10 我 们 将 把 此 事 说 得 更 为 准确 ). 

回顾 一 下 , 附着 点 的 概念 以 及 连续 函数 的 概念 , 都 有 若干 等 价 的 表述 . 它们 都 

“e 一 6” 型 表述 (包括 e- 接近 的 概念 ) 和 “序列 方式 ”表述 (包括 序列 收敛 的 概 
念 ); 见 引 理 9.1.14 和 命题 9.3.9. 一 致 连续 的 概念 可 以 类 似 地 用 序列 表述 的 语言 给 
出 , 这 次 我 们 使 用 等 价 序列 的 概念 (参见 定义 5.2.6, 但 现在 我 们 代替 比例 数 序列 而 
推广 到 实数 序列 , 并 且 不 再 要 求 序列 是 Cauchy 序列 ): 

定义 9.9.5( 等 价 序列 ) ” 设 mm 是 整数 , (a,,)%,, 和 (b,)%,, 是 两 个 实数 序列 ， 
并 给 定 s > 0. 我 们 说 (an)%,, 是 e- 接近 于 (加 )s_，。 的 , 当 且 仅 当 对 于 一 切 mn > mm， 
an 是 e- 接近 于 如 的 . 我 们 说 (an)>%>,, 是 终极 e- 接近 于 (b%)%;, 的 , 当 且 仅 当 
存在 N > m 使 得 序列 (an)se_w 和 序列 (b,,)%_ vy 是 e- 接近 的 . 两 个 序列 (an)se_ 
和 (5b,)%,, 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 es > 0, 序列 (ao)se. ， 和 (b,)%2_,, 都 是 终 
极 e- 接近 的 . 

注 9.9.6 ”你 可 能 会 问 : s 是 否 应 被 假定 为 比例 数 或 实数 , 但 命题 6.1.4 稍 经 修 
正 就 表明 这 对 于 上 述 定义 没什么 区 别 . 

等 价 性 的 概念 可 以 更 简明 地 用 极限 语言 来 表述 : 

引 理 9.9.7 设 (an)%2I 和 (bn)?21 是 实数 序列 (不必 是 有 界 的 或 收敛 的 ). 那 
么 (an)21 和 (bn) 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当 lim (an — bn)=0. 

证 明 ”见习 题 9.9.1. 国 

同时 , 一 致 连续 的 概念 可 借助 等 价 序列 来 表述 . 

命题 9.9.8 设 届 是 限 的 子 集合 , 并 设 了 :Xi 一 及 是 函数 . 那么 下 述 两 命题 
逻辑 上 等 价 : 

(a) f 在 铸 上 一 臻 连续. 

(b) 只 要 序列 (zn) 总 0 和 序列 (yn)20 是 由 大 的 元 素 组 成 的 等 价 序列 , 那么 序 
列 (f(zn))no 和 (f(yn))%-o 也 是 等 价 的 . 

证 明 见习 题 9.9.2. 国 

注 9.9.9 ”读者 应 将 此 命题 与 命题 9.3.9 相 比 较 . 命题 9.3.9 断言 , 如 果 f 是 连 
续 的 , 那么 f 把 收敛 序列 映 成 收敛 序列 . 与 此 相对 照 , 如 果 f 是 一 致 连续 的 , 那么 
f 把 一 对 等 价 序列 映 成 一 对 等 价 序列 . 为 了 看 清 两 个 命题 的 联系 , 注意 从 引 理 9.9.7 
知 , (zn)%2o 收敛 到 z。 当 且 仅 当 序 列 (za)se。 和 (z,)%o 是 等 价 的 . 

例 9.9.10 ”考虑 由 f(z) := : 定义 的 函数 f : (0,2) 一 RR 从 引 理 9.9.7 我 们 
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看 到 序列 (1)%2% 和 (去 )%21 是 (0, 2) 中 的 等 价 的 序列 .但 是 序列 (f(2))”， 和 
(f( 去 ))>， 不 是 等 价 的 (为 什么 ? 再 用 引 理 9.9.7). 于 是 , 根据 命题 9.9.8, f 不 是 一 
致 连续 的 . (这 些 序列 从 1 开始 而 不 是 从 0 开始 , 但 读者 容易 看 到 这 与 上 面 的 讨论 
没有 任何 差别 .) 

例 9.9.11 考虑 由 f(z) := z2 定义 的 函数 / : R 一 民 . 这 是 R 上 的 连续 函数 ， 
但 它 不 是 一 致 连续 的 ; 在 某 种 意义 下 , 连续 性 当 趋 于 无 限时 变 得 “ 越 来 越 坏 ”. 定量 
描述 此 事 的 一 个 途径 是 使 用 命题 9.9.8. 考虑 序列 (n)%， 和 (n + !)se.;. 根据 引 理 
9.9.7, 这 两 个 序列 是 等 价 的 . 但 序列 (f(n))>， 和 (tn + 二 ))s ， 不 是 等 价 的 , 因为 


1 ， 1 | 
f (n+ =n +2+ 宛 =f(n)+2+ 


不 是 终极 2- 接近 于 f(n) 的 . 于 是 根据 命题 9.9.8, 可 以 断定 f 不 是 一 致 连续 的 . 
一 致 连续 函数 的 另 一 个 性 质 是 它 把 Cauchy 序列 映 成 Cauchy 序列 . 
命题 9.9.12 设 X 是 到 的 子 集合 , 并 设 f :XX 一 区 是 一 致 连续 函数 如 果 
(Zn)oo 是 由 六 中 的 元 素 组 成 的 Cauchy 序列 , 那么 (f(an))2 0 也 是 Cauchy 序列 . 
证 明 ”见习 题 9.9.3. 图 
例 9.9.13 ”我 们 再 次 演示 由 f(z) := + 定义 的 函数 f : (0,2) 一 R 不 是 一 致 连 
续 的 . 序列 CPt 是 (0, 2) 中 的 Cauchy 序列 , 但 序列 (fF(2)) 不 是 Cauchy 序 
列 (为 什么 ?). 于 是 根据 命题 9.9.12, f 不 是 一 致 连续 的 . 
推论 9.9.14 设 和 是 展 的 子 集合 , :一 下 是 一 致 连续 函数 , 并 设 zo 是 
XX 的 附着 点 . 那么 极限 


lim _ f(z) 


TITO;TEX 


存在 (当然 它 是 实数 ). 

证 明 ”见习 题 9.9.4. 国 

我 们 现在 证 明 , 一 致 连续 函数 把 有 界 集 映 成 有 界 集 . 

命题 9.9.15 设 X 是 限 的 子 集合 , 并 设 f: 久 一 民 是 一 致 连续 函数 . 如 果 
马 是 X 的 有 界 子 集合 , 那么 f(E) 也 是 有 界 的 . 

证 明 ”见习 题 9.9.5. 国 

正如 我 们 刚才 多 次 看 到 的 , 并 非 一 切 连 续 函 数 都 是 一 致 连续 的 . 但 是 , 如 果 函 
数 的 定义 域 是 闭 区 间 , 那么 连续 函数 事实 上 是 一 致 连续 的 . 

定理 9.9.16 设 a<b 是 实数 , 并 设 让: [a; 引 一 及 是 连续 函数 . 那么 f 也 是 
一 致 连续 的 . ， 

证 明 ”用 反 证 法 . 设 f 不 是 一 致 连续 的 . 根据 命题 9.9.8, 在 fa, 中 中 必定 存在 
两 个 等 价 序 列 (zn)Po 和 (yn)?2eo, 使 得 (f(zn))>o 和 (f(yn))>o 不 是 等 价 的 . 那 


204 第 9 章 及 上 的 连续 函数 


么 可 以 找到 es > 0 使 得 (f(zn))>o 和 (f(yn))>o 不 是 终极 e- 接近 的 . 
固定 这 个 es, 令 EE 是 集合 
五 := {n EN :f(zn) 与 f(yn) 不 是 e- 接近 的 }. 
集合 马 必定 是 无 限 的 , 因为 倘若 EE 是 有 限 的 , 那么 (f(zn))>o 和 (f(yn))>o 就 必 


定 是 终极 e- 接近 的 (为 什么 ?). 根据 命题 8.1.5, BB 是 可 数 集 . 事实 上 从 命题 8.1.5 
的 证 明 可 以 看 到 , 能 够 找到 全 部 由 王 的 元 素 组 成 的 一 个 无 限 序列 


No <Nni<n2< 
当然 有 
f(zn,) — f(yn;)| > s 对 于 一 切 j e RN. (9.3) 


另 一 方面 , 序列 (zw )2o 在 [a,4] 之 中 , 所 以 根据 Heine-Borel 定理 (定理 9.1.24) 
它 必 含 一 个 收敛 到 某 工 e [a,4] 的 子 序列 (zn,, ) 中 0 当然 , f 是 在 工 处 连续 的 , 根 
据 命题 9.4.7， 


im f(zn,) = f(D). (9.4) 


注意 (zw ) 只 o 是 (zn)%o 的 子 序列 , (yn,, ) 吧 o 是 (yn)2o 的 子 序列 . 另 一 方面 , 从 
引 理 9.9.7 得 


,lim (zn 一 如) = 0. 

于 是 根据 命题 6.6.5, 有 

dim (zn, 一 yn ) = 0. 
由 于 当 大 一 co 时 zn 收敛 到 L, 于 是 根据 极限 算 律 , 有 

im yn 二 也 

于 是 根据 f 在 工 处 的 连续 性 ， 

lim f(yn,) = f(L). 
使 用 极限 算 律 从 (9.4) 中 减 去 此 式 , 得 到 

im (f(zn;,) — flyns,)) =0: 


但 这 与 (9.3) 矛盾 (为 什么 ?). 由 这 个 矛盾 我 们 断定 f 事实 上 是 一 致 连续 的 . 国 
注 9.9.17 ”应 把 引 理 9.6.3、 命题 9.9.15 和 定理 9.9.16 相互 比较 . 其 中 任何 两 
个 结果 都 不 蕴含 第 三 个 , 但 是 它们 彼此 都 是 相 容 的 . 
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习 题 9.9 


9.9.1 证明 引 理 9.9.7. 

9.9.2 ”证 明 命题 9.9.8. (提示 : 你 应 该 避免 使 用 引 理 9.9.7, 应 回 到 定义 9.9.5 中 的 等 价 序列 的 
定义 .) 

9.9.3 ”证 明 命题 9.9.12. (提示 : 直接 使 用 定义 9.9.2.) 

9.9.4 ”用 命题 9.9.12 证 明 推论 9.9.14. 用 这 个 推论 对 例 9.9.10 中 的 结果 给 出 另 一 个 证 明 . 

9.9.5 ”证 明 命 题 9.9.15. (提示 : 模仿 引 理 9.6.3 的 证 明 . 可 能 用 到 命题 9.9.12 或 推论 9.9.14.) 

9.9.6 设 久 ,了 Z 是 有 R 的 子 集合 . 设 f: 铸 一 Y 是 铸 上 的 一 致 连续 函数 , 并 设 g :下 一 2 
是 了 上 的 一 致 连续 函数 . 证 明 go f:X 一 2 是 XX 上 的 一 致 连续 函数 . 
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设 丰 :X 一 及 是 函数 . 到 现在 为 止 , 我 们 讨论 了 在 zo 是 实数 情形 下 , 当 zx 一 zo 
时 f 有 极限 是 什么 意思 . 我 们 现在 要 简单 地 讨论 当 zo 等 于 +oo 或 -ce 时 , 取 极 
限 是 什么 意思 . (这 是 拓扑 空间 上 的 连续 函数 的 更 一 般 的 理论 的 一 部 分 ; 见 813.5.) 

首先 我 们 需要 关于 +o0 或 -co 是 一 个 集合 的 附着 点 是 什么 意思 的 概念 . 

定义 9.10.1( 无 限 附着 点 ) 设 X 是 及 的 子 集合 . 我 们 说 +eo 是 附着 于 X 的 ， 
当 且 仅 当 对 于 每 个 M e 了 及 , 都 存在 一 个 x € X, 使 得 x > M; 我 们 说 -oo 是 附着 于 
X 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 M es R, 都 存在 一 个 zeX 使 得 r < M. 

换 句 话说 , +ooe 是 附着 于 X 的 当 且 仅 当 X 无 上 界 , 或 等 价 地 , 当 且 仅 当 sup(X) = 
十 oo0. 类 似 地 一 oo 是 附着 于 X 的 当 且 仅 当 X 无 下 界 , 或 当 且 仅 当 inf(X) = 一 
于 是 , 一 个 集合 有 界 当 且 仅 当 +ce 和 -co 都 不 是 它 的 附着 点 . 

注 9.10.2 ”这 个 定义 好 像 与 定义 9.1.8 相当 不 同 , 但 可 以 用 广义 实 直线 R* 的 
拓扑 结构 统一 起 来 , 我 们 不 在 这 里 讨论 这 件 事 . 

定义 9.10.3( 在 无 限 处 的 极限 )” 设 是 及 的 子 集合 , 以 +oo 为 附着 点 , 并 设 
f :XX 一 民 是 函数 . 我 们 说 当 x 一 十 co 时 f(z) 收敛 到 工 , 并 记 

2 oe f(z)= 

当 且 仅 当 对 于 每 个 。 > 0, 都 存在 M 使 得 f 在 XX 门 (M, ++o0) -a e- 接近 于 工 的 
( 即 对 于 一 切 ze X, 当 z> M 时 |f(z) LL| < e). 

类 似 地 , 我 们 说 当 z 一 一 oo 时 f(x) 收敛 到 研 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 。 > 0, 都 
存在 M 使 得 f 在 XX 门 (-oo,M) 上 是 e- 接近 于 工 的 . 
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例 9.10.4 设 f: (0,oo) 一 及 是 函数 f(z) := +. 那么 


lim 一 
Z 一 十 colTE(0,oo) T 


(你 能 根据 定义 说 出 理由 吗 ?) 

关于 这 些 在 无 限 处 的 极限 , 可 以 做 很 多 与 我 们 关于 在 其 他 点 zo 处 的 极限 所 做 
的 一 样 的 事情 , 例如 , 一 切 极限 算 律 保持 成 立 . 然而 由 于 在 本 书 中 不 常 使 用 这 些 极 
限 , 我 们 将 不 太 注意 这 些 事 情 . 但 要 注意 , 这 个 定义 与 序列 的 极限 ,lim an 的 定义 是 
相 容 的 (习题 9.10.1). 


习 题 9.10 


9.10.1 设 (an) 记 。 是 实数 序列 , 那么 on 也 可 以 看 作 是 从 N 到 及 的 函数 , 它 把 每 个 自然 数 m 
映射 到 一 个 实数 a,,. 证 明 
lim an = lim an， 
Nn—oo;nEN 多 一 Do 
其 中 左边 的 极限 是 用 定义 9.10.3 确定 的 , 而 右边 的 极限 是 用 定义 6.1.8 确定 的 . 更 准 
确 地 说 , 证 明 : 如 果 上 述 两 极限 中 有 一 个 存在 , 那么 另 一 个 也 存在 并 且 它们 有 相同 的 
值 . 于 是 这 里 的 两 个 极限 是 一 致 的 . 


第 10 章 ”函数 的 微分 
810.1 基本 定义 


现在 我 们 可 以 开始 认真 地 对 于 微 积 分 作 严格 的 处 理 , 我 们 从 导数 (derivative) 
的 概念 开始 . 现在 可 以 分 析 地 定义 导数 , 这 里 使 用 极限 ; 与 导数 的 几何 定义 相 比 
较 , 那里 使 用 的 是 切线 . 

分 析 地 处 理 问题 的 优点 在 于 (a) 我 们 不 需要 知道 几何 的 公理 ,(b) 这 些 定义 可 
以 经 修改 而 用 于 处 理 多 变量 函数 , 或 者 用 于 处 理 向 量 值 函数 以 取代 标量 值 函数 . 还 
有 , 一 旦 处 理 高 于 三 维 的 情形 时 , 几何 直观 就 变 得 难于 依赖 , ( 反 过 来 , 人 们 可 以 使 
用 自己 的 分 析 的 严格 性 的 经 验 , 把 自己 的 几何 直观 推广 到 这 样 的 抽象 背景 中 去 ; 如 
早先 提 到 的 , 两 种 观点 互补 而 不 是 互相 排斥 .) 

定义 10.1.1( 在 一 点 处 的 可 微 性 ) ” 设 关 是 了 R 的 子 集 合 ,并 设 zoeX 是 XX 的 
一 个 元 素 并 且 也 是 X 的 极限 点 . 设 让 :和 一 及 是 函数 . 如 果 极限 

lim f(z) — f(zo) 
zzo;rEX\{z0} XZ—Xxo 

收敛 到 某 实数 L, 那么 我 们 说 f 在 zo 处 在 XX 上 可 微 , 具有 导数 工 , 并 记 f'(z0) := 工 . 
如 果 极 限 不 存在 , 或 者 zo 不 是 X 的 元 素 , 或 者 zo 不 是 X 的 极限 点 , 那么 f'(z0) 
无 定义 , 并 且 我 们 说 了 在 zo 处 在 X 上 不 可 微 . 

注 10.1.2 ”注意 , 我 们 需要 zo 是 极限 点 , 以 使 zo 是 X \ {zo} 的 附着 点 , 否 


则 极限 
f (72) — f(x0) 
TTI0;TEX\{To} T 一 T0 

将 自动 地 无 定义 . 当然 , 我 们 不 定义 函数 在 孤立 点 处 的 导数 . 作为 例子 ， 如果 把 
f(z) := z2 定义 的 函数 ff : RR 一 RR 限制 在 定义 域 X := [1,2] U{3} 上 , 那么 函数 
的 这 个 限制 在 3 处 不 再 是 可 微 的 . (参看 习题 10.1.1.) 但 在 实践 中 , 定义 域 X 几 平 
总 是 区 间 , 那么 根据 引 理 9.1.21, X 的 一 切 元 素 都 自动 地 是 它 的 极限 点 , 所 以 我 们 
不 必 太 注意 这 类 事项 . 

例 10.1.3 设 了 :及 一 及 是 函数 f(z) := z2, 并 设 zo 是 任意 的 实数 . 为 了 看 
看 f 是 否 在 zo 处 在 及 上 可 微 , 我 们 来 计算 极限 


lim f(z) — f(z0) 三 lim 
Z 一 ZoiTERN\{zol 2 一 I0 z 一 Z0iZERN\{zol 2 一 20 


Z2 一 2Z8 
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可 以 把 分 子 分 解 因 式 为 z2 一 22 = (z 一 zo)(z 十 zo0). 由 于 ze 及 \{fzo} 我 们 可 以 合 
理 地 消去 因子 x - zo 并 把 上 述 极 限 写成 


lim Z 十 Z0). 
0) 


根据 极限 算 律 , 此 极限 等 于 2zo. 于 是 函数 f 在 zo 处 可 微 并 且 它 的 导数 是 2z0. 

注 10.1.4 ”下 面 的 事 是 平庸 的 , 但 值得 一 提 : 如 果 f : X 一 R 在 zo 处 可 微 
面 g: 和 一 了 月 等 于 了 ( 即 对 于 一 切 ze X,g(z) = f(z)), 那么 g 也 在 zo 处 可 微 并 且 
9g'(zo) = f(z0)( 为 什么 ?). 但 是 , 如 果 两 个 函数 f 和 9 只 是 在 zo 处 有 同一 个 值 , 即 
g(zo) = f(zo), 那么 这 并 不 蕴含 g'(zo) = f'(zo). (你 能 举 个 反例 吗 ?) 于 是 , 两 个 函 
数 在 它 的 整个 定义 域 上 相等 , 与 它们 只 在 一 点 处 相等 , 这 两 者 之 间 有 巨大 的 差别 . 

注 10.1.5 人们 有 时 写 持 来 代替 f/. 这 个 记号 当然 是 很 熟悉 也 很 方便 的 . 
但 是 应 该 加 点 儿 小 心 , 因为 这 个 记号 只 在 z 是 仅 有 的 用 来 表示 f 的 输入 时 才 是 安 
全 的 , 否则 会 引起 各 种 麻烦 . 例如 , 由 f(x) := z? 定义 的 函数 f : 月 一 防 有 导数 
闭 = 2z, 但 是 , 由 g(y) := 刀 定义 的 函数 g : R 一 及 好像 有 导数 所 = 0, 如 果 y 和 
z 是 独立 的 变量 的 话 , 尽管 事实 上 g 和 f 完全 就 是 同一 个 函数 . 由 于 这 种 混淆 的 可 
能 性 , 我 们 在 可 能 引起 混淆 时 将 避免 使 用 这 个 记号 . (在 多 变量 的 微 积分 中 , 这 种 混 
消 变 得 更 糟 , 标准 的 记号 名 可 能 导致 某 些 严重 的 歧义 . 有 多 种 办 法 克服 这 些 歧义 ， 
最 值得 注意 的 办 法 是 引入 沿 向 量 域 的 微分 的 概念 , 但 这 超出 了 本 书 的 范围 .) 

例 10.1.6 设 丰 :及 一 及 是 函数 f(z) := lzl, 并 设 zo = 0. 为 看 f 是 否 在 0 
处 在 玉 上 可 微 , 我 们 来 计算 极限 


tm -0 im 岂 
Tz—0;TER\{0} rr—0 Z 一 0izER\{0} 了 


现在 来 取 左 极限 和 右 极 限 . 右 极 限 是 


Ti 。 
一 im = 一 lim 
Z 一 0i7ZE(0,co) T Z 一 0izE(0,co) I z 一 0izE(0,co) 


同时 左 极限 是 


把 化 
lim lzl 
Z 一 0iZE( 一 co,0) TI 


这 两 个 极限 不 相等 . 于 是 lim。_,ozeR\tol 时 不 存在 , 从 而 f 在 0 处 在 及 上 不 可 微 . 


但 是 如 果 把 f 限制 在 [0, co) 上 , 那么 被 限制 的 函数 flio.w) 是 在 0 处 在 [0, co) 上 可 
微 的 , 导数 为 1: 


= 
一 一 一 一 1 一 一 1 ， 
I 


lim lim 
Z 一 0izE( 一 co;0) Z 一 0izE( 一 co,0) 


9-70_ me 


z 一 0izE[0,co)\{0} Z 一 0 Z 一 0izE(0,co) IT 
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类 似 地 , 当 把 f 限制 在 (-o0,0] 上 时 , 被 限制 的 函数 fl(_oo,o 在 0 处 在 (-ce,0] 上 
可 微 , 导数 为 -1. 于 是 , 即使 函数 不 是 可 微 的 , 有 时 也 可 以 通过 限制 函数 的 定义 域 
而 重新 取得 可 微 性 . 

如 果 函 数 在 zo 处 可 微 , 那么 它 在 zo 附近 近似 是 线性 的 : 

命题 10.1.7(Newton 通 近 ) 设 久 是 民 的 子 集 合 , zo 是 铸 的 极限 点 设 
:和 一 月 是 函数 , 并 设 工 是 实数 . 那么 下 述 命题 在 远 辑 上 等 价 : 

(a) f 在 zo 处 在 X 上 可 微 , 导数 为 工 . 

(b) 对 于 每 个 s > 0, 都 存在 6 > 0, 使 得 只 要 TEXX 是 6- 接近 于 zo 的 , f(z) 就 
是 ez 一 Zol- 接近 于 f(T0) 十 L(T 一 Z0) 的 . 也 就 是 说 , 只 要 ZE 并 且 |z 一 zol < 
就 有 

[f(z) ~ (f(z0)+L(z— 720))| < elz — zol. 


注 10.1.8 Newton 允 近 当然 是 以 伟大 的 科学 家 和 数学 家 Isaac Newton(1642 一 
1727) 的 名 字 命 名 的 , Newton 是 微 积 分 学 的 奠基 者 之 一 . 

证 明 ”见习 题 10.1.2. 男 

注 10.1.9 ”我 们 可 以 把 命题 10.1.7 表述 成 更 不 正式 的 形式 : 如 果 f 在 zo 处 
可 微 , 那么 就 有 近似 式 : 


f(z) = jzo) 十 万 (zo)(z 一 zo)， 


反之 亦 真 . 

正如 由 f(x) := |z| 定义 的 函数 f : R 一 R 的 例子 所 表明 的 , 一 个 函数 可 以 在 
一 点 处 连续 而 在 该 点 处 不 是 可 微 的 . 但 反 过 来 总 是 对 的 : 

命题 10.1.10( 可 微 性 蕴含 连续 性 ) 设 和 是 限 的 子 集合 , zo 是 义 的 极限 点 ， 
并 设 了 :和 X 一 到 是 函数 . 如 果 了 在 zo 处 可 微 , 那么 在 zo 处 也 连续 . 

证 明 ”见习 题 10.1.3. 加 

定义 10.1.11( 在 一 个 区 域 上 的 可 微 性 ) 设 X 是 及 的 子 集合 , 并 设 f :XX 一 民 
是 函数 . 我 们 说 了 在 X 上 可 微 , 如 果 对 于 每 个 zo & X, f 都 在 zo 处 在 X 上 可 微 . 

从 命题 10.1.10 和 上 述 定义 我 们 有 一 个 直接 的 推论 : 

推论 10.1.12 设 久 是 由 的 子 集 合 , 并 设 厂 :和 一 下 是 在 X 上 可 微 的 函数 . 
那么 f 也 是 在 XX 上 连续 的 . 

现在 我 们 来 叙述 你 很 熟悉 的 导数 的 基本 人 性质 . 

定理 10.1.13( 微 分 算法 ) 设 和 是 焉 的 子 集合 , To 是 了 X 的 极限 点 ， 并 设 
f:XX 一 RR,g: 铸 一 民 是 函数 . 

(a) 如 果 有 是 常 值 函 数 , 也 就 是 说 , 存在 实数 c, 使 得 对 于 一 切 ZE 大 f(z) = ec， 
那么 f 在 zo 处 可 微 且 F'(zo) = 0. 
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(b) 如 果 f 是 恒 等 函 数 , 也 就 是 说 , 对 于 一 切 ZEX, f(z) = 7, 那么 上 在 zo 处 
可 微 且 f'(zo0)=1. 
(c) (和 法 则 ) 如 果 f 和 9g 都 在 zo 处 可 微 , 那么 了 十 g 也 在 zo 处 可 微 , 并 且 


(f +9)'(z0) = f"(z0) + g'(z0)- 
{d) ( 积 法 则 ) 如 果 f 和 9g 都 在 zo 处 可 微 , 那么 fg 也 在 zo 处 可 微 , 并 且 
(fg)'(zo) = f(zo)g(z0) + f(z0)g (xo). 
(e) 如 果 了 在 zo 处 可 微 , 并 且 c 是 实数 , 那么 cf 也 在 zo 处 可 微 , 并 且 
(cj) (zo) = cf (zo). 
(f) ( 差 法 则 ) 如 果 f 和 9 都 在 zo 处 可 微 , 那么 f 一 g 也 在 zo 处 可 微 , 并 且 
(f — 9)'(z0) = f'(20) — g (zo). 


(g) 如 果 g 在 To 处 可 微 ， 并 且 9 在 X 上 不 取 零 值 ( 即 对 于 一 切 TE X， g(7) 交 0), 
那么 1 也 在 zo 处 可 微 , 并 且 


LN ‘(Zz 
(3) co = -HS, (g(r0) = Geo 


(h) (商法 则 ) 如 果 f 和 9g 都 在 zo 处 可 微 并 且 g 在 瑟 上 不 取 零 值 , 那么 { 也 
在 TO 处 可 微 ， 并 且 


(站 ee f(z0)g(z0) — f(zo0)g’ (xo) 
g/ 92(zo) 


注 10.1.14 ” 积 法 则 也 叫 作 Leibnitz 法 则 , 以 Gottfried Leibnitz(1646 一 1716) 
的 名 字 命 名 . Leibnitz 是 Newton 之 外 的 微 积 分 学 的 另 一 个 黄 基 者 . 
证 明 ”见习 题 10.1.4. 图 
众所周知 , 上 述 法 则 使 人 们 可 以 容易 地 算出 很 多 导数 . 
例如 , 如 果 f : 民 \ {1} 一 玉 是 函数 f(z) := 王 2, 那么 容易 用 上 述 法 则 证 明 , 对 
于 一 切 zo € R\ {1} ; 
1 ty 


(为 什么 ? 注意 每 点 zo 到 \{1} 都 是 恨 \ {1} 的 极限 点 .) 
可 微 函 数 的 另 一 个 基本 性 质 是 下 述 
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定理 10.1.15( 链 法 则 ) 设 XY 是 下 的 子 集合 , To €E 久 是 XX 的 极限 点 , 并 
设 Vo EY 是 了 的 极限 点 . 设 卫 :三 一 了 是 函数 , 使 得 f(T0) = 二 Vo 并 且 了 在 zo 处 
可 微 . 假设 g :站 一 肥 是 在 Wo 处 可 微 的 函数 . 那么 函数 go :X 一 下 在 rzo 处 可 
微 , 并 且 

(gof)'(z0) = g (yo)f’ (zo0). 

证 明 ”见习 题 10.1.7. 转 

例 10.1.16 如 果 f :RR\ {1} 一 是 函数 f(z) := 2-2 并 且 g: 民 一 R 是 函 
数 g(y) := 妇 , 那么 go f(z) = (9), 而 且 链 法 则 给 出 

(gof)'(z0)=2 (2=3) By 

注 10.1.17 ”如果 把 f(z) 写成 y, 把 g(y) 写成 z, 那么 链 法 则 可 写成 更 具有 视 
觉 吸 引力 的 形状 : 束 = 至 型 . 但 是 这 个 记号 可 能 使 人 误 入 歧途 (例如 把 非 独立 变 
量 与 独立 变量 的 区 别 搞 模 和 糊 了 ， 特别 是 对 于 y), 并 引导 人 们 相信 dz, dy, dz 可 以 像 
实数 那样 进行 演算 (事实 上 , 我 们 根本 不 曾 给 它们 指定 任何 含义 ), 而 且 这 样 处 理 它 
们 可 能 导致 进一步 的 问题 . 例如 , 如 果 f 依赖 于 xz; 和 zz, 它们 都 依赖 于 t, 那么 多 
变量 的 链 法 则 断言 芝 = 帮 曙 + 族 蜂 , 但 如 果 把 df 和 dt 等 当 实 数 来 处 理 , 这 
个 法 则 就 会 让 人 起 疑 . 可 以 把 dy 和 dz 等 想象 成 “无 限 小 实数 ", 如 果 你 知道 你 在 
做 什么 的 话 . 但 对 于 那些 刚 在 分 析 学 中 起 步 的 人 来 说 , 我 不 愿 推荐 这 种 途径 , 特别 
是 如 果 希 望 严格 地 工作 的 话 .( 有 一 种 方法 可 把 这 一 切 做 得 严格 , 甚至 对 于 多 变量 微 
积分 也 是 如 此 , 但 它 需要 切 向 量 及 导出 映射 的 概念 , 这 两 者 都 超出 了 本 书 的 范围 .) 


习 题 10.1 


10.1.1 设 X 是 了 到 的 子 集合 , zo 是 X 的 极限 点 , 而 f :六 一 民 是 在 zo 处 可 微 的 函数 . 设 
Y C XX 并且 zo 仍 是 Y 的 极限 点 . 证 明 被 限制 的 函数 fly :Y 一 及 也 在 zo 处 可 微 
而 且 在 zo 具有 与 f 一 样 的 导数 . 解释 为 何 此 事 与 在 注 10.1.2 中 的 讨论 并 不 矛盾 . 

10.1.2 ”证 明 命 题 10.1.7. (提示 : z = zo 的 情形 及 zx 关 zo 的 情形 必须 分 开 来 处 理 .) 

10.1.3 ”证 明 命 题 10.1.10. (提示 : 或 者 使 用 极限 算 律 (命题 9.3.14), 或 者 使 用 命题 10.1.7.) 

10.1.4 ”证 明定 理 10.1.13. (提示 : 使 用 命题 9.3.14 中 的 极限 算 律 . 用 此 定理 前 面 的 部 分 去 证 
后 面 的 部 分 . 对 于 积 法 则 , 使 用 恒等式 


jz)g(z) — f(zo)g(z0)= f(z)g(7) — f(T)g(zo) + jz)g(zo) — f(zo)g(zo) 
= f(z)(g(7) — g(z0)) + (f(z) — f(z0))g(zTo); 


这 个 减 去 再 加 上 一 个 中 间 项 的 把 戏 有 时 叫 作 “中 间 人 把 戏 (middle-man)”, 在 分 析 学 
中 是 特别 有 用 的 .) 
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10.1.5 设 n 是 自然 数 , 并 设 f :及 一 民 是 函数 f(z) := z". 证 明 f 在 民 上 可 微 并 且 对 于 一 
切 x € RR, f'(z) = nz" 1. (提示 : 用 定理 10.1.13 及 归纳 法 .) 

10.1.6 ” 设 n 是 负 整 数 , 并 设 f : 民 \ {0} 一 及 是 函数 f(z) := zx". 证 明了 在 民 \ {0} 上 可 微 
并 且 对 于 一 切 zx € RR\ {0}, f(z) = nz"-!. (提示 : 用 定理 10.1.13 及 习题 10.1.5.) 

10.1.7 ”证 明定 理 10.1.15. (提示 : 一 个 方法 是 用 Newton 逼近 和 命题 10.1.7. 另 一 个 方法 是 
使 用 命题 9.3.9 和 命题 10.1.10 把 这 个 问题 转化 成 关于 序列 的 极限 的 问题 . 但 使 用 后 
一 方法 时 , 应 单独 处 理 f'(zo) = 0 的 情形 , 因为 某 些 “ 以 零 相 除 ” 的 微妙 之 物 可 能 在 
这 种 情形 出 现 .) 
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你 已 在 基础 微 积分 的 课程 中 学 到 , 导数 的 一 个 很 常见 的 应 用 是 确定 最 大 值 和 最 
小 值 的 位 置 . 我 们 现 再 次 讨论 这 个 问题 , 然而 这 次 是 以 严格 的 方式 进行 讨论 . 

一 个 函数 f : X 一 及 在 一 点 zo € X 处 达到 最 大 值 或 最 小 值 的 概念 已 在 定义 
9.6.5 中 给 出 . 我 们 现在 把 这 个 概念 局 部 化 : 

定义 10.2.1( 局 部 最 大 值 和 局 部 最 小 值 ) 设 f:X 一 民 是 函数 , 并 设 x eXX. 
说 f 在 zo 处 达到 局 部 最 大 值 , 当 且 仅 当 存在 5 > 0 使 得 f 在 XX 门 (zo 一 6,zo++5) 
上 的 限制 fxnczo_5,zo4s) 在 zo 处 达到 最 大 值 . 说 f 在 zo 处 达到 局 部 最 小 值 , 当 
且 仅 当 存 在 6 > 0 使 得 了 在 关门 (zo 一 6,zo 二 6) 上 的 限制 fixnczo-szo+s) 在 zo 处 
达到 最 小 值 . 

注 10.2.2 ”如 果 f 在 zo 处 达到 最 大 值 , 我 们 有 时 就 说 f 在 zo 处 达到 整体 
(global) 最 大 值 , 以 区 别 于 这 里 定义 的 局 部 (local) 最 大 值 . 注意 , 如 果 f 在 zo 处 达 
到 整体 最 大 值 , 那么 它 肯 定 也 在 zo 达到 局 部 最 大 值 . 对 于 最 小 值 情 况 完 全 类 似 . 

例 10.2.3 设 太 :了 R 一 月 代表 函数 f(z) := z2 - z4. 这 个 函数 在 0 处 不 达到 
整体 最 小 值 , 因为 , 作为 例子 , f(2) = -12 < 0 = f(0); 但 是 它 达到 局 部 最 小 值 , 因为 
只 要 取 5 := 1 并 把 f 限制 在 区 间 (-1,1) 上 , 那么 对 于 一 切 ze (-1,1), 有 z4 < z2， 
从 而 f(z) = zx? 一 zxz4>0= (0). 于 是 f 在 0 处 有 局 部 最 小 值 . 

例 10.2.4 设 f:Z 一 R 是 函数 f(z) := z, 它 仅 在 整数 集 上 定义 . 那么 上 既 
没有 整体 最 大 值 也 没有 整体 最 小 值 (为 什么 ?), 但 是 在 每 个 整数 n 处 都 达到 局 部 最 
大 值 和 局 部 最 小 值 (为 什么 ?). 

注 10.2.5 ”如 果 jJ:X 一 及 在 点 zo € XX 达到 局 部 最 大 值 , 而 Y c X 并 且 
zo EY, 那么 f 在 Y 上 的 限制 fly :Y 一 民 也 在 zo 处 达到 局 部 最 大 值 (为 什么 ?). 
对 于 最 小 值 情 形 也 一 样 . 

局 部 最 大 值 、 局 部 最 小 值 与 导数 之 间 的 联系 如 下 . 

命题 10.2.6( 局 部 极 值 是 稳定 的 ) ” 设 a <b 是 实数 , 并 设 了 : (a,0) 一 玉 是 函 
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数 . 如 果 To E (a,b), f 在 zo 处 可 微 , 并 且 f 在 zo 处 达到 局 部 最 大 值 或 局 部 最 小 
值 , 那么 f(z0) = 0. 

证 明 ”见习 题 10.2.1. 国 

注意 , 为 使 这 个 命题 成 立 , f 必须 是 可 微 的 ; 见习 题 10.2.2. 同时 , 如 果 用 闭 区 
间 [co 中 来 代替 开 区 间 (a,5), 这 个 命题 也 不 成 立 ， 例 如 由 f(z) := z 定义 的 函数 
fj :[1,2] 一 R 在 zo = 2 有 局 部 最 大 值 而 在 zo = 1 有 局 部 最 小 值 (事实 上 , 这 些 局 
部 极 值 都 是 整体 极 值 ), 但 在 这 两 点 导数 都 是 f'(x0) = 1 而 不 是 f(z0) = 0. 于 是 在 
区 间 的 端点 处 , 即使 导数 不 是 零 , 也 可 以 取 到 局 部 最 大 值 或 局 部 最 小 值 . 最 后 , 这 个 
命题 的 逆 命 题 不 成 立 (习题 10.2.3). 

把 命题 10.2.6 与 最 大 值 原理 结合 起 来 , 可 以 得 到 

定理 10.2.7(Rolle 定理 ) 设 a < 是 实数 , 并 设 g:|[a,0] 一 民 是 连续 函数 , 它 
还 在 (a,b) 上 可 微 . 如 果 g(a) = g(b), 那么 存在 ZE (a,b) 使 1'(7) = 0. 

证 明 ”见习 题 10.2.4. 图 

注 10.2.8 ”注意 我 们 只 假定 f 在 开 区 间 (a,b) 上 可 微 . 如 果 假 定 f 在 闭 区 间 
[a,b] 上 可 微 的 话 , 定理 当然 也 成 立 , 因为 [中 比 (a,b) 大 . 

Rolle 定理 有 一 个 重要 推论 . 

推论 10.2.9( 平 均值 定理 ) 设 a<6b 是 实数 , 并 设 让 : [ww 中 一 尺 是 在 [ab 上 
连续 且 在 (a,b) 上 可 微 的 函数 . 那么 存在 Ze (ab) 使 得 


7 四 一 fa 


fl= 一 上 


证 明 见习 题 10.2.5. 国 


习 题 10.2 


10.2.1 ”证 明 命题 10.2.6. 

10.2.2 ”举例 说 明 存在 函数 f : (一 1, 1) 一 下, 它 是 连续 的 , 并 且 在 0 处 达到 整体 最 大 值 , 但 它 
在 0 处 不 可 微 . 解释 为 何 此 事 并 不 与 命题 10.2.6 相 了 矛盾 . 

10.2.3 ”构造 一 个 可 微 函 数 f : (一 1,1) 一 及, 它 在 0 处 的 导数 等 于 0, 但 它 在 0 处 既 不 达到 局 
部 最 小 值 , 也 不 达到 局 部 最 大 值 . 解释 为 何 此 事 并 不 与 命题 10.2.6 相 矛 盾 . 

10.2.4 ”证明 定理 10.2.7.、 (提示: 用 推论 10.1.12 及 最 大 值 原理 , 命题 9.6.7， 接 着 用 命题 
10.2.6. 注意 最 大 值 原理 并 不 告诉 你 最 大 值 或 最 小 值 是 在 开 区 间 (a,5) 内 达到 还 是 在 
边界 点 ab 处 达到 , 所 以 你 必须 分 情形 讨论 , 并 想法 使 用 g(a) = g(5b) 的 假定 .) 

10.2.5 “用 定理 10.2.7 证 明 推 论 10.2.9. (提示 : 对 于 某 个 认真 选 定 的 实数 c, 考虑 形 如 f(z) 一 cz 
的 函数 .) 
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10.2.6 设 M>0, 并 设 广 :[aj 一 到 是 在 [ci 上 连续 在 (ab 上 可 微 的 函数 ,并 设 对 
于 一 切 z e (a,b), |f'(z)| < M( 即 f 的 导 函 数 在 (a,b) 上 有 界 )， 证 明 对 于 任意 的 
z,y € [a, 申 有 
|f(z) — fF(VI < MIz — yl. 
(提示 : 应 用 平均 值 定理 (推论 10.2.9) 于 f 的 适当 的 限制 .) 满足 条 件 


|f(z) — FW) < MIz — yl 


的 函数 叫 作 Lipschitz 连续 函数 , 其 中 M 叫 作 Lipschitz 常数 . 此 习题 表明 , 具有 有 
界 导 数 的 函数 是 Lipschitz 连续 的 . 

10.2.7 设 厂 : 玉 一 及 是 可 微 函 数 , 并 且 f' 是 有 界 的 . 证 明 f 是 一 致 连续 的 . (提示 : 使 用 习 
题 10.2.6.) 


810.3 ”单调 函数 及 其 导数 


在 你 的 初等 微 积分 课程 中 , 你 可 能 已 经 接受 了 这 样 的 判断 : 正 导数 意味 着 增 函 
数 而 负 导 数 意味 着 减 函 数 . 这 个 命题 并 不 完全 准确 , 但 相当 接近 . 我 们 现在 给 出 此 
命题 的 准确 表述 如 下 . 

命题 10.3.1 设 和 是 及 的 子 集合 , zo 是 义 的 极限 点 , 并 设 f: 针 一 民 是 函 
数 . 如 果 f 是 单调 增 的 并 且 f 在 zo 处 可 微 , 那么 f'(T0) > 0. 如 果 f 是 单调 减 的 
并 且 了 在 zo 处 可 微 , 那么 f'(z0) 入 0. 

证 了 明 ”见习 题 10.3.1. 因 

注 10.3.2 ”我 们 必须 假定 f 在 zo 处 可 微 . 存在 并 不 总 是 可 微 的 单调 函数 ( 见 
习题 10.3.2). 当然 , 如 果 f 在 zo 处 不 可 微 , 那 我 们 就 没 法 说 f/(z0) >0 或 f'(z0) 和 0 
了 . 

或 许 有 人 会 天 真 地 猜想 , 如 果 f 是 严格 单调 增 的 , 并 且 f 在 zo 处 可 微 , 那么 导 
数 f'(zo0) 就 该 是 严格 正 的 而 不 只 是 非 负 的 . 可 惜 事情 并 不 总 是 这 样 (习题 10.3.3). 

另 一 方面 , 我 们 的 确 有 一 个 反方 向 的 结果 : 如 果 函 数 f 具有 严格 正 的 导 函 数 ， 
那么 它 必定 是 严格 单调 增 的 : 

命题 10.3.3 设 a<b, 并 设 f: [oil 一 到 是 可 徽 函 数 .如 果 对 于 一 切 
TE [a,0], F(z) > 0, 那么 f 是 严格 单调 增 的 ; 如 果 对 于 一 切 x € [ab jz) < 0, 那 
么 是 严格 单调 减 的 ; 如 果 对 于 一 切 ze [a,0], f'(z) = 0, 那么 f 是 常 值 函 数 . 

证 明 ”见习 题 10.3.4. 加 


习 题 10.3 


10.3.1 “证明 命题 10.3.1. 
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10.3.2 ” 构 作 一 个 函数 f : (一 1,1) 一 民 , 使 它 是 连续 的 并 且 是 单调 增 的 , 但 是 它 在 0 处 不 可 微 . 
解释 为 何 这 与 命题 10.3.1 不 矛盾 . 

10.3.3 ” 构 作 一 个 函数 f : 民 一 及 , 使 它 严格 单调 增 并 且 可 微 , 但 它 在 0 处 的 导数 是 零 . 解释 
为 何 这 与 命题 10.3.1 或 命题 10.3.3 并 不 矛盾 . (提示 : 参看 习题 10.2.3.) 

10.3.4 ”证 明 命 题 10.3.3. (提示 : 你 还 没有 积分 及 微 积分 基本 定理 , 所 以 不 能 使 用 这 些 工具 . 
但 可 以 用 平均 值 定理 , 即 推论 10.2.9.) 

10.3.5 ” 构 作 一 个 子 集 X C 及 和 一 个 函数 f : X 一 及, 使 f 在 X 上 可 微 , 并 且 对 于 一 切 
Zz EX,f'(z) > 0, 但 是 f 不 是 严格 单调 增 的 . (提示 : 这 里 的 条 件 与 命题 10.3.3 的 条 
件 有 微妙 的 区 别 . 这 区 别 是 什么 ? 你 怎样 利用 这 种 区 别 来 获得 这 个 例子 ?) 
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现在 我 们 问 下 面 的 问题 : 如 果 知 道 函 数 了:X 一 了 是 可 微 的 , 并 且 它 有 反 函 数 
f-!:Y 一 XX, 那么 我 们 对 于 f-! 的 可 微 性 能 说 些 什么 ? 这 在 很 多 应 用 场合 都 是 有 
用 的 , 例如 在 我 们 想 求 f(z) := z* 的 导数 时 就 是 这 样 . 

我 们 从 一 个 预备 性 的 结果 开始 . 

引 理 10.4.1 设 f:X 一》 是 可 逆水 数 , 反 吨 数 为 f-! :YY 一 X. 设 
Zo EX,yo EY, 并 且 yo = f(zZo)( 它 冀 含 To = f-1(yo0)). 如 果 了 在 zo 处 可 微 并 且 
六 :在 yo 处 可 微 , 那么 

(f71)'(yo) = 


证 明 ”从 链 法 则 (定理 10.1.5) 得 
(f™Y of)(z0) = (f7 ) (yo)f' (zo). 
但 f-1of 是 X 上 的 恒 等 函 数 , 从 而 根据 定理 10.1.13(b) 
(foj)'(zo) =1. 


由 此 得 所 要 的 结论 . 较 

作为 引 理 10.4.1 的 一 个 特别 的 推论 , 我 们 看 到 ， 如果 f 在 zo 处 可 微 并 且 
f(zo) = 0, 那么 广 ! 不 可 能 在 yo。 = f(zo) 处 可 微 , 因为 在 那 种 情形 下 7 无 
定义 . 于 是 , 作为 例子 , 由 g(y) := y3 定义 的 函数 g :|0, oo) 一 [0, co) 不 能 在 0 处 可 
微 , 因为 g 是 由 f(z) := za 定义 的 f : [0,co) 一 [0, 00) 的 反 函 数 , 而 f 在 0 处 有 导 
数 f'(0) = 0. 

如 果 写 y = f(z) 使 得 z = f-1(y), 那么 可 以 把 引 理 10.4.1 的 结论 写成 更 诱 人 
的 形式 


1 
f'(z0) 
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但 是 , 正如 前 面 提 到 的 , 这 种 书写 方式 , 除了 很 方便 且 容 易 记 忆 , 也 可 能 把 人 诱 入 歧 
途 , 引起 错误 , 如 果 使 用 不 当 的 话 (特别 是 当 人 们 开始 学 习 多 变量 微 积分 时 ). 
引 理 10.4.1 好 像 回答 了 如 何 微分 一 个 函数 的 反 函 数 的 问题 , 但 是 它 回 避 了 一 
个 重要 的 事情 : 引 理 只 当 事 先 假定 f-! 可 微 时 才 有 效力 . 如 果 并 不 已 经 知道 -1 
是 可 微 的 , 就 不 可 使 用 引 理 10.4.1 来 计算 f-! 的 导数 . 
然而 , 引 理 10.4.1 的 下 述 改进 形式 将 对 此 事 作 出 补偿 , 它 把 对 f-! 的 要 求 从 可 
微 减弱 到 连续 . 
定理 10.4.2( 反 函数 定理 ) ” 设 函 数 f : 久 一 了 有 反 浮 数 f-!1:Y 一 XX. 设 
Zo E 六, Yo EY 使 f(z0) 二 Vo. 如 果 了 在 zo 处 可 微 , f(T0) 关 0, 并且 f-1 在 yo 处 
连续 , 那么 f-! 在 yo 处 可 微 并且 
一 1\/ a 1 
(f ) (yo) > Fr(zo) ， 
证 明 ”我 们 必须 证 明 
| fi -Il) 1 
ed y—yo - f'(zo0) 
根据 命题 9.3.9, 只 要 证 明 对 于 一 切 Y\ {yo} 中 的 收敛 到 yo 的 序列 (加 )se_， 都 成 立 
| ,fiyn)—fi(y) 1 
a yn — Yo ~ f(xo) 


就 够 了 . 

为 证 此 事 , 令 zn := f-1(yn). 那么 (zw)s2 是 铸 \ {zo} 中 收敛 到 zo 的 序列 . 
(为 什么 ? 注意 f-! 是 双 射 )、 根 据 假设 f-! 是 连续 的 , 我 们 知道 当 n 一 ce 时 
zn = fl(yn) 收敛 到 f-1(yo) = zo. 那么 , 由 于 f 在 zo 处 可 微 , (再 次 根据 命题 
9.3.9) 有 

. Tn)— f(r 
Bm {= fe) -re 
但 由 于 zn 关 zo 而 f 是 双 射 , 分 式 tw=fzo) 不 等 于 零 . 而 且 根 据 假设 f'(zo) 不 
是 零 . 那么 根据 极限 算 律 
lim D0. Ele 
"一 co f(Tn)— f(zo0) f'(z0)’ 
但 由 于 zn = fi(yn) 以 及 zo = f-!1(yo), 就 得 到 
,f(yn)— f-1(yo) 1 
+ yn — Yo ~ F(zo)’ 
这 就 是 所 要 的 . 图 
在 下 面 的 习题 中 , 我 们 给 出 反 函 数 定理 的 一 些 应 用 . 
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习 题 10.4 


10.4.1 设 n> 1 是 自然 数 , 并 设 g : (0, co) 一 (0, ce) 是 函数 g(z) := zz. 
(a) 证 明 9 在 (0,ce) 上 连续 . (提示 : 用 命题 9.8.3.) 
(b) 证 明 9 在 (0, co) 上 可 微 , 并 且 对 于 一 切 z e (0,co), g(z) = 1z*-1， (提示 : 用 
反 函 数 定理 以 及 (a).) 
10.4.2 ” 设 9 是 比例 数 , 并 设 太 : (0, so) 一 民 是 函数 f(z) := z?， 
(a) 证 明 六 在 (0,ce) 上 可 微 , 并 且 f(x) = qz2-1，( 提 示 : 用 习题 10.4.1 以 及 定理 
10.1.13 和 定理 10.1.15 中 的 微分 算法 .) 
(b) 证 明 对 于 每 个 比例 数 4 


lim 
z 一 lizE(0,ceo) TC— 1 
(提示 : 用 (a) 以 及 定义 10.1.1. 另 一 个 途径 是 使 用 下 一 节 中 的 LY?H6pital 法 则 .) 
10.4.3 ” 设 a 是 实数 , 并 设 f : (0, co) 一 到 是 函数 f(z) := zx". 


= 0， 


(a) 证 明 
Pe i oe 
(提示 : 用 习题 10.4.2 及 比较 原理 . 可 能 要 分 别 考虑 左 极限 和 右 极限 . 命题 5.4.14 
也 许 有 用 .) 


(b) 证 明 f 在 (0,ce) 上 可 微 并 且 f(x) = azx*-!. (提示 : 用 (a)、 用 指数 算 律 (命题 
6.7.3) 以 及 定义 10.1.1.) 


810.5 ”LH6pital 法 则 


最 后 , 我 们 叙述 一 个 你 已 经 熟悉 的 法 则 . 
命题 10.5.1(L'H6pital 法 则 了 I) 设 XX 是 恨 的 子 集合 ,ff :入 一 民 以 及 g: 久 一 
及 是 函数 , 并 且 设 zo 是 天 的 极限 点 . 设 f(T0) 二 9g(zo) = 0, 并 设 f 和 9g 都 在 zo 处 
可 微 , 且 g'(zo) 天 0. 那么 存在 6 > 0 使 得 对 于 一 切 ze (X 门 (zo 一 6,zo+6))\ {zo}，, 
9g(zZ) 夭 0, 而 且 
lim f(z) 于 f (zo) 
rzo;rE (XN (zo0—6,20+6)) \{zo} 9g(Z) g'(z0) 


证 明 ”见习 题 10.5.1. 国 
这 里 6 的 出 现 好 像 有 点 怪 , 但 这 是 必须 的 , 因为 g(z) 可 能 在 某 些 异 于 zo 的 点 
处 消失 , 这 将 导致 在 X \ {zo} 的 这 样 的 点 处 商 2S 无 定义 . 


g(x) 


LH6pital 法 则 的 一 个 更 为 高 级 的 版 本 是 下 述 
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| 命题 10.5.2(L'H6pital 法 则 II) 设 a < 是 实数 , 丰 : [oa 一 月 和 9g:[ow 中 一 下 

都 是 [a,0] 上 的 可 微 函 数 . 假设 f(a) = g(a) = 0, 9' 在 [a,0] 不 取 零 值 ( 即 对 于 一 切 
ZE [ab gz) 天 0), 并 且 

f(z) _ 

La; a b] g'(z) 


那么 对 于 一 切 Te (a,b],g(z) 关 0, 并 且 


》 


f(z) _ 
za; Ee ] g(z) 

注 10.5.3 ”这 个 命题 只 考虑 趋 于 a 的 右 方 的 极限 , 但 可 以 容易 地 叙述 并 证 明 
关于 趋 于 a 的 左 方 的 极限 或 者 关于 从 双方 趋 于 a 的 极限 的 类 似 的 命题 . 非常 不 正 
式 地 说 , 命题 说 的 是 

= 二 二 

zag(z) zag'(z))， 
当然 必须 保证 命题 的 全 部 条 件 成 立 (特别 是 f(a) = g(a) = 0 以 及 右边 的 极限 存在 ) 
才能 使 用 L'H6pital 法 则 . 

证 明 { 可 选读 ) 首先 证 对 于 一 切 zx € (a, 中 , g(x) 关 0， 设 不 然 , 那么 对 于 某 
z € (a,09], g(z) = 0. 但 由 于 g(a) 也 是 零 , 我 们 可 以 使 用 Rolle 定理 得 到 对 于 某 
a<y<z,g(y) = 0, 这 与 9 在 (ab 上 不 取 零 值 相 矛盾 . 

现在 来 证 f(g) 


-arelo G(T) 一 
根据 命题 9.3.9, 只 需 证 明 对 于 任何 取 值 于 (a,9] 收敛 于 x 的 序列 (zn)%> 1 有 
In f(zn) = 


nco 9(Zn) 
考虑 单个 的 zw, 并 考虑 由 
jn 人 (Z) := jz)g(zn) 一 g(z)7(zn) 


定义 的 函数 ji : [a, zn] 一 及 . 注意 hn 在 [a, zn] 上 连续 并 且 在 a 和 zn 两 点 处 都 等 
于 零 , 而 且 h 是 在 (a, zn) 上 可 微 的 , 导数 为 


hn(z) = f"(z)g9(zn) — 9 (7)f (zn). 


(注意 , f(zn) 和 g(zn) 关于 z 是 常数 ) 根据 Rolle 定理 我 们 就 可 找到 We (a,zn) 
使 及 (yn) = 0, 这 蕴含 

f(zn) _ f(yn) 

gzn) gyn) 
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由 于 yn e (a, zn) 对 于 一 切 m” 成 立 , 并 且 当 n 一 oo 时 zn 收敛 到 a, 从 挤 压 判 别 法 
(推论 6.4.14) 看 到 , 当 n 一 ce 时 y 也 收敛 到 a, 于 是 Pe 收敛 到 L, 从 而 | 
也 收敛 到 工 . 


习 题 10.5 


10.5.1 ”证 明 命题 10.5.1. (提示 : 为 证 在 zo 附近 g(z) 关 0, 你 可 能 愿意 使 用 Newton 允 近 ( 命 
题 10.1.7). 对 于 命题 的 其 他 部 分 , 使 用 极限 算 律 , 即 命题 9.3.14). 
10.5.2 解释 为 什么 习题 1.2.12 与 本 节 的 每 个 命题 都 不 矛盾 . 


第 11 章 Riemann 积 


在 上 一 章 中 我 们 复习 了 微分 学 单 变 量 微 积分 学 的 两 个 支柱 之 一 . 另 一 个 
支柱 当然 就 是 积分 学 , 它 是 本 章 的 核心 . 更 准确 地 说 , 我 们 将 转向 定 积分 . 与 不 定 
积分 相对 立 , 定 积分 是 函数 在 一 个 固定 的 区 间 上 的 积分 . 不 定 积 分 也 叫 作 反 导 数 
或 原 函 数 . 定 积分 与 不 定 积分 当然 是 由 微 积分 基本 定理 联系 起 来 的 , 关于 微 积 分 基 
本 定理 , 后 面 还 要 做 更 多 的 讨论 . 

对 于 我 们 来 说 , 定 积分 的 学 习 将 从 一 个 区 间 了 以 及 一 个 函数 f : 工 一 及 开始 ， 
区 间 工 可 以 是 开 的 、 闭 的 、 半 开 的 , 而 结果 将 是 一 个 数 ff. 我 们 也 可 以 把 这 个 数 
(积分 ) 写成 六 fz)dz( 当 然 我 们 可 以 用 任何 倪 像 变量 来 代替 z), 或 是 当 了 工 有 端点 
和 4b 时 把 这 个 积分 写成 户 了 或 2 f(z)dz. 

实际 地 定义 这 个 积分 [; f(z)dz 是 有 点 赤 手 的 (特别 是 如 果 不 想 假 定 涉及 面 
积 之 类 的 几何 概念 的 任何 公理 的 话 ), 而 且 也 不 是 一 切 函 数 都 是 可 积 的 . 定义 这 个 
积分 至 少 有 两 种 方式 ; Riemann 积分 (以 Georg Riemann(1826 一 1866) 的 名 字 命 名 ) 
和 Lebesgue 积分 (以 Henri Lebesgue(1875 一 1941) 的 名 字 命 名 ). 我 们 这 里 要 学 习 
的 是 Riemann 积分 , 它 对 于 大 多 数 应 用 已 经 足够 了 . Lebesgue 积分 将 在 第 19 章 建 
立 . 还 有 Riemann-Stieltjes 积分 [; f(z)da(7x), 它 是 Thomas Stieltjes(1856 一 1894) 
对 于 Riemann 积分 的 推广 , 将 在 811.8 中 进行 讨论 . 

我 们 定义 Riemann 积分 的 策略 如 下 : 首先 对 于 一 类 非常 简单 的 函数 一 一 逐 
段 常 值 函数 定义 积分 的 概念 . 这 些 函 数 是 相当 原始 的 , 然而 它们 的 优点 是 , 对 它们 
进行 积分 并 验证 通常 的 性 质 都 非常 容易 . 然后 我 们 处 理 更 一 般 的 函数 , 用 逐 段 常 值 
函数 来 近似 它们 . 


811.1 分 法 


在 介绍 积分 概念 之 前 , 我 们 必须 描述 如 何 把 一 个 大 的 区 间 划 分 成 更 小 的 区 间 . 
本 章 中 , 一 切 区 间 都 是 有 界 区 间 (与 定义 9.1.1 中 定义 的 更 一 般 的 区 间 相 对 立 ). 

定义 11.1.1 设 铸 是 RR 的 子 集 . 我 们 说 X 是 连通 的 , 当 且 仅 当 下 述 性 质 成 
立 : 只 要 z,y 是 X 的 元 素 , 使 x < y, 有 界 区 间 [x,y| 就 是 X 的 子 集合 ( 即 介 于 z 
和 之 间 的 每 个 元 素 都 属于 X). 

注 11.1.2 ”在 813.4 中 我 们 将 定义 更 一 般 的 连通 性 的 概念 , 它 适 用 于 任何 度 
量 空间 . 
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例 11.1.3 集合 [1,2] 是 连通 的 , 因为 当 z < y 都 是 [1,2] 中 的 元 素 时 , 必 有 
1 < x <y 2, 于 是 z,y 之 间 的 每 个 元 素 都 在 [1,2] 之 中 .类似 的 论述 表明 集合 
(1,2) 是 连通 的 . 但 是 集合 [1,2] UI[3, 4 不 是 连通 的 (为 什么 ?). 空 集 与 单 点 集 , 例如 
{3}, 都 是 连通 的 , 然而 是 根据 相当 平庸 的 理由 (这 些 集 合 不 含有 两 个 使 x < y 的 元 
素 zx,y). 

引 理 11.1.4 设 久 是 实 直线 的 子 集合 . 那么 下 述 两 命题 是 逻辑 等 价 的 : 

(a) 和 是 有 界 的 并 且 是 连通 的 . 

(b) X 是 有 界 区 间 . 

证 明 ”见习 题 11.1.1. 回 

注 11.1.5 ”我 们 记得 , 区 间 可 以 是 单 点 集 (例如 退化 的 区 间 [2,2] = {2}), 甚 
至 可 以 是 空 集 . 

推论 11.1.6 ”如 果 了 和 J 是 有 界 区 间 , 那么 交集 I 门 也 是 有 界 区 间 . 

证 明 ”见习 题 11.1.2. 回 

例 11.1.7 有 和 界 区 间 [2,4] 和 [4,6] 的 交 是 {4}, 它 也 是 有 界 区 间 .(2,4) 和 (4, 6) 
的 交集 是 &. 

我 们 现在 给 每 个 区 间 一 个 长 度 . 

定义 11.1.8( 区 间 的 长 度 )” 设 工 是 有 界 区 间 , 我 们 如 下 定义 了 的 长 度 , 记 作 
Tl. 如 果 对 于 某 两 个 实数 a < 包工 是 区 间 [a,4], (ab [ab 或 (a,9] 之 一 , 那么 我 们 
定义 |1| := 5 一 a. 否则 , 如 果 了 是 单 点 集 或 空 集 , 那么 我 们 定义 |I| = 0. 

例 11.1.9 ”作为 例子 , [3,5] 的 长 度 是 2, 与 (3, 5) 的 长 度 一 样 ; 同时 单 点 集 {5} 
或 空 集 的 长 度 是 0. 

定义 11.1.10( 分 法 )” 设 I 是 有 界 区 间 .7 的 一 个 分 法 (partition) 是 包含 在 了 中 
的 有 限 个 区 间 的 集合 P, 使 得 7 的 每 个 元 zx 都 恰 属 于 P 中 的 一 个 有 界 区 间 J. 

注 11.1.11 注意 , 一 个 分 法 是 有 限 个 区 间 的 集合 , 同时 每 个 区 间 本 身 是 实数 
的 一 个 集合 (或 空 集 ). 那么 一 个 分 法 是 一 个 由 其 他 的 集合 组 成 的 集合 . 

例 11.1.12 有 界 区 间 的 集合 P = {{1}, (1,3), [3,5), {5}, (5,8], 多 } 是 [1,8] 的 
一 个 分 法 , 因为 P 中 的 一 切 区 间 都 含 在 [1, 8] 中 , 并 且 [1,8] 的 每 个 元 素 都 恰 属 于 PP 
中 的 一 个 区 间 . 注意 , 可 以 把 空 集 从 正中 去 掉 而 仍 得 到 一 个 分 法 . 然而 {[1,4,[3,5]} 
不 是 [1,5] 的 分 法 , 因为 [1,5] 中 的 某 些 元 素 被 含 在 此 集合 的 多 于 一 个 的 区 间 中 . 集 
合 {(1,3), (3,5)} 不 是 (1, 5) 的 分 法 , 因为 (1, 5) 的 某 些 点 不 含 在 这 个 集合 的 任何 
区 间 中 . 集合 {(0,3),[3,5)} 不 是 (1,5) 的 分 法 , 因为 这 个 集合 中 的 某 个 区 间 不 含 在 
(1, 5) 中 . 

现在 我 们 来 谈 谈 长 度 的 基本 性 质 . 

定理 11.1.13( 长 度 是 有 限 可 加 的 )” 设 I 是 有 界 区 间 , n 是 自然 数 , 并 设 卫 是 
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了 的 分 法 ,了 的 基数 为 n. 那么 


11= >. 
JEP 

证 明 ”我 们 通过 对 ”进行 归纳 来 证 明 此 事 , 更 准确 地 说 , 设 P(n) 是 性 质 : 只 
要 了 是 有 界 区 间 ,P 是 工 的 分 法 , 了 的 基数 为 n, 就 有 |I| = 5 jcp1|J. 

基础 情形 P(0) 是 平凡 的 ; I 可 以 被 一 个 空 的 分 法 来 划分 的 唯一 可 能 是 了 自己 
是 空 的 (为 什么 ?), 在 这 种 情形 下 结论 显然 成 立 . 

P(1) 的 情形 也 是 非常 容易 的 ; 此 时 分 法 P= {1}( 为 什么 ?), 那么 结论 显然 成 立 . 

归纳 地 假定 P(n) 对 于 某 n > 1 成 立 . 我 们 要 证 明 P(n 二 1) 成 立 . 设 工 是 有 界 
区 间 , 并 设 P 了 是 了 的 分 法 , P 的 基数 是 ”十 1. 

如 果 了 是 空 集 或 单 点 集 , 那么 了 中 的 一 切 区 间 都 必定 或 为 空 集 或 为 单 点 集 (为 
什么 ?), 从 而 每 个 区 间 的 长 度 都 是 零 , 那么 结论 是 平凡 的 . 于 是 我 们 将 假设 7 是 一 
个 形 如 (a, 器 ), [a,5), (a, 相 , [a,9] 的 区 间 (a < 0). 

我 们 先 假设 be 也 也 就 是 说 I 或 为 (a,9] 或 为 [oa 加. 由 于 be 了 我 们 知道 了 
中 的 一 个 区 间 K 含有 b. 由 于 K 含 在 工 中 , 它 必定 形 如 (c,4],[c,4] 或 {0}, 其 中 
a < cb( 在 最 后 的 一 种 K = {64} 的 情形 , 我 们 令 c := 5b). 于 是 ,集合 I\K 当 c>a 
时 仍然 是 形 如 [acl, (a, c), [a, c), (ac] 的 区 间 , 而 当 c = a 时 是 单 点 集 或 空 集 . 不 管 
怎样 , 我 们 容易 看 到 

[=|K|I+ II\KI|. 


另 一 方面 , 由 于 了 P 构成 工 的 分 法 , 我 们 看 到 P\ {K} 构成 IT\K 的 分 法 (为 什么 ?). 


根据 归纳 假设 有 
HH\KI= > ML 
JEP\{K} 
把 这 两 个 等 式 合 起 来 (并 使 用 对 于 有 限 集 的 加 法 算 律 , 见 命 题 7.1.11), 就 得 到 所 要 
的 
加 = >》 |. 


JeP 


现 假定 b 4 7 即 工 或 为 (a, 或 为 [a,b). 那么 PP 中 仍 有 一 个 区 间 形 如 (c,5) 或 
[c,5) (见习 题 11.1.3). 当然 这 表示 当 c > a 时 集合 内 天 还 是 一 个 形 如 [acl (a, ec)， 
[a;o), (ao,c] 的 区 间 . 而 当 a =c 时 I\K 是 单 点 集 或 空 集 . 剩 下 的 论述 则 同上 面 的 
一 样 . 回 

关于 分 法 还 有 两 件 事 要 做 . 一 是 说 一 说 什么 时 候 一 个 分 法 比 另 一 个 分 法 更 细 ， 
另 一 件 事 是 谈 一 谈 两 个 分 法 的 公共 加 细 ， 


811.2 逐 段 常 值 函数 223 


定义 11.1.14( 较 细 的 和 较 粗 的 分 法 )” 设 I 是 有 界 区 间 , 并 设 P 和 PP’ 是 了 的 
两 个 分 法 . 如 果 对 于 P' 中 的 每 个 J, 都 存在 了 中 的 一 个 K 使 得 JS K, 那么 我 们 
就 说 P' 比 卫 更 细 (或 等 价 地 说 , P 比 P' 更 粗 ). 

例 11.1.15 分 法 {了 2,2), {2}, (2,3), [3, 负 } 比分 法 {[1, 2], (2, 名} 更 细 (为 什么 ?). 
两 个 分 法 都 比 {[1, 4} 更 细 , {[L4} 是 [1,4] 的 最 粗 的 分 法 . 注意 , 不 存在 [1,4] 的 
“最 细 的 ”分 法 (为 什么 ? 回想 一 下 , 一 切 分 法 都 是 有 限 的 ). 我 们 不 对 不 同 的 区 间 的 
分 法 进行 比较 , 例如 , 如 果 P 是 [1,4] 的 分 法 而 P' 是 [2,5] 的 分 法 , 我 们 不 说 PP 比 
P' 更 粗 , 或 PP 比 P' 更 细 . 

定义 11.1.16( 公 共 加 细 ) ” 设 了 是 有 界 区 间 , 设 下 和 了 是 7 的 两 个 分 法 . 我 
们 定义 

P#P’ := {KNMNJ: K € P,J epPp'}. 


为 P 和 P' 的 公共 加 细 . 

例 11.1.17 设 正 := {[1,3),(3,4},P' := {[1,2],(2, 旬 } 是 [1,4| 的 两 个 分 法 . 那 
么 P#P' = {[1, 2], (2, 3), [3, 名, 儿 }( 为 什么 ?). 

引 理 11.1.18 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 下 和 了 开 是 了 的 两 个 分 法 , 那么 PP#P' 
也 是 了 的 分 法 , 并 且 既 比 下 更 细 , 也 比 P' 更 细 . 


证 明 ”见习 题 11.1.4. 图 
习 题 11.1 
11.1.1 证明 引 理 11.1.4. (提示 : 当 X 不 空 时 , 为 证 (a) 蕴含 (b), 考虑 X 的 上 确 界 和 下 确 
界 .) 


11.1.2 ”证 明 推论 11.1.6. (提示: 使 用 引 理 11.1.4, 解释 为 什么 两 个 有 界 集 合 的 交 自 动 地 是 有 
界 的 , 并 且 为 什么 两 个 连通 集合 的 交 自 动 地 是 连通 的 .) 

11.1.3 设 工 是 形 如 工 = (ab) 或 T= [ab 的 有 界 区 间 , 其 中 a < b. 设 { 石 ,三 } 是 
了 的 分 法 . 证 明 这 个 分 法 中 的 一 个 区 间 是 形 如 I = (c 刀 或 万 = [cb 的 区 间 , 其 中 
a < c < 8 (提示 : 用 反 证 法 . 先 证 明 如 果 万 不 是 形 如 (c,5) 或 [c,5) 的 区 间 , 其 中 
a < c<b 那么 sup I; 是 严格 小 于 5b 的 .) 

11.1.4 ”证 明 引 理 11.1.18. 


811.2 ” 逐 段 常 值 函数 


我 们 现在 可 以 描述 一 类 “简单 ”函数 , 对 于 它们 可 以 容易 地 进行 积分 . 
定义 11.2.1( 常 值 函数 ) 设 X 是 有 的 子 集合 , 并 设 了: 和 一 到 是 函数 . 如 果 
存在 实数 c, 使 得 对 于 一 切 x e X 都 有 f(x) = c, 那么 就 说 f 是 常 值 函 数 . 设 已 是 
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X 的 子 集 , 如 果 f 在 BB 上 的 限制 fls 是 常 值 函数 , 也 就 是 说 , 存在 实数 c, 使 得 对 
于 一 切 z € BE 都 有 f(z) = c, 那么 我 们 就 说 f 在 上 是 常 值 的 ,说 c 是 f 在 EB 上 
的 常数 值 . 

注 11.2.2 设 马 是 不 空 的 集合 . 如 果 函 数 f 在 巨 上 是 常 值 的 , 那么 它 只 能 取 
一 个 常数 值 . 它 不 可 总 等 于 3 同时 又 总 等 于 4. 但 是 , 如 果 EE 是 空 集 , 那么 每 个 实 
数 c 都 是 f 在 上 的 常数 值 (为 什么 ?). 

定义 11.2.3( 逐 段 常 值 函 数 D 设 了 是 有 界 区 间 , f : I 一 R 是 函数 , 并 设 P 
是 工 的 分 法 . 如 果 对 于 每 个 Je P, f 在 J 上 都 是 常 值 的 , 我 们 就 说 f 是 关于 分 法 
P 逐 段 常 值 的 . 

例 11.2.4 由 
7， 当 1<z< 3， 

4， 当 z= 3, 

5， 当 3<z<6, 

2， 当 z=6. 

定义 的 函数 f : [1,6] 一 及 关于 [1,6] 的 分 法 {[1,3), {3}, (3,6), {6}} 是 逐 段 常 值 的 . 
注意 , 它 关 于 某 些 其 他 的 分 法 也 同样 是 逐 段 常 值 的 ， 例 如 它 关 于 分 法 {[1,2), {2}， 
(2, 3), {3}, (3, 5), [5, 6), {6}, 2g} 也 是 逐 段 常 值 的 . 

定义 11.2.5( 逐 段 常 值 函数 ITD) ” 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 f : 工 一 到 是 函数 . 如 
果 存 在 了 的 一 个 分 法 PP 使 得 f 关于 PP 是 逐 段 常 值 的 , 那么 我 们 就 说 f 在 T 上 是 逐 
段 常 值 的 . 

例 11.2.6 前 一 个 例 中 的 函数 在 [1,6] 上 是 逐 段 常 值 的 . 同时 , 每 个 在 有 界 区 
间 了 上 的 常 值 函数 自动 地 是 逐 段 常 值 的 (为 什么 ?). 

引 理 11.2.7 设 I 是 有 界 区 间 , 了 是 了 的 分 法 , 并 设 了 小 : 工 一 限 是 关于 卫 逐 
段 常 值 的 函数 . 设 PP' 也 是 了 的 分 法 并 且 P' 比 更 细 . 那么 f 关于 了 P' 也 是 逐 段 常 
值 的 . 

证 了 明 ”见习 题 11.2.1. 加 

逐 段 党 值 函数 的 空间 在 代数 运算 之 下 是 封闭 的 . 

引 理 11.2:8 ” 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 让 :了 一 及 及 9g: 了 一 有 都 是 IT 上 的 逐 
段 常 值 函 数 . 那么 [十 9g, 太 -9g,max( 访 9) 以 及 fg 都 是 TT 上 的 逐 段 常 值 函数 . 这 里 ， 
max(f,g) :了 工 一 及 当然 是 函数 


f(z) := 


max(f,9)(7) := max(f(7), g(7)),z EI 


如 果 g 在 工 上 不 取 零 值 ( 即 对 于 一 切 z E TJ, g(z) 头 0), 那么 上 也 是 上 的 逐 段 党 
值 函 数 . 
证 明 ”见习 题 11.2.2. 国 
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我 们 现在 已 做 了 对 逐 段 常 值 函数 进行 积分 的 准备 .我 们 从 关于 一 个 分 法 的 积 
分 的 临时 定义 开始 . 
定义 11.2.9( 逐 段 常 值 积分 D) ” 设 I 是 有 界 区 间 , P 是 了 的 分 法 . 并 设 f : 工 一 
R 是 关于 分 法 P 的 逐 段 常 值 函数 . 我 们 定义 关于 分 法 P 的 逐 段 常 值 积分 为 
.C. 二 J|， 
pc 下 二 > 加 


JE 


其 中 对 于 每 个 Je P, 我 们 令 cy 为 f 在 J 上 的 常数 值 . 
注 11.2.10 ”这 个 定义 看 上 去 好 像 有 点 毛病 , 因为 如 果 J 是 空 集 , 那么 每 个 数 
cy 都 可 以 是 了 在 J 上 的 常数 值 . 幸运 的 是 , 在 这 种 情况 下 |J| 是 零 , 所 以 cv 的 选 
择 是 无 关 紧要 的 . 记号 p.c. ffp f 是 相当 人 造 的 , 但 我 们 只 是 暂时 使 用 它 , 作为 通 向 
更 有 用 的 定义 的 一 个 途径 . 注意 , 由 于 P 是 有 限 的 , 所 以 , 和 下 7 总 是 定义 成 
€ 
功 的 ( 它 绝 不 会 发 散 , 也 绝 不 会 是 无 限 ). 
注 11.2.11 逐 段 常 值 积分 直观 地 对 应 于 面积 的 概念 , 一 个 矩形 的 面积 由 它 的 
边 长 的 乘积 给 出 .( 当 然 , 如 果 f 在 某 处 取 负 值 , 那么 面积 cj|J| 也 是 负 的 .) 
例 11.2.12 ” 设 j:[14 一 及 是 函数 
2， 当 1 入 z<3 
f(z):= 4 4， 当 z=3 
6， 当 3<z<4. 
并 设 正 := {[1,3),{3},(3,4}. 那么 


p.c. f=cq3)|[1, 3)| + ctsy|{3}| + ccsal(3, 4]| 
=2x2+-+4x0+-+6xl 
一 10. 


另外 , 如 果 设 P' := {[1,2), [2, 3), {3}, (3,4,2} ,那么 


卫 .C. f=cn,2)lll, 2)| 二 cl2,3)|[2， 3)| 十 cr3}[{3}| 
+c(s,4l(3, I+ cglgl| 
=2x1+2x1l1+4x0++6xl+cex0 
一 10. 


这 个 例子 启示 , 这 个 积分 并 不 真正 依赖 于 你 所 选取 的 分 法 , 只 要 你 的 函数 关于 
这 个 分 法 是 逐 段 常 值 的 就 可 以 了 . 情况 的 确 是 这 样 : 


226 第 11 章 Riemann 积分 


命题 11.2.13( 逐 段 常 值 积分 是 独立 于 分 法 的 ) ” 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 f :了 一 
民 是 函数 . 假设 和 了 P' 是 了 的 分 法 , 使 得 有 关于 以 及 f 关于 P' 都 是 逐 段 常 值 


的 . 那么 
p.c. f -pe / f. 
四 [P'] 


证 明 ”见习 题 11.2.3. 图 
定义 11.2.14( 逐 段 常 值 积 分 1) 设 工 是 有 界 区 间 , 并 设 f:I 一 民 是 TT 上 的 
逐 段 常 值 函数 . 我 们 用 公式 


p.c. 人 :一 2.C. i 


来 定义 f 在 I 上 的 逐 段 常 值 积分 , 其 中 卫 是 工 的 任意 的 分 法 , 而 f 在 I 上 关于 PP 
是 逐 段 常 值 的 .( 注 意 , 命题 11.2.13 告诉 我 们 分 法 的 选择 是 无 关 紧 要 的 .) 
例 11.2.15 如果 f 是 例 11.2.12 中 的 函数 , 那么 


p.c. 】 了 三 10. 
[4 


我 们 现在 给 出 逐 段 常 值 积 分 的 一 些 基 本 性 质 . 这 些 算 律 终 将 被 包含 在 Riemann 
积分 的 相应 的 算 律 之 中 (定理 11.4.1). 

定理 11.2.16( 积 分 算 律 ) 设 工 是 有 界 区 间 , 并 设 :了 一 及 以 及 9g: 了 一 下 
都 是 了 上 的 逐 段 常 值 函 数 . 


(a) 我 们 有 
pe /+ -pc /7r+pc fs 
(b) 对 于 任何 实数 c, 有 


pe /en=c(pe 7) . 
pe [4 -9=pe /ft-pe fs 


(d) 如 果 对 于 一 切 ZE f(z) > 0, 那么 


pe /+ 之 0. 
I 


(e) 如 果 对 于 一 切 z E J f(z) > g(x), 那么 


pe ff >pe /5 
了 了 


(c) 我 们 有 
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(f) 如 果 对 于 一 切 T ET, flz)=c(c 是 常数 ), 那么 


pe {f= 
I 


(g) 设 J 是 包含 了 的 有 界 区 间 ( 即 TC J), 并 设 政 : J] 一 民 是 函数 


i jz)， 如 果 ZET 
”| 0， 如 果 zgI. 


那么 所 在 了 上 是 逐 段 常 值 的 , 并且 


pe fF=7c f+ 


(h) 设 {JK} 是 了 的 分 法 , 它 把 了 分 成 两 个 区 间 J 和 KK, 那么 函数 用 7 :了 一 下 
以 及 flk : K 一 民 分 别 是 了] 上 和 K 上 的 逐 段 常 值 济 数 , 并 且 


pe /7=pe f flrtre f fe 


证 明 ”见习 题 11.2.4. 图 
我 们 对 于 逐 段 常 值 函数 的 积分 就 讨论 到 这 里 . 现在 的 问题 是 , 怎样 求 有 界 函数 
的 积分 . 


习 题 11.2 


11.2.1 ”证 明 引 理 11.2.7. 

11.2.2 ”证 明 引 理 11.2.8，( 提 示 : 用 引 理 11.1.8 和 引 理 11.2.7 来 使 f 和 9 关于 了 的 同一 个 
分 法 是 逐 段 常 值 的 .) 

11.2.3 ”证 明 命题 11.2.13， (提示 : 首先 使 用 定理 11.1.13 证 明 两 个 积分 都 等 于 逐 段 常 值 积分 
p.c. Jp'] f.) 

11.2.4 ”证 明定 理 11.2.16. (提示 : 可 以 用 定理 前 面 的 部 分 去 证 定理 后 面 的 部 分 . 也 参见 习题 
11.2.2 的 提示 .) 


811.3 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 


设 1:T 一 及 是 定义 在 有 界 区 间 I 上 的 有 界 函 数 . 我 们 要 定义 Riemann 积分 
刻 f. 为 此 我 们 首先 要 定义 上 Riemann 积分 J 与 下 Riemann 积分 kk f 的 概念 . 
这 些 概念 与 Riemann 积分 之 间 的 联系 非常 像 序列 的 上 极限 和 下 极限 与 极限 之 间 的 
联系 . 
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定义 11.3.1( 函 数 的 控制 ) 设 j 让 工 一 及 和 5: 一 了 .如 果 对 于 一 切 zx er 
都 有 g(z) > f(z), 我 们 就 说 在 7 上 9 是 f 的 上 方 控制 ; 如 果 对 于 一 切 z e 了 都 有 
9g(z) < f(z), 我 们 就 说 在 TT 上 g 是 f 的 下 方 控 制 ; 

Riemann 积分 的 思想 是 先 用 逐 段 常 值 函数 作成 函数 的 上 方 控制 及 下 方 控制 (对 
于 逐 段 常 值 函数 我 们 已 经 知道 怎样 计算 它们 的 积分 ), 并 对 它们 进行 积分 . 

定义 11.3.2( 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 ) 设 f:I 一 RR 是 定义 在 
有 界 区 间 T 上 的 有 界 函 数 . 定义 


用 f=inffpe /9:9 是 7 的 上 方 控制 并 且 是 逐 段 常人 函数 ) 
为 了 在 I 上 的 上 Riemann 积分 . 并 定义 

f := sup{p.c. fs :9g 是 f 的 下 方 控制 并 且 是 逐 段 常 值 函 数 } 

I 


为 f 在 I 上 的 下 Riemann 积分 . 

我 们 对 于 下 积分 及 上 积分 给 出 一 个 粗糙 的 然而 有 用 的 估计 : 

引 理 11.3.3 设 了 :了 一 下 是 有 界 区 间 了 上 的 有 界 函 数 ，M 是 它 的 界 , 即 对 
于 一 切 XE1T, 一 M < f(z) < M. 那么 


lg 0 ea M . 
ms fs< fr< un 
当然 , 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 都 是 实数 ( 即 它们 都 不 是 无 限 的 ). 


证 明 ”由 g(z) = M 定义 的 g :了 一 RR 是 常 值 函 数 , 因而 是 逐 段 常 值 的 , 并 且 
是 f 的 上 方 控制 . 那么 根据 上 Riemann 积分 的 定义 


| sf <2¢ js- 
了 了 


-mls /+ 
2 


/sj 


设 9 是 上 方 控制 7 的 逐 段 常 值 函数 , 而 h 是 下 方 控制 广 的 逐 段 常 值 函数 . 那么 9 


上 方 控制 h, 从 而 
pe fn<pe fs, 


类 似 的 论述 表明 


最 后 , 我 们 必须 证 明 
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小 t<pe fs, 
= 4 


对 h 取 上 确 界 得 


再 对 9 取 下 确 界 , 就 得 到 所 要 的 


es : 


我 们 现在 知道 上 Riemann 积分 总 不 比 下 Riemann 积分 小 . 如 果 两 者 相同 , 我 
们 就 可 以 定义 Riemann 积分 : 

定义 11.3.4(Riemann 积分 ) 设 f:I 一 RR 是 有 界 区 间 I 上 的 有 和 界 函 数 , 如 
果 了 = 1f, 我 们 就 说 f 在 IT 上 Riemann 可 积 并 且 定 义 


fs= /1=], 


如 果 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 不 相等 , 我 们 就 说 f 不 是 Riemann 可 积 
的 . 
注 11.3.5 ”把 这 个 定义 与 在 命题 6.4.12(f) 中 建立 的 序列 的 上 极限 和 下 极限 与 

极限 的 关系 进行 比较 ; 上 极限 总 是 大 于 或 等 于 下 极限 的 , 但 它们 仅 当 序列 收敛 时 才 
相等 , 此 时 它们 都 等 于 序列 的 极限 . 上 面 给 出 的 定义 可 能 与 你 在 微 积 分 课程 中 过 到 
的 基于 Riemann 和 的 定义 不 一 样 . 但 是 两 个 定义 终归 是 等 价 的 , 这 是 我 们 在 下 一 
节 中 要 证 明 的 . 

注 11.3.6 ”注意 , 我 们 不 认为 无 界 函 数 是 Riemann 可 积 的 ; 这 种 函数 的 积分 
叫 作 反常 积分 (improper integral). 用 更 高 级 的 积分 法 (例如 Lebesgue 积分 ) 计算 这 
样 的 积分 还 是 可 能 的 ; 我 们 要 在 第 19 章 中 做 这 件 事 . 

Riemann 积分 是 与 逐 段 常 值 积 分 相 容 的 (并 且 包含 逐 段 常 值 积分 ). 

引 理 11.3.7 设 了 :了 工 一 有限 是 有 界 区 间 工 上 的 逐 段 常 值 函 数 . 那么 是 


Riemann 可 积 的 , 并 且 
/7 = 呈 人 
I I 


证 明 ”见习 题 11.3.3. 国 

注 11.3.8 ”根据 这 个 引 理 , 我 们 将 不 再 谈 逐 段 常 值 积 分 p.c. [i f, 而 只 使 用 
Riemann 积分 (直到 在 第 19 章 , Riemann 积分 本 身 包 含 在 Lebesgue 积分 之 中 ). 我 
们 注意 到 引 理 11.3.7 的 一 个 特殊 情形 : 如 果 了 是 单 点 集 或 是 空 集 , 那么 对 于 一 切 函 
数 了 :一 及, [f=0. (注意 一 切 这 种 函数 都 自动 是 常 值 的 .) 
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我 们 刚刚 证 明了 每 个 逐 段 常 值 函 数 是 Riemann 可 积 的 . 然而 Riemann 积分 是 
更 一 般 的 , 宽泛 得 多 的 一 类 函数 都 是 Riemann 可 积 的 , 我 们 很 快 就 会 看 到 这 一 点 . 
现在 我 们 把 刚刚 定义 的 Riemann 积分 的 概念 与 Riemann 和 的 概念 联系 起 来 . 你 可 
能 在 其 他 讨论 Riemann 积分 的 书籍 早已 见 到 过 Riemann 和 了 . 

定义 11.3.9(Riemann 和 ) 设 f:1 一 RR 是 有 界 区 间 了 上 的 有 界 函 数 , 并 设 阳 
是 工 的 一 个 分 法 . 我 们 把 上 Riemann 和 U(f,P) 与 下 Riemann 和 工 (/ 帮 了) 分 别 定 
义 为 

UP 2 (supf(7)) 


JeP;J#¥2 TE 


L(f,P) := 2 OM 


JEP;J 
注 11.3.10 J 的 限制 是 必要 的 因为 当 J = gg 时 , 量 infeey f(x) 与 
supzeJy f(z) 分 别 是 oo 和 一 o0. 
我 们 现在 把 这 些 Riemann 和 与 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 联系 起 来 . 
引 理 11.3.11 设 f:IT 一 民 是 有 界 区 间 了 上 的 有 界 函 数 , 并 设 g 是 1 上 关 
于 某 分 法 卫 逐 段 常 值 的 上 方 控制 f 的 函数 . 那么 


pe {9> UpP) 
类 似 地 , 如 果 凡是 了 上 关于 也 逐 段 常 值 的 下 方 控制 太 的 函数 , 那么 
pe fn< CH 四 


证 明 ”见习 题 11.3.4. 加 
命题 11.3.12 设 f:I 一 民 是 有 界 区 间 I 上 的 有 界 函 数 , 那么 


| f =inf{U(f,P) :P 是 了 的 分 法 }， 
I 
并 且 
凡 7 = sap(L(f 加: 正 是 工 的 分 法 } 
A | 
证 明 ”见习 题 11.3.5. 国 


习 题 11.3 


11.3.1 设 f: I 一 RR,g:T 一 Rh: 了 一 民 是 函数 . 证 明 , 如 果 f 上 方 控制 9, 9 上 方 控制 
hh, 那么 f 上 方 控制 h. 证 明 如 果 f 和 9 彼此 互相 上 方 控制 , 那么 它们 必定 相同 . 


11.3.2 


11.3.3 
11.3.4 
11.3.5 
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设 耻 :了 T 一 月,g:T 一 及 ,万 : 工 一 下 是 函数 . 如 果 f 上 方 控制 9, 那么 是 不 是 +h 
上 方 控制 g 十 h? 是 否 fh 上 方 控制 gh? 如 果 c 是 实数 , 是 否 cf 上 方 控制 cg? 

证 明 引 理 11.3.7. 

证 明 引 理 11.3.11. 

证 明 命题 11.3.12. (提示 : 你 要 用 引 理 11.3.11, 即使 这 个 引 理 只 能 完成 一 半 工 作 .) 
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就 像 我 们 处 理 极限 、 级 数 以 及 导数 时 所 做 的 一 样 , 我 们 现在 给 出 演算 Riemann 
积分 的 基本 算 律 . 这 些 算 律 最 终 将 被 包含 到 Lebesgue 积分 的 相应 的 算 律 中 (命题 


19.3.3). 


定理 11.4.1(Riemann 积分 法 算 律 )” 设 I 是 有 界 区 间 , 并 设 f :1 一 RR,g: 
I 一 民 都 是 I 上 的 Riemann 可 积 函 数 . 
(a) 肖 数 (f 十 9g) 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 


[urn= /s+fs 


(b) 对 于 任意 的 实数 c, 函数 cf 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 


je 人 


{(c) 函数 (f 一 g) 是 Riemann 可 积 的 ,并且 


[4-»n= /1- /fs 


(d) 如 果 对 于 一 切 ZE f(z) >0, 那么 


/>o 


(e) 如 果 对 于 一 切 Z ET, f(z) > g(7), 那么 


[1=/s 


(f) 如 果 对 于 一 切 T ET, f(z) = 那么 


ff=dt 


(g) 设 J] 是 包含 工 的 有 界 区 间 ( 即 工 G J), 并 且 设 下 :了 J 一 及 是 函数 


F(z) f (72), 当 Zz (= 
= 0， 当 z ¢I. 


232 第 11 章 Riemann 积分 


那么 下 在 J 上 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 


J 


(h) 设 {J,K} 是 了 的 分 法 , 它 把 了 分 成 两 个 区 间 J 和 KK, 那么 函数 fj :J 一 民 
与 flx :KK 一 民 是 分 别 在 J 与 在 KK 上 Riemann 可 积 的 , 并 且 


fs#= /st ffx 


证 明 ”见习 题 11.4.1. 国 

注 11.4.2 ”我 们 常 把 广 川 > 略 写 为 方 户 即使 f 确实 是 定义 在 比 J 大 的 区 
域 上 . 

定理 11.4.1 断言 , 两 个 Riemann 可 积 的 函数 的 和 与 差 都 是 Riemann 可 积 的 ， 
同样 , Riemann 可 积 函数 f 的 常数 倍 cf 也 是 Riemann 可 积 的 . 现在 我 们 给 出 构造 
Riemann 可 积 函 数 的 一 些 进一步 的 方法 . 

定理 11.4.3(max 与 min 保持 可 积 性 ) ” 设 工 是 有 界 区 间 , 并 设 让 :了 一 以 与 
9:IT 一 民 都 是 Riemann 可 积 函 数 , 那么 由 


max(f, 9)(Z) :一 max(f(z), 9(Z)) 
定义 的 函数 max(f,g) 及 由 
min( 记 9g)(z) := min(f(z), g(7)) 


定义 的 函数 min(f,g) 都 是 Riemann 可 积 的 . 
证 明 ”我 们 只 对 max(f,g) 进行 证 明 . min(f, g) 的 情形 是 类 似 的 . 
首先 注意 , 由 于 f,g 都 是 有 界 的 , max(f,g) 就 也 是 有 界 的 . 
设 e>0. 由 于 外 f = 所 以 存在 逐 段 常 值 函数 f :一 RR， 了 f 下方 控制 了， 


并 满足 
| /1> /= 
类 似 地 , 可 以 找到 逐 段 常 值 函数 g : 工 一 R, 它 下 方 控制 g 并 且 


fas hs- 
I I 


同样 , 我 们 可 以 找到 在 7 上 分 别 上 方 控制 f 与 9 的 逐 段 常 值 函数 地 和 7 使 


/7< fit: 
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以 及 


那么 , 让 h :了 一 RR 代表 函数 


就 有 


fn<s. 
I 


另 一 方面 , max(f,g) 是 1 上 的 逐 段 常 值 函 数 (为 什么 ?), 它 下 方 控制 max(f,g)( 为 
什么 ?), 同时 maxi, 妨 也 是 1 上 的 逐 段 常 值 函数 , 它 上 方 控制 max(f,g). 于 是 


J mast < { aaas aa gs max 可 


从 而 
o< / ,max(f,9) — / ,max(f,9) < / max(J,9) — f max(f,g) 
但 是 
f=f+f-f<f+h, 
类 似 地 
9=g+9—g<g+h, 
所 以 


max(f,g) < max(f,g)+h. 
将 此 代入 前 面 的 不 等 式 , 我 们 得 到 


0 < ,maxts,g) = /max(f,9) < fa < 4<. 
总 之 , 我 们 证 明了 对 于 每 个 =>0 
0< 站 max(f, 9) -及 max(f,9) < 4e. 
由 于 /jmax(f,g) 一 ,max(f,g) 与 无关, 所 以 我 们 看 到 
/m19- / max(f,9) =0, 
从 而 max(f,9) 是 Riemann 可 积 的 . 国 
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推论 11.4.4( 绝 对 值 保持 Riemann 可 积 性 ) 设 了 是 有 界 区 间 . 如 果 了 :I 一 懈 
是 Riemann 可 积 函 数 , 那么 正 部 fi := max(f,0) 与 负 部 f-_ := min(f,0) 也 是 在 I 
上 Riemann 可 积 的 . 同样 , 绝对 值 |f| = 人 一 f- 也 是 在 了 上 Riemann 可 积 的 . 

定理 11.4.5( 系 积 保持 Riemann 可 积 性 ) 设 了 是 有 界 区 间 . 如 果 :了 工 一 下 
与 9: 了 一 及 是 Riemann 可 积 的 , 那么 fg :了 一 及 也 是 Riemann 可 积 的 . 

证 明 ”这 个 定理 稍 需 要 技巧 . 我 们 分 解 f= 所 十 f- 以 及 9g= 9++9- 为 正 部 
与 负 部 的 和 . 根据 推论 11.4.4, 函数 片 , 广 ,9+,9- 都 是 Riemann 可 积 的 . 由 于 


fg= fig++ fig-+f-g++f-g-, 


所 以 只 要 证 明 fjgi, f+4g-, f-g+, f-g- 单独 都 是 Riemann 可 积 的 就 够 了 . 我 们 只 
对 fig+ 证 明 此 事 , 其 余 三 者 是 类 似 的 . 
由 于 fi 与 9+ 都 是 有 界 的 、 非 负 的 , 所 以 存在 Mai, Ma > 0 使 得 


0 f+(7) < M1,0 < g+(z) < M2 


对 于 一 切 z e 了 成立. 设 e > 0 是 任意 的 , 那么 和 在 定理 11.4.3 的 证 明 中 一 样 , 我 
们 可 以 找到 I 上 的 逐 段 常 值 函 数 f， 下 方 控制 f, 以 及 逐 段 常 值 函 数 了 ， 上 方 控 


制 所, 使 得 
/> fr-s, [F< /ire 


注意 , f， 有 可 能 在 某 些 地 方 取 负 值 , 但 我 们 可 以 代替 f ,以 max(f ,0) 来 克服 此 种 

现象 , 因为 max(f ,0) 仍 是 i 的 下 方 控制 (为 什么 ?), 并 且 有 大 于 或 等 于 [| f+ 一 e 

的 积分 (为 什么 ?). 所 以 , 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 f(z) > 0 对 于 一 切 ze 了 成 

立 . 类 似 地 , 可 以 假定 对 于 一 切 z € I, f(z) < Mi. 于 是 , 对 于 一 切 re 
0<f,(7) < fi(z) < fi(z) < Mi. 


根据 同样 的 理由 , 我 们 可 以 找到 逐 段 常 值 函数 9， 下 方 控制 g;, 以 及 逐 段 常 值 
函数 了 ， 上 方 控制 9+, 它们 满足 


fa,> /9+-s, [5+< forrts, 
了 I I I 


以 及 对 于 一 切 ze 
0< 和 9g(z) 和 9+(z) < g+(7) 入 NM2. 
注意 fg， 是 逐 段 常 值 的 , 并 且 下 方 控制 fg}, 同时 f.,5 是 逐 段 常 值 的 并 上 
方 控制 fg+. 于 是 


og /po-/ f+g+ < /了 下- 
Ar 
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但 是 我 们 有 


有 
< Mi(5+ -9g,)+ M2(f+ —f,), 


从 而 


og f 10- | frgr <M: [5+ a) + Ms [T+ -1£,) 
I 
<2Mie + 2M2e. 


又 因为 s 是 任意 的 , 我 们 像 前 面 一 样 断定 fj-g} 是 Riemann 可 积 的 . 
类 似 的 论证 表示 fig_,f_g4,f_g_ 都 是 Riemann 可 积 的 . 把 这 些 结合 起 来 就 
得 到 fg 是 Riemann 可 积 的 . 图 


习 题 11.4 


11.4.1 ”证 明定 理 11.4.1. (提示 : 定理 11.2.16 可 能 有 用 . 对 于 (b) 部 分 , 先 考虑 c > 0 的 情 
形 , 然后 分 别 考虑 c= -1 和 c= 0 的 情形 . 用 这 些 结果 导出 c < 0 的 情形 . 可 以 使 用 
定理 前 面 的 部 分 去 证 后 面 的 部 分 .) 

11.4.2 ” 设 a < b 是 实数 , 并 设 f : [a 沁 一 及 是 连续 的 、 非 负 的 函数 (于 是 对 于 一 切 2 e 
[o, 中 ,7(z) > 0). 假设 /1s f = 0. 证 明 对 于 一 切 x € [of(z) = 0. (提示 : 用 反 证 
法 .) 

11.4.3 ” 设 I 是 有 界 区 间 , f :了 I 一 民 是 Riemann 可 积 函 数 , 并 设 了 是 了 的 分 法 . 证 明 


es 


JEP 


11.4.4 ”不 用 重复 前 面 证 明 中 的 全 部 计算 , 给 出 一 个 简洁 的 解释 , 说 明 为 什么 定理 11.4.3 和 定 
理 11.4.5 中 剩 下 的 情形 自动 地 从 书 中 给 出 的 情形 推出 . (提示 : 从 定理 11.4.1 我 们 知 
道 如 果 j 是 Riemann 可 积 的 , 那么 -了 也 是 Riemann 可 积 的 .) 


811.5 ”连续 函数 的 Riemann 可 积 ， 


到 现在 为 止 我 们 对 于 Riemann 可 积 函 数 已 经 谈论 了 很 多 , 但 实际 上 我 们 还 不 
兽 造 出 任何 一 个 除了 逐 段 常 值 函数 外 的 可 积 函 数 . 现在 我 们 来 证 明 , 一 大 类 有 用 的 
函数 是 Riemann 可 积 的 . 我 们 从 一 致 连续 函数 开始 . 

定理 11.5.1 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 是 在 了 上 一 致 连续 的 函数 . 那么 是 
Riemann 可 积 的 . 
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证 明 ”从 命题 9.9.15 我 们 看 到 f 是 有 界 的 . 现在 我 们 必须 证 明 


. f= 


如 果 7 了 是 单 点 集 或 空间 , 那么 定理 是 平庸 的 , 所 以 我 们 设 I 是 四 区 间 [a, 外， 
(a,b), (a, 相 [ab 之 一 , 其 中 实数 a < 4b. 

设 。 > 0 是 任意 的 . 根据 一 致 连续 性 , 存在 5 > 0 使 得 只 要 z,y e I 并 且 
lz 一 y| < 6, 就 有 |f(z) - f(y)| < e. 根据 阿 基 米 德 原理 , 存在 整数 N > 0, 使 得 
se < 6. 

注意 , 我 们 可 以 把 了 分 成 每 个 长 度 都 是 每 # 的 区 间 万，…… , Jy( 具 体 怎样 分 , 必 
须 稍微 不 同 地 处 理 [ab, (a,b), (a,, [a,8) 四 种 情形 ). 于 是 根据 命题 11.3.12, 有 


一 N 
hy < > (sup Jo)lA 
天 一 1 
以 及 
N 
{#25 (ing Fe) 
PA hk 
Ee N 
广 - /. > (sup jg- 下 yj 
但 是 , 由 于 | 大 | = 妃 2 < 6， 击 本 一 全 Zz,y EJ 有 |f(z) 一 f(y)| < es, 那么 
f(z) < f(y) +e, 对 于 一 切 z,y € h. 
对 于 zx 取 上 确 界 , 得 
f(z) < f(y) +s， 对 于 一 切 ye hh， 
再 对 y 取 下 确 界 , 得 到 
sup f(7) < inf f(y)}+e. 
TEJk yEJk 


将 此 估计 代入 前 面 的 不 等 式 , 我 们 得 到 


hk. Ek < Da 


而 根据 定理 11.1.13 我 们 就 得 


[fs<e-o 
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然而 s > 0 是 任意 的 , 而 (5 一 a) 是 固定 的 . 于 是 天 二 不 能 是 正 的 . 根据 引 理 
11.3.3 以 及 Riemann 可 积 的 定义 , 我 们 就 得 知 f 是 Riemann 可 积 的 . 四 

把 定理 11.5.1 和 定理 9.9.16 合 起 来 , 我 们 就 得 到 

推论 11.5.2 设 [ab 是 闭 区 间 , 并 设 有: [a,0| 一 民 是 连续 的 , 那么 是 
Riemann 可 积 的 . 

注意 , 如 果 代 替 [a,b] 以 其 他 类 型 的 区 间 , 此 推论 不 成 立 . 因为 那 时 不 能 保证 连 
续 函 数 是 有 界 的 . 例如 由 f(z) := + 定义 的 函数 f : (0,1) 一 R 是 连续 的 , 但 不 是 
Riemann 可 积 的 . 但 是 , 如 果 假 定 函 数 既 是 连续 的 也 是 有 界 的 , 那么 我 们 就 可 以 再 
次 得 到 可 积 性 : 

命题 11.5.3 ” 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 1 :I 一 民 是 连续 的 并 且 是 有 界 的 . 那么 
ff 在 I 上 上 Riemann 可 积 . 

证 明 如果 了 是 单 点 集 或 空 集 , 那么 结论 是 平庸 的 . 如 果 工 是 闭 区 间 , 那么 
结论 从 推论 11.5.2 提出 . 于 是 , 我 们 假定 I 是 形 如 (a, 9], [a,5), (a,b) 的 区 间 , 其 中 
a<b. 

设 M 是 f 的 界 , 即 对 于 一 切 z eT 一 M < f(z) < M. 设 = 是 满足 0<s< 与 4 
的 很 小 的 数 . 当 六 限制 在 [a 十 e,b 一 e] 上 时 , 是 连续 的 , 那么 根据 推论 11.5.2, 是 
Riemann 可 积 的 .于 是 我 们 可 以 找到 逐 段 常 值 函 数 h : [a + e,b 一 6] 一 R, 它 在 
[e+e,b 一 e] 上 上 方 控制 f 并 使 得 


/ h< 上 f+e. 
[at+e,b—e] J[ate,b—e] 
定义 h :了 工 一 及 如 下 


~,、 | mAz)， 当 ze[e+esb 一 引 
io 一 1 M,， 当 zeI\[la+e,b—al. 


显然 h 是 T 上 的 逐 段 常 值 函 数 , 并 且 上 方 控制 f. 根据 定理 11.2.16, 有 
/ h=eM+ pm h+eM < /em f+(2M +1)e. 
当然 , 我 们 有 本 
/7 f+ (2M + 1)e. 
I [at+e,b—e] 


kk Lo 1 一 2《 人 + 二 


/sw+aje 


类 似 的 论证 给 出 


从 而 
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但 s 是 任意 的 , 所 以 我 们 可 以 像 在 定理 11.5.1 的 证 明 中 那样 来 断定 f 是 Riemann 
可 积 的 . 国 
这 已 经 给 出 了 一 大 类 Riemann 可 积 函 数 , 即 有 界 连 续 函 数 . 然而 我 们 还 可 以 
稍 许 把 这 个 类 扩大 一 些 , 使 它 包 括 有 界 的 逐 段 连续 函数 . 
定义 11.5.4 ” 设 I 是 有 和 界 区 间 , 并 设 f :I 一 RR. 说 f 是 逐 段 连续 的 , 当 且 仅 
当 存 在 了 的 分 法 P, 使 得 对 于 一 切 Je R, /ly 在 J 上 连续 . 


例 11.5.5 由 
72， 当 1<z<2 
F(Z) “3 7, 当 z= 2， 


7z3， 当 2<z<3 


定义 的 函数 下 : [1,3] 一 RR 在 [1,3] 上 不 是 连续 的 , 但 却 是 逐 段 连续 的 . 因为 它 限制 
到 [1,3] 的 分 法 的 三 个 区 间 [1,2), {2}, (2,3] 上 时 都 是 连续 的 . 

命题 11.5.6 设 I 是 有 界 区 间 , 并 设 了 :了 一 到 是 有 界 的 并 且 是 逐 段 连续 的 . 
那么 f 是 Riemann 可 积 的 . 

证 明 ”见习 题 11.5.1. i 


习 题 11.5 


11.5.1 ”证 明 命题 11.5.6. (提示 : 用 定理 11.4.1 的 (a) 和 (h).) 


811.6 ”单调 函数 的 Riemann 可 积 性 


除了 逐 段 连续 函数 外 ,另外 广泛 的 一 类 函数 , 即 单调 函数 也 是 Riemann 可 积 
的 . 对 此 我 们 给 出 两 个 命题 . 

命题 11.6.1 设 fa, 如 是 闭 的 有 界 区 间 , 并 设 F: [ao 中 一 下 是 单调 函数 .那么 
了 在 [aij 上 Riemann 可 积 . 

注 11.6.2 ”我 们 从 习题 9.8.5 知道 , 存在 不 逐 段 连续 的 单调 函数 . 所 以 这 个 命 
题 并 不 是 命题 11.5.6 的 结果 . 

证 明 ”不 失 一 般 性 , 可 以 认为 f 是 单调 增 的 . 从 习题 9.8.1 知道 , f 是 有 界 的 . 
设 N 是 整数 , 把 [a, |] 等 分 成 NN 个 长 度 为 妹 ? 的 半 开 区 间 {[a+ 生 2j,a+ 续 2(j 二 了)) : 
0<jsgN 一 1} 以 及 一 个 单 点 集 {5b}. 根据 命题 11.3.12, 有 


NS b—a 
/ Fy, ( sup 7 二 
I j=0 \rzé[lat jat+ (i+1l)) 
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( 单 点 集 {5} 显然 只 给 出 一 个 等 于 零 的 项 ). 由 于 f 是 单调 增 的 , 所 以 


NE b—a,. b—a 
/< N+D)) or 
类 似 地 ， 5 
一 b—-a.\b—a 
f> f(at 了 
/> 
于 是 


J 


J=0 


使 用 骨 套 级 数 ( 引 理 7.2.15), 我 们 就 得 到 


0 A 
=(/(0) - f(o)* 序 


然而 N 是 任意 的 , 所 以 我 们 可 以 像 在 定理 11.5.1 的 证 明 中 所 做 的 那样 , 断定 f 是 
Riemann 可 积 的 . 国 
推论 11.6.3 设 I 是 有 界 区 间 , 并 设 f :I 一 民 是 单调 的 并 且 是 有 界 的 . 那么 
ff 在 I 上 Riemann 可 积 . 
证 明 ”见习 题 11.6.1. 转 
我 们 现在 给 出 确定 单调 减 级 数 收敛 性 的 著名 的 积分 判别 法 . 
命题 11.6.4( 积 分 判别 法 ) ” 设 f : [0,oo) 一 民 是 单调 减 的 非 负 函数 ( 即 对 于 


一 切 z>0 有 f(z) >0). 那么 级 数 > 7 收 笋 的 充分 必要 条 件 是 


(xun / f) 是 有 限 的 . 
N>0 Jlo,N] 


证 了 明 ”见习 题 11.6.3. _ 图 

推论 11.6.5 设 p 是 实数 . 那么 级 数 > 二 当 p> 1 时 绝对 收敛 ,而 当 p 1 
时 发 散 . 

证 明 “见习 题 11.6.5. 国 
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习 题 11.6 


11.6.1 ”用 命题 11.6.1 证 明 推 论 11.6.3. (提示 : 改编 命题 11.5.3 的 证 明 .) 

11.6.2 ”叙述 一 个 恰当 的 逐 段 单调 函数 的 概念 , 然后 证 明 一 切 有 界 的 逐 段 单调 的 函数 是 Rie- 
mann 可 积 的 . 

11.6.3 证明 命 题 11.6.4. (提示 : 两 级 数 汇 /()， 汇 f(n) 以 及 积分 fo w 7 之 间 的 联系 是 
什么 ?) 

11.6.4 ”用 例子 表明 , 如 果 不 假定 了 是 单调 减 的 , 那么 积分 判别 法 的 充分 性 和 必要 性 两 方面 都 
不 成 立 . 

11.6.5 ”用 命题 11.6.4 证 推论 11.6.5. 


811.7 一 个 非 Riemann 可 积 的 函数 


我 们 已 经 证 明 , 一 大 类 有 界 函 数 是 Riemann 可 积 的 . 不 幸 的 是 , 存在 有 界 函 数 ， 
它们 不 是 Riemann 可 积 的 . 
命题 11.7.1 设 f:[0,1] 一 民 是 例 9.3.21 中 考虑 过 的 不 连续 函数 


1 当 zeQ 
人 -| 0， 当 zgQ. 
那么 f 是 有 界 的 , 但 不 是 Riemann 可 积 的 . 
证 明 ”很 明显 , f 是 有 界 的 . 我 们 来 证 明 它 不 是 Riemann 可 积 的 . 
设 焉 是 10,1] 的 分 法 . 对 于 任何 Je 了 P, 注意 到 只 要 J 不 是 单 点 集 或 空 集 , 就 有 


sup f(z7)=1 
rEJ 


(根据 命题 5.4.14). 那么 
(sup f(z))|J| = 17. 
EJ 
(注意 当 J 是 单 点 集 时 , 此 式 也 成 立 , 那 时 两 端 都 是 零 .) 于 是 , 根据 定理 11.1.13 我 
们 看 到 
U(fP)= >》 IJ 咱 =l[o1I= 二 


JEB:J 天 全 


注意 , 空 集 对 于 整个 长 度 无 任何 影响 . 从 而 , 根据 命题 11.3.12, 有 


/7 
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类 似 的 论证 给 出 , 对 于 一 切 (不 是 单 点 集 或 空 集 的 )J 
inf f(2) = 0， 


从 而 
L(fP)= > 0=0. 


JEP:J#C 


/ a 
-一 [0,]] 


于 是 ， 上 Riemann 积分 与 下 _ Riemann 积分 不 相等 ， 从 而 函数 不 是 Riemann 可 
积 的 , | 

注 11.7.2 ”你 可 以 看 出 , 不 Riemann 可 积 的 有 界 函 数 只 是 一 些 相当 “人 造 ” 
的 函数 . 因此 , Riemann 积分 在 绝 大 多 数 情 况 下 都 是 足够 好 的 . 当然 , 有 不 同 的 方 
式 来 推广 和 改进 这 种 积分 . 一 种 方式 是 Lebesgue 积分 , 我 们 将 在 第 19 章 予 以 讨 
论 . 另 一 种 是 Riemann-Stieltjes 积分 六 jda, 其 中 a :了 一 及 是 单调 增 函 数 , 我 们 在 
下 一 节 定 义 这 种 积分 . 


那么 根据 命题 11.3.12, 有 


811.8 Riemann-Stieltjes 积 


设 了 是 有 界 区 间 , a : 工 一 R 是 单调 增 函 数 , 并 设 f : 工 一 R 是 函数 . 那么 
Riemann 积分 有 一 种 推广 , 叫 作 Riemann-Stieltjes 积分 . 这 种 积分 像 Riemann 
积分 那样 定义 , 但 作 一 点 改变 : 代替 取 区 间 了 的 长 度 我 们 取 它 的 a 长 度 al 了 , 其 定 
义 如 下 : 如 果 了 是 单 点 集 或 空 集 , 那么 ae 站 := 0; 如 果 了 是 形 如 [oa 中, (a,b), (a,0)， 
[a,b) 的 区 间 , 其 中 a < 5b, 那么 ac] := a(b) 一 a(a). 注意 , 在 a 是 恒 等 函 数 w(z) := zx 
这 种 特殊 情形 下 , al[7] 恰 就 是 |T|. 但 对 于 更 一 般 的 单调 函数 a 来 说 , a 长 度 alI1] 是 
与 |1| 不 同 的 量 . 不 管 怎样 , 只 要 把 |1| 换 成 四 , 人 们 依然 可 以 完成 前 面 的 理论 . 

定义 11.8.1(a 长 度 ) ” 设 I 是 有 界 区 间 , 并 设 a :X 一 及 是 定义 在 某 个 包含 
I 的 区 域 X 上 的 函数 . 我 们 定义 了 的 a 长 度 如 下 . 如 果 工 是 单 点 集 或 空 集 , 那么 
令 all] = 0. 如 果 了 是 形 如 [oj (a,5), (a,9], [a,5) 的 区 间 , 其 中 a < b, 那么 我 们 令 
all] := Qa(b) — al(a). 

例 11.8.2 设 a:R 一 RR 是 函数 a(z) := z2. 那么 


af[2， 3]] =a(3) 一 a(2) =9 一 4= 5,a[( 一 3, 一 2)] = 一 5. 


同时 al{2}] = 0,afo] = 0 
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例 11.8.3 设 a:RR 一 民 是 恒 等 函数 a(z) := z. 那么 对 于 一 切 有 界 区 间 也 
al[ 了 ] = |1|( 为 什么 ?). 于 是 长 度 概念 是 a 长 度 概念 的 特殊 情形 . 
我 们 有 时 把 al[a, 9]] 写作 a] 或 a(z) |228. 
Riemann 积分 理论 的 一 条 关键 的 定理 是 定理 11.1.13, 它 涉及 长 度 及 分 法 , 并 表 
明 当 PP 是 了 的 分 法 时 
(= > 


JEP 
我 们 现在 对 此 稍 作 推广 . 
引 理 11.8.4 设 T 是 有 界 区 间 , a :XX 一 民 定义 在 某 包 含 T 的 区 域 基 上 的 通 
数 , 并 设 卫 是 了 的 分 法 . 那么 我 们 有 


al1] = > a{Jl. 
JEP 


证 明 ”见习 题 11.8.1. 国 

我 们 现在 可 以 给 出 定义 11.2.9 的 一 个 推广 的 形式 . 

定义 11.8.5(p.c. Riemann-Stieltjes 积分 )” 设 TI 是 有 界 区 间 , 并 设 P 卫 是 了 的 
分 法 . 设 wa: 和 一 到 是 定义 在 某 个 包含 T 的 区 域 X 上 的 函数 , 并 设 f :I 一 民 是 
关于 分 法 P 逐 段 常 值 的 函数 . 那么 我 们 定义 


p.c. 上 fda := 》 craly), 


JE 


其 中 cj 是 f 在 J 上 的 常 值 . 
例 11.8.6 设 了 :|[1,3] 一 及 是 函数 


_ [4， 当 ze (1,2) 
Jo 当 z€ ,9, 


设 a: 民 一 民 是 函数 a(z) := z?, 并 设 P 是 分 法 了 P 了 := {[1,2),[2,3j}. 那么 ， 
ef fda= cr,2)al[1, 2)] + cr2,312[[2, 3]] 
四 | 


=4(a(2) — a(1)) 十 2(a(3) ~ a(2)) 
=4x3+2x5=22. 


例 11.8.7 设 a: 民 一 民 是 恒 等 函 数 a(z) := z. 那么 对 于 任何 关于 P 逐 段 


常 值 的 函数 f, 我 们 有 
.C. da = p.c. ， 
D.c J Q: 一 D.C 站 
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(为 什么 ?) 

把 命题 11.2.13 中 的 p.c. /四 了 换 为 p.c. /fda, 可 以 得 到 与 该 命题 完全 类 似 的 
命题 (习题 11.8.2). 于 是 我 们 可 以 对 于 一 切 逐 段 常 值 函数 f :了 工 一 及 以 及 一 切 定义 
在 某 包 含 工 的 区 域 和 上 的 ac:X 一 下, 与 以 前 类 似 地 用 公式 


pe /aa ‘= pc 人 fda. 
I 四 ] 


来 定义 p.c. 太 fda, 其 中 了 P 是 任意 一 个 使 f 关于 它 逐 段 常 值 的 分 法 . 

到 现在 为 止 , 我 们 不 曾 对 a 作 任 何 假定 . 现在 我 们 假定 a 是 单调 增 的 , 即 当 
ZEX 且 yy>z 时 必 有 ay) > a(z). 这 理 含 着 对 于 X 中 的 一 切 区 间 T 都 有 
a(T) > 0( 为 什么 ?). 由 此 我 们 可 以 容易 地 验证 ， 当 把 积分 p.c. [fF 换 为 p.c. 太 fda， 
且 把 长 度 |I| 换 为 a 长 度 w(T) 时 , 定理 11.2.16 的 全 部 结果 继续 保持 成 立 . 见习 题 
11.8.3. 

然后 , 只 要 f :I 一 R 是 有 界 的 而 a 是 定义 在 一 个 包含 7 的 区 域 上 的 , 我 们 就 
可 以 用 通常 的 公式 


/ ee / gda : 9 在 I 上 是 逐 段 常 值 函 数 且 上 方 控制 /} 
I 
以 及 

| pe 站 gda : g 在 I 上 是 逐 段 常 值 函数 且 下 方 控制 f} 


来 定义 上 Riemann-Stieltjes 积分 J rfda 和 下 Riemann-Stieltjes 积分 下 fda. 然后 
我 们 说 f 在 I 上 关于 a 是 Riemann-Stieltjes 可 积 的 , 如 果 上 Riemann-Stieltjes 积 
分 和 下 Riemann-Stieltjes 积分 相等 的 话 , 且 此 时 我 们 记 


sae = J so = | fae 


如 前 所 述 , 当 a 是 恒 等 函 数 a(z) := z 时 , Riemann-Stieltjes 积分 与 Riemann 积 
分 重合 ; 可 见 Riemann-Stieltjes 积分 是 Riemann 积分 的 推广 .( 稍 后 , 在 推论 11.10.3 
中 我 们 将 对 两 种 积分 进行 另外 的 比较 .) 因为 这 个 缘故 , 我 们 有 时 把 f/f 写作 [fdz 
或 [f(z)dz. 

那么 , Riemann 积分 理论 中 的 绝 大 部 分 (但 不 是 全 部 ) 都 可 以 毫 无 困难 地 推广 
到 Riemann-Stieltjes 积分 , 只 需 把 长 度 换 为 a 长 度 . 有 些 结果 失效 ; 定理 11.4.1(g)、 
命题 11.5.3 以 及 命题 11.5.6 当 a 在 关键 之 处 间断 时 不 必 成 立 (例如 , 当 f 和 a 都 在 
同一 点 处 间断 时 ，j fda 可 能 没有 定义 ). 但 是 , 定理 11.5.1 依然 成 立 (习题 11.8.4). 
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习 题 11.8 


11.8.1 ”证 明 引 理 11.8.1. (提示 : 修改 定理 11.1.13 的 证 明 .) 

11.8.2 ”叙述 并 证 明 命 题 11.2.13 关于 Riemann-Stieltjes 积分 的 类 比 . 

11.8.3 ”叙述 并 证 明定 理 11.2.16 关于 Riemann-Stieltjes 积分 的 类 比 . 

11.8.4 ”叙述 并 证 明定 理 11.5.1 关于 Riemann-Stieltjes 积分 的 类 比 . (提示 : 证 明 时 要 小 心 . 
这 里 问题 是 , 某 些 长 度 | 大 | 不 应 改变 , 而 另 一 些 长 度 |.| 应 改 为 a 长 度 a[Jk] 基 
本 上 , 在 求 和 号 内 出 现 的 | 大 | 应 换 为 a[.], 而 其 他 的 不 变 .) 

11.8.5 设 sgn: 民 一 及 是 符号 函数 


1， 当 z>0， 
sgn{zZ) := 0， 当 z=0， 
一 1]， 当 zz<0. 


设 f: [1,1] 一 及 是 连续 函数 . 证 明 f 关于 sgn 是 Riemann-Stieltjes 可 积 的 , 并 且 
yasem = 7(0) 
{—1,1] 


(提示 : 对 于 每 个 。 > 0, 找 上 方 控制 f 及 下 方 控制 f 的 逐 段 常 值 函 数 , 使 它们 的 
Riemann-Stieltjes 积分 是 e- 接近 于 f(0) 的 .) 


$11.9 ” 微 积分 的 两 个 基本 定理 


我 们 现在 已 有 足够 的 工具 来 把 积分 学 和 微分 学 用 微 积分 基本 定理 联系 起 来 . 实 
际 上 有 两 个 这 样 的 定理 , 一 个 处 理 积分 的 导数 , 另 一 个 处 理 导 数 的 积分 . 

定理 11.9.1( 微 积分 第 一 基本 定理 ) 设 a<b 是 实数 , 并 设 让: [ab 一 下 是 
Riemann 可 积 函 数 . 设 玉 :|[a,0 一 民 是 函数 

F(x) := 天 
[a,z] 

那么 已 是 连续 的 . 进而 , 如 果 zo E [aw 引 且 了 在 xzro 处 连续 , 那么 所 在 zo 处 可 微 
并 且 F(zx0) = f(xo). 

证 明 ”由 于 f 是 Riemann 可 积 的 , 所 以 它 是 有 界 的 (根据 定义 11.3.4). 于 是 
存在 实数 M 使 得 对 于 一 切 x e [ao, 中， 


_M < f(z) < M. 
现 设 z <y 是 [a,4| 的 两 个 元 素 . 注意 , 根据 定理 11.4.1(h)， 


F(y) - F(z) = 站 Fe |, je ) f. 
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根据 定理 11.4.1(e) 得 ， 


/ r<| M=p.e. 上 M = M(y — 7), 
[z,y] [x,y] [z,y] 
以 及 
J ;> / -M=pe / —M = —M/(y— 2), 
[z,y] [zy] [z,y] 


IF(y)— F(z)| < M(y — 2). 

这 是 y > z 的 情形 . 交换 zx 和 y, 就 得 到 当 zx > y 时 
IE) ~ F(z)| < M(z —Y). 

还 有 , 当 z = y 时 F(y) -F(z) = 0. 于 是 在 全 部 三 种 情形 下 有 
IF(y)— F(z)| < Mly— zl. 


现 设 z e [a,9], 并 让 (zn)%o 是 一 个 [如 中 的 收敛 到 xz 的 序列 . 那么 对 于 一 切 mw， 
有 


从 而 


一 AMflzn 一 Z| < F(xn) — F() < Mn ~ zl. 


然而 当 ”一 co 时 , 一 M|zn 一 Z| 与 Milzn ~- z| 都 收敛 到 0, 所 以 根据 挤 压 判别 法 ， 
F(Tn) 一 F(z) 当 n 一 00 时 收敛 到 0, 于 是 


im F(zn) = F(x). 


由 于 这 对 于 [c,b 中 的 一 切 收敛 到 z 的 序列 (za)se_。 成 立 , 所 以 了 在 zx 处 连续 . 由 
于 z 是 [a,4] 的 任意 元 素 , 所 以 下 是 连续 的 . 

现在 假定 zo e [a, 9], 并 且 f 在 zo 处 连续 . 任 取 s > 0. 根据 连续 性 , 我 们 能 找 
到 6 > 0, 使 得 对 于 区 间 了 : [zo 一 6, zo 二 引 门 la, 中 的 一 切 zx, 成立 |f(z)- (lzo)| < e， 
换言之 

f(z0) -= < f(z) < f(z0) + ,对 于 一 切 z e 工 
我 们 现在 证 明 
IF(y) — F(z0)— f(xo)(y — zo0)| < ely ~ zol 

对 于 一 切 y e 了 成立, 然后 , 命题 10.1.7 将 推出 FF 在 zo 处 可 微 且 导数 F'(zx0) = 
f(zo), 即 所 欲 证 的 结论 . 

固定 ye I. 有 三 种 情况 . 如 果 y = zo, 那么 


F(y) ~ F(z0) — f(z0)(y ~ zo0) = 0， 
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从 而 结论 明显 成 立 . 如 果 y > zo, 那么 
Fy) -F(zo)= | 


[zow] 


由 于 zo,y Ee 了 而 了 是 连通 集合 , 那么 [zo,y] 是 了 的 子 区 间 , 从 而 
f(z0) —e < f(z) < f(z0) +e, 对 于 一 切 ze [zo,y] 成 立 ， 


(f(z0) — a)(y — zo) < F< leo) + ey 20) 


因此 
IF(y) — F(z0) 一 zol — Zo)| < ely — zol. 


y < zo 的 情形 是 类 似 的 , 留 给 读者 考虑 . 图 

例 11.9.2 ”回想 在 习题 9.8.5 中 构 作 的 单调 函数 f : RR 一 及, 它 在 每 个 比例 数 
处 间断 , 而 在 其 他 点 处 连续 . 根据 命题 11.6.1, 这 个 单调 函数 在 [0, 1] 上 是 Riemann 
可 积 的 . 如 果 我 们 定义 下 : [0,1] 一 R 是 函数 


F(z) := 也 
[0,2] 
那么 FF 是 连续 函数 , FF 在 每 个 非 比 例 数 处 可 微 . 男 一 方面 , F 在 每 个 比例 数 处 不 可 
微 , 见习 题 11.9.1. 
非 正 式 地 , 微 积 分 第 一 基本 定理 断言 , 在 关于 f 的 一 些 假定 条 件 之 下 ， 


( 下 1 (z) = f(z). 
[0,z] 


粗略 地 说 , 这 意味 着 , 积分 的 导数 恢复 到 原始 函数 . 现在 我 们 证 明 反 过 来 的 命题 , 导 
数 的 积分 恢复 到 原始 函数 . 

定义 11.9.3( 原 函数 (antidervatives))” 设 I 是 有 界 区 间 , 并 设 :了 工 一 及 是 函 
数 . 我 们 说 函数 F : I 一 R 是 f 的 一 个 原 函 数 , 如 果 FF 在 T 上 可 微 并 且 对 于 一 切 
EI, F(z)= f(2). 

定理 11.9. 4( 微 积分 第 二 基本 定理 ) 设 a <b 是 实数 , 并 设 f: [ob 一 取 是 
Riemann 可 积 函 数 . 如 果 忆 : [a,b| 一 民 是 了 的 一 个 原 函 数 , 那么 


/ f =F(0) — F(a). 
[a,b] 
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证 明 ”我 们 将 使 用 Riemann 和 . 想法 是 证 明 对 于 [a,4] 的 每 个 分 法 下 都 成 立 
U(f,P) > F(b) — F(a) > L(F,P). 
左边 的 不 等 式 断 定 (5) 一 下 (a) 是 集合 
{U(f,P) :P 是 [a,4] 的 分 法 } 
的 下 界 , 而 右边 的 不 等 式 断 定 FU) - F(a) 是 集合 
{ZL(f,P) :P 是 [a,4b] 的 分 法 } 
的 上 界 . 然而 根据 命题 11.3.12, 这 表明 


/ f>FO-Fa> / 
[a,b) [a,b] 


但 根据 假设 f 是 Riemann 可 积 的 , 所 以 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 都 等 
于 fa f: 那么 , 所 要 的 结论 就 推出 来 了 . 

我 们 必须 证 明 U(f,P) > F(b) - F(a) > L(f,P)， 我 们 只 证 第 一 个 不 等 式 
U(f,P) > F(b) 一 下 (a), 另 一 个 不 等 式 的 证 明 是 类 似 的 . 

设 正 是 [如 的 分 法 . 从 引 理 11.8.4 得 知 


F(6) -F(a)=2,F= 2, FI 
JEP JEP:J#8 
同时 从 定义 知 
U(fP)= 2 sup f(z)IJ. 


JEP:J#8 
于 是 , 只 要 证 明 , 对 于 一 切 非 空 的 Je 了 P， 
FIJ] < sup f(z)|J| 
rEJ 


就 够 了 . 

当 J 是 单 点 集 时 , 结论 是 明显 的 , 因为 两 边 都 是 零 . 现 设 J = [c,d], (c,d), [c,d)， 
或 (c,d), 其 中 c < d， 那 么 左边 是 F(J) = F(d) - F(c)， 根据 中 值 定理 , 这 等 于 
(d 一 c)F"'(e), 其 中 是 J 的 某 个 元 素 . 但 由 于 Fr'(e) = f(e), 我 们 得 到 


FIJ]=(d—o)f(e)= f(e)lJ| < ou 


这 就 是 所 要 的 不 等 式 . 区 
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当然 , 正如 你 所 知道 的 , 只 要 能 找到 被 积 函数 f 的 一 个 原 函 数 , 就 能 使 用 微 积 
分 第 二 基本 定理 相对 容易 地 计算 积分 . 注意 , 微 积 分 第 一 基本 定理 保证 每 个 连续 的 
Riemann 可 积 函 数 都 有 原 函 数 . 对 于 不 连续 的 函数 , 情况 比较 复杂 , 那 是 研究 生 水 
平 的 实 分 析 课 题 , 此 处 不 予 讨论 . 还 有 , 并 不 是 每 个 有 原 函 数 的 函数 都 是 Riemann 
可 积 的 . 作为 例子 , 考虑 由 


F(z) 一 22sin 方 ， 当 z 关 0; 而 F(0)=0 


定义 的 函数 下 : [1,1] 一 R. 那么 下 是 处 处 可 微 的 (为 什么 ?), 所 以 F' 有 原 函数 . 
但 F' 是 无 界 的 (为 什么 ?), 从 而 不 是 Riemann 可 积 的 . 

我 们 现在 停 下 来 提 一 下 关于 原 函 数 的 令 人 厌恶 的 、 含糊 其 词 的 “+-C” 陈 述 : 

引 理 11.9.5 设 I 是 有 界 区 间 , 并 设 :了 工 一 及 是 函数 . 设 焉 :了 工 一 下 
和 CCG:T 一 及 是 三 的 两 个 原 函 数 . 那么 存在 一 个 实数 C, 使 得 对 于 一 切 ze 了 
F(x) = G(z) 十 C. 

证 明 ”见习 题 11.9.2. 一 


习 题 11.9 


11.9.1 设 f:[0,1] 一 及 是 习题 9.8.5 中 的 函数 . 证 明 对 于 每 个 比例 数 ge Q@ 门 [0,1], 函数 f 
在 g 处 不 可 微 . (提示 : 使 用 中 值 定理 , 推论 10.2.9.) 

11.9.2 ”证 明 引 理 11.9.5. (提示 : 对 于 函数 F 一 G, 使 用 中 值 定理 , 即 推论 10.2.9， 也 可 以 
用 微 积分 第 二 基本 定理 证 明 这 个 引 理 (如 何 证 ?), 但 必须 小 心 , 因为 我 们 不 假设 f 是 
Riemann 可 积 的 .) 

11.9.3 设 a < 5 是 实数 , 并 设 f : [ab 一 及 是 单调 增 函 数 ， 设 下 : [ab 一 及 是 函数 
F(z) := 刀 af 设 zo 是 (ab) 的 元 素 . 证 明 已 在 zo 处 可 微 的 充分 必要 条 件 是 f 
在 zo 处 连续 . (提示 : 充分 性 部 分 用 一 条 微 积分 基本 定理 . 对 于 另 一 部 分 , 用 反 证 法 ， 
考虑 f 的 左 极限 与 右 极限 .) 


811.10 ”基本 定理 的 推论 


我 们 现在 可 以 给 出 微 积分 基本 定理 的 几 个 有 用 的 推论 (除了 当知 道 原 函数 时 
可 以 计算 积分 这 一 明显 的 应 用 之 外 ). 第 一 个 应 用 是 熟知 的 分 部 积分 公式 . 

命题 11.10.1( 分 部 积分 公式 ) 设 工 = [ab 并 设 下 :fa 一 及 以 及 G: 
[a,8] 一 民 都 在 [a,8] 上 可 微 并 且 fF' 和 G' 都 在 T 上 Riemann 可 积 . 那么 我 们 有 


| FG’ = F(b)G(b) — F(a)G(a) — 下 F'G. 
{a,b] [a,b] 
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证 明 ”见习 题 11.10.1. 画 

下 面 我 们 证 明 , 在 一 定 的 条 件 下 , 可 以 把 ps 积分 写成 Riemann 
积分 . 我 们 从 逐 段 常 值 函数 开始 . 

定理 11.10.2 设 a:[o 如 一 限 是 单调 增 函 数 , 并 设 a 在 [a,b|] 上 还 是 可 微 的 
而 且 aw' 是 Riemann 可 积 的 . 设 f:[a,b] 一 民 是 [a,0] 上 的 逐 段 常 值 函数 ,那么 Fa' 
在 [a,b] 上 Riemann 可 积 , 而 且 

fda = fa.. 
[a,b] [a,b] 

证 明 ”由 于 了 是 逐 段 常 值 的 , 它 必 是 Riemann 可 积 的 , 而 由 于 ww 是 Riemann 
可 积 的 , 所 以 根据 定理 11.4.5, fa' 是 Riemann 可 积 的 . 

设 f 关于 [o, 如 的 某 个 分 法 也 是 逐 段 常 值 的 . 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 认为 正 不 
含 空 集 . 那么 我 们 有 


J da = 9p.c. fda = 6 


其 中 cj 是 f 在 J 上 的 常数 值 . 另 一 方面 , 从 定理 11.2.16(h) (将 其 推广 到 任意 长 度 
的 分 法 一 一 为 什么 这 个 推广 成 立 ?) 得 
人 a -hh 
但 由 微 积分 第 二 基本 定理 (定理 11.9.4), /; a = al 媳 , 从 而 得 到 所 要 的 结论 ， 国 
推论 11.10.3 设 a:[a,b] 一 民 是 单调 增 函 数 , 并 假设 a 还 在 [ai 上 可 
微 , 而 且 oa/ 在 [a,0] 上 Riemann 可 积 . 如 果 了: [al 一 了 关于 a 在 [ab 上 
Riemann-Stieltjes 可 积 , 那么 fa' 在 [ab 上 Riemann 可 积 , 并 且 


/ da = fa'. 
[fo 局 [a,6] 


证 明 ”注意 f 和 a' 是 有 界 的 , fa' 必 也 是 有 界 的 . 还 有 ， 由 于 a 是 单调 增 的 
并 且 可 微 , 所 以 a' 是 不 取 负 值 的 . 
设 es > 0. 那么 可 以 找到 一 个 [a, 上 的 逐 段 常 值 函数 f, 它 上 方 控制 f, 并 找 
到 一 个 [a,9] 上 的 逐 段 常 值 函数 f, 它 下 方 控制 f, 使 得 
en fda—e< J fda< | fda < J jda 十 e， 


用 定理 11.10.2 得 ， 


下 faa-e< | jos</ Je</ jda 十 e. 
[a,b] [oa 局 [a,b] [a,b] 
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由 于 a’ 不 取 负 值 , 而 f 下 方 控制 f, 所 以 fa 下 方 控制 fa 于 是 了 ,fo < 
[fa/( 为 什么 ”), 那么 


[a,b] 


fda—e< J fa.. 
[a,b] 


[a,b] 


类 似 地 , 有 


a < je jda 十 E， 
由 于 这 些 不 等 式 对 于 任何 s > 0 都 成 立 , 所 以 必 有 


fda < ja < Fa < fda, 
[a,b] [a,b] [oa [ao 沁 
从 而 得 到 所 要 的 结论 . 加 
注 11.10.4 ” 非 正式 地 说 , 推论 11.10.3 断言 , 当 a 可 微 时 , fda 实质 上 等 价 于 
dedz, 然而 , Riemann-Stieltjes 积分 的 优点 在 于 , 即使 a 不 是 可 微 的 , 积分 依然 是 
有 意义 的 . 
我 们 现在 建立 熟知 的 变量 替换 公式 . 我 们 首先 需要 一 个 预备 引 理 . 
引 理 11.10.5( 变 量 替换 公式 I) 设 [a,0] 是 闭 区 间 , 并 设 如 : [oa 中 一 [wp(a),p(b)] 
是 连续 的 单调 增 函 数 . 设 了 : [p(a),yp(b)] 一 民 是 [p(a),yp(b)] 上 的 逐 段 常 值 函 数 . 那 
么 fop:ia 引 一 下 在 [a, 避 上 也 是 逐 段 常 值 函 数 , 并 且 


fovdp= | 


f. 
[Pp(a),w(b)] 
证 明 ”我 们 给 出 一 个 证 明 的 框架 , 把 细节 留 到 习题 11.10.2 中 . 
设 正 是 [yp(a),w(6b)] 的 分 法 , 使 得 f 关于 了 是 逐 段 常 值 的 , 我 们 可 以 假定 了 不 
含 空 集 . 对 于 每 个 J e P, 设 cj 是 f 在 J 上 的 常数 值 . 那么 
所 J|. 
四 > ld 


JEP 


[a 沁 


对 于 每 个 区 间 J 设 p-1(J) 是 集合 -1(J) := {zx e [ob :elz) e J), 那么 o-L(J) 
是 连通 的 (为 什么 ?), 所 以 是 区 间 . 进而 , cy 是 f oy 在 p-1(J) 上 的 常数 值 (为 什 
么 ?), 于 是 , 如 果 定义 Q := {wp-1(J) : J eP}, 那么 Q 是 [a, 村 的 分 法 (为 什么 ?), 并 
且 foy 关于 Q 是 逐 段 常 值 的 (为 什么 ?). 于 是 


fo pdyp = 站 Fopdp = 》 crp[p-1(J)]. 
[a,b] [Q] JEP 
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然而 plp-1(J)] = |J|( 为 什么 ?). 这 就 推出 了 所 要 的 结论 . 国 

命题 11.10.6( 变 量 替换 公式 ID) 设 [a,9]| 是 闭 区 间 , 并 设 P: [a,b] 一 [wp(a), wp(b) 

是 连续 的 单调 增 函 数 . 设 有: [p(a),p(0) 一 民 在 [wp(a),p(5)] 上 Riemann 可 积 . 那 
么 foyp:[a,0] 一 民 是 关于 yp 在 [a,b 上 Riemann-Stieltjes 可 积 的 , 并 且 

o bdop 一 . 

[a,b] ss eh 


证 明 ”使 用 与 从 定理 11.10.2 推出 推论 11.10.3 类 似 的 方法 , 就 可 从 引 理 11.10.5 
推出 此 命题 . 首先 注意 到 , 由 于 f 是 Riemann 可 积 的 , 它 是 有 界 的 , 所 以 foy 必定 
也 是 有 界 的 (为 什么 ?). 

设 s > 0. 那么 可 以 找到 在 [p(a),p(9)] 上 上 方 控 制 f 的 逐 段 常 值 函 数 了 以 及 
下 方 控制 的 逐 段 常 值 函数 f, 使 得 


/ 下 / fx . F< a 
[Pp(a),Pp(5)] [p(a),w(5)] [p(a),P(b] [ef(a),e(b] 


用 引 理 11.10.5 得 ， 


/ f-e< 上/ fovap< |/ Jovav< | fie 
[Pp(a),p(b)] [a,6] [a,b) [Pp(a),w(b)] 


由 于 fo 是 逐 段 常 值 的 , 并 且 下 方 控制 fo y, 所 以 


并 且 类 似 地 , 有 


于 是 


J 1-e</ tovav< | fovdo < 人 f+e 
[Pp(a),P()] 二 [aJ [a 澡 [e(a),e(b)] 


由 于 是 任意 的 , 这 就 推出 


[sg sopao<s) jovavsf i 
[p(a),p(b)] 二 [ab [a,b] [p(a),p(b)] 


从 而 得 到 所 要 的 结论 . 用 
把 此 公式 与 推论 11.10.3 联合 , 立即 得 到 下 述 熟 知 的 公式 : 
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命题 11.10.7( 变 量 替 换 公 式 IID) 设 [a,b] 是 闭 区 间 , 并 设 


y : [a,b] = [pla), p(0)] 


是 可 微 的 单调 增 函 数 ， 而 且 yp' 是 Riemann 可 积 的 . 设 让: [wp(a),p(0) 一 下 是 
在 [p(a),p(5)] 上 Riemann 可 积 的 函数 . 那么 (fop)o' : [a 四 一 民 是 [a,9] 上 的 
Riemann 可 积 的 函数 , 而 且 


11.10.1 


11.10.2 
11.10.3 


11.10.4 


Ws Pp A 
习 题 11.10 


证 明 命题 11.10.1. (提示 : 先 用 推论 11.5.2 和 定理 11.4.5 证 明 FG' 和 F'G 是 
Riemann 可 积 的 , 然后 用 乘积 法 则 (定理 10.1.13(d)).) 

补 上 引 理 11.10.5 的 证 明 中 用 (为 什么 ?) 标 出 的 细节 . 

设 a < 5 是 实数 , 并 设 f : [a, 中 一 及 是 Riemann 可 积 函数 . 设 9g : [-b, 一 a] 一 到 
是 函数 g(z) := f( 一 x). 证 明 9 也 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 jw -dg = 人 天 
代替 单调 增 , 当 wp 单调 减 时 , 命题 11.10.7 的 类 似 命题 是 什么 ?( 当 yp 既 不 单调 增 , 也 
不 单调 减 时 , 情况 变 得 本 质 上 复杂 得 多 .) 
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812.1 定义 和 例 


在 定义 6.1.5 中 , 我 们 定义 了 实数 序列 (z%)2, 收敛 到 一 个 实数 zx 是 什么 意 
思 ; 实际 上 , 这 指 的 是 对 于 每 个 。 > 0, 都 存在 N > m, 使 得 对 于 一 切 n > N, 都 有 
Iz 一 zn| < s. 当 此 事 成 立时 , 记 为 lim zn = z. 

直观 地 说 , 当 序列 (za)s2 收敛 到 极限 z 时 , 指 的 是 序列 的 元 素 zn 将 终极 地 以 
任意 要 求 的 程度 接近 于 zx. i di 引入 两 个 实数 间 的 距 
离 函 数 d(x,y), 它 定义 为 dlz,y) := |z 一 yl. (于 是 , 作为 例子 , d(3, 5) = 2, d(5, 3) = 2， 
而 d(3,3) = 0.) 那么 有 : 

引 理 12.1.1 设 (zn)2, 是 实数 序列 , 并 设 z 是 实数 , 那么 (Zn)2S2m 收敛 到 
Z 当 且 仅 当 lim ad(zn,Z) = 0. 

证 明 ”见习 题 12.1.1. 国 

人 们 现在 可 能 愿意 把 这 个 收敛 概念 加 以 推广 , 使 得 不 仅 可 以 对 于 实数 序列 取 极 
限 , 而 且 也 可 以 对 于 复数 序列 , 或 向 量 序列 , 或 矩阵 序列 , 或 函数 序列 , 甚至 序列 的 
序列 来 取 极 限 . 一 种 方式 是 , 每 当 处 理 一 类 新 的 对 象 时 , 就 重新 定义 一 次 收敛 的 概 
念 . 你 会 想到 , 这 样 做 很 快 就 会 变 得 异常 元 烦 . 一 个 更 有 效 的 方法 是 抽象 地 定义 非 
常 一 般 的 一 类 空间 , 它 包 含 实数 空间 、 复 数 空间 和 向 量 空间 等 基本 的 空间 , 并 在 整 
个 这 类 空间 上 一 次 性 地 定义 收敛 的 概念 . (一 个 空间 恰 是 全 体 一 定 类 型 的 一 些 对 象 
的 集合 , 如 全 体 实数 的 空间 和 全 体 3 x 3 矩阵 的 空间 等 . 从 数学 上 来 说 , 在 空间 和 和 集 
合 之 间 并 没有 多 大 差别 . 只 是 空间 中 装备 着 比 随意 的 集合 更 多 的 结构 . 例如 , 实数 
空间 装备 着 加 法 和 乘法 运算 , 而 一 般 的 集合 就 没有 .) 

有 两 类 很 有 用 的 空间 , 在 这 些 空间 上 面 可 以 定义 收敛 概念 . 一 类 是 度量 空间 ， 
我 们 这 里 要 研究 这 类 空间 . 另 一 类 是 更 一 般 的 空间 , 叫 作 拓扑 空间 , 拓扑 空间 也 是 
很 重要 的 , 但 我 们 仅 在 $13.5 中 简短 地 处 理 一 下 这 种 空间 . 

粗略 地 说 , 一 个 度量 空间 是 一 个 具有 距离 d(z,y) 的 概念 的 任意 的 集合 X, 其 
距离 应 具有 合理 的 性 状 . 更 准确 地 说 , 有 : 

定义 12.1.2( 度 量 空间 ) ”度量 空间 (X, d) 是 一 个 集合 和 其 中 的 元 素 叫 作 点 ， 
连同 一 个 距离 函数 或 度量 4: 久 x 义 一 [0,o0), 它 把 和 中 的 每 一 对 点 z,y 指派 到 
一 个 非 负 的 实数 d(x,y) > 0, 而 且 度 量 必须 满足 下 述 四 条 公理 : 

(a) 对 于 任意 的 ze 和 ,有 dz,z) = 0. 
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(b) ( 正 性 ) 对 于 不 同 的 z,yeEeX, 有 d(x,y) > 0. 

(c) (对 称 性 ) 对 于 z,y e X, 有 d(x,y) = d(y, 2). 

(d) (三 角形 不 等 式 ) 对 于 zx,y,z €E X, 有 d(x,z) < d(x,y) + d(y,2z). 

在 很 多 情况 下 , 度量 d 是 明确 的 , 从 而 我 们 把 (X, d) 简写 为 X. 

注 12.1.3 ” 条件 (a) 和 (b) 可 以 重 述 为 : 对 于 zy e X, d(x,y) > 0, 而 且 
d(z,y) = 0 当 且 仅 当 z = y. (为 什么 这 等 价 于 (a) 和 (b)?) 

例 12.1.4( 实 直线 )” 设 RR 是 实数 集 , 并 设 4 :及 x 避 一 (0,co) 是 前 面 提 到 的 度 
量 d(xz,y) := |z 一 yl. 那么 (R,d) 是 度量 空间 (习题 12.1.2). 我 们 把 d 叫 作 及 上 的 
标准 度量 , 而 且 当 提 到 R 作为 度量 空间 时 , 若 无 特殊 说 明 , 指 的 就 是 标准 度量 . 

例 12.1.5( 导 出 的 度量 空间 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 Y 是 X 的 子 集 合 . 
那么 可 以 把 度量 函数 d : X x X 一 [0,co) 限制 到 X x X 的 子 集合 Y x Y 上 而 产 
生 一 个 限制 的 Y 的 度量 函数 dlyxy :Y xY 一 [0,co), 这 叫 作 站 上 的 由 X 上 的 度 
量 导 出 的 度量 . 序 偶 (Y, dlyxy) 是 一 个 度量 空间 (习题 12.1.4), 叫 作 (X,d) 的 由 YY 
导出 的 子 空间 . 于 是 , 作为 例子 , 上 一 个 例子 中 的 实 直线 上 的 度量 在 实 直 线 的 任何 
子 集 上 , 例如 在 整数 集 Z 或 区 间 [a,b 上 等 都 导出 一 个 子 空间 结构 . 

例 12.1.6( 欧 几 里 得 空间 ) ” 设 n> 1 是 自然 数 , 并 设 R" 是 ”元 有 序 实数 组 
的 空间 : 

R” = {(z1,… ,Tn) : zl ,Tn € R}. 


定义 欧 几 里 得 度量 (也 叫 作 12 度量 )dp : 了" x Rn" 一 及 为 


daz((Z1 Zn (Vi, ,Yn)) := (zl — 1)2+ + (zn — Yn)2 

n 2 

一 (Pe 一 w) . 

=1 
于 是 , 作为 例子 , 当 n= 2 时 ,di2((1,6), (4,2)) = V32 十 42 = 5. 这 个 度量 对 应 于 在 两 
点 (zl ,Zn), (1,… ,yn) 之 间 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 给 出 的 几何 距离 . (注意 , 虽然 
几何 给 出 某 些 非常 重要 的 度量 空间 的 例子 , 但 还 是 存在 不 具 明 显 几何 特性 的 度量 空 
间 . 下 面 给 出 一 些 例子 .) 验证 (R?,d) 确实 是 度量 空间 , 可 以 从 几何 上 看 出 (例如 ， 
现在 三 角形 不 等 式 断 言 三 角形 的 一 边 的 长 总 是 小 于 或 等 于 另 两 边 的 长 度 之 和 ), 但 
也 可 以 代数 地 进行 证 明 (见习 题 12.1.6). 我 们 把 (R", dz) 叫 作 no 维 欧 几 里 得 空间 . 

例 12.1.7( 出 租车 度量 )” 仍 设 n> 1 以 及 Rn 如 上 例 . 但 现在 使 用 另 一 个 度 

量 du, 即 所 谓 的 出 租车 度量 (或 11 度量 ), 定义 是 


dla((z1…: ;Tn), (Vi, , Yn)) :=|z1 一 红 | 十 … 十 |zn 一 如 | 
n 


=2, |zi ~ yil. 


i=1 
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于 是 , 作为 例子 , 当 n = 2 时 ,da((1,6),(4,2)) = 3 十 4 = 7. 这 个 度量 叫 作 出 租车 度 
量 , 是 因为 当 出 租车 从 一 点 驶 向 另 一 点 时 , 如 果 只 能 沿 坐 标 方向 ( 北 、 南 、 东 、 西 ) 
行驶 而 不 允许 走 对 角 线 , 就 走 过 这 里 的 dn. 这 样 , 它 总 是 至 少 与 欧 几 里 得 度量 一 样 
大 , 而 欧 几 里 得 度量 量度 的 是 “直线 ”距离 . 我 们 断言 空间 (R", di ) 也 是 度量 空间 
(习题 12.1.7). 两 者 的 度量 不 完全 一 样 , 但 不 等 式 


dp(zg) < dn (2,y) 和 Vndr (zr,y) (12.1) 


对 于 一 切 z,y 成 立 (见习 题 12.1.8). 

注 12.1.8 ”出 租车 度量 在 有 些 地 方 是 有 用 的 , 例如 在 纠 错 码 理论 中 . 一 个 由 
n 个 二 进 制 数组 成 的 数 串 可 以 看 作 是 R* 中 的 一 个 元 素 , 例如 二 进 制 数 串 10010 可 
看 作 R5 中 的 点 (1,0,0,1,0). 两 个 二 进 制 数 串 之 间 的 出 租车 距离 就 是 这 两 个 数 串 中 
不 同 的 比特 (bit) 的 数目 , 例如 dn (10010, 10101) = 3. 纠 错 码 的 目的 是 把 每 条 信息 
(例如 一 个 字母 ) 编 成 一 个 二 进 制 数 串 , 使 得 依 出 租车 度量 , 各 数 串 之 间 离 得 尽 可 能 
远 ; 这 就 使 随机 的 干扰 把 一 个 一 个 编码 的 二 进 制 数 串 改变 成 另 一 个 数 串 而 造成 误 传 
的 机 会 降低 到 最 小 , 同时 也 使 探 察 到 此 种 误 传 并 予以 纠正 的 机 会 增 大 到 最 大 . 

例 12.1.9( 上 确 界 范 数 度量 ) ”还 让 n > 1, 并 设 R" 如 前 . 但 现在 使 用 另 一 个 
度量 di~, 即 所 谓 的 上 确 界 范 数 度 量 (或 1 度量 ), 定义 是 


de (zi Zn (Yi Yn)) := sup{|zi — Yi|:1<ign)}. 


那么 , 作为 例子 , 当 n = 2 时 ,dc ((1, 6), (4,2)) = sup(3,4) = 4. 空间 (R", diw) 也 是 
度量 空间 (习题 12.1.9), 并 且 以 不 等 式 
1 
Vn 

与 12 度量 相 联系 (见习 题 12.1.10). 

注 12.1.10 11, L2, 1% 度量 是 更 一 般 的 1? 度量 的 特殊 情形 , 此 处 p € [0, co]， 
但 本 书 不 讨论 这 些 更 一 般 的 度量 . 

例 12.1.11( 离 散 度量 ) ” 设 X 是 任意 的 集合 (有 限 的 或 无 限 的 ), 定义 离散 度 
量 (discrete metric) duisc 如 下 : 


dz (2， y) < di- (z, y) < di2 (z， 7)， 对 于 一 切 TY (12.2) 


doe ls y) “| 0， 若 z = 


Cai y) :一 1， 若 z YY. 


那么 , 按照 这 个 度量 , 所 有 的 点 之 间 的 距离 都 是 一 样 的 . 空间 (X, da;se) 是 度量 空间 
(习题 12.1.11). 可 见 , 每 个 集合 X 上 面 都 至 少 有 一 个 度量 . 
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例 12.1.12( 测 地 距离 )( 非 正式 的 )” 设 鲜 是 球面 {(z,yz) E 了 到 3 : z2 十 2 十 z2 一 
1}, 并 设 d(z,y 2),(z yz)) 是 在 六 中 从 (z,y,z) 到 (z',y,z') 的 最 短 曲线 的 长 
度 . (这 条 曲线 实际 上 是 大 圆 的 一 段 弧 , 此 处 不 证 明 此 事 , 它 要 用 到 多 元 微 积 分 , 超 
出 此 书 的 范围 .) 这 使 X 成 为 一 个 度量 空间 , 读者 应 能 验证 (不 必 使 用 球面 的 任何 
几何 ) 三 角形 不 等 式 由 定义 几乎 是 自动 成 立 的 . 

例 12.1.13( 最 短路 径 ) ( 非 正式 的 ) ”在 现实 生活 中 , 度量 空间 的 例子 比比 皆 是 . 
例如 , X 可 以 是 此 刻 连 接 在 互联 网 上 的 一 切 计 算 机 , 而 d(z,y) 是 从 计算 机 z 传输 数 
据 到 计算 机 y 所 经 过 的 机 器 的 最 小 数目 . 例如 车 z 与 y 不 是 直接 连接 而 是 同时 连 
接 到 计算 机 z 的 , 那么 d(z,y) = 2. 假定 网 络 上 的 一 切 机 器 都 可 最 终 连 到 一 起 (于 
是 d(z,y) 总 是 有 限 的 ), 那么 (X,d) 是 度量 空间 (为 什么 ?). 像 六 合 彩 (“six degrees 
of separation”) 之 类 的 游戏 也 发 生 在 类 似 的 度量 空间 中 (在 六 合 彩 的 情形 , 何 为 空 
间 ? 何 为 度量 ?). 或 者 , X 可 以 是 一 个 大 城市 , 而 d(z,y) 可 以 是 从 z 到 y 开车 所 需 
最 短 时 间 (虽然 在 现实 生活 中 , 这 个 公理 可 能 并 不 满足 公理 (c)). 

既然 有 了 度量 空间 , 就 可 以 在 这 些 空间 中 定义 收敛 . 

定义 12.1.14( 度 量 空间 中 序列 的 收敛 )” 设 m 是 整数 , (X,d) 是 度量 空间 , 并 
设 (zt)% i” 是 中 的 点 的 序列 ( 即 对 于 每 个 自然 数 n> m, 假定 zo) 是 X 的 
一 个 元 素 ). 设 z 是 X 的 一 个 点 . 我 们 说 (zw))s_， 依 度量 d 收敛 到 zx, 当 生 仅 当 
im d(z(m,z) = 0. 换言之 (zm)%,, 依 度量 d 收敛 到 z 当 且 仅 当 对 于 每 个 s > 0， 
都 存在 N > m, 使 得 对 于 一 切 n > N，d(z(,z) < e. (为 什么 这 两 个 定义 等 价 ?) 

注 12.1.15 根据 引 理 12.1.1, 我 们 看 到 , 这 个 定义 推广 了 已 有 的 关于 实数 序 
列 收敛 的 概念 . 在 很 多 情况 下 , 度量 d 是 什么 是 明确 的 , 所 以 当 不 引起 混淆 时 , 我 
们 常常 只 说 “(zt))22 收敛 到 z” 以 代替 “(zm )%%_,, 依 度量 d 收敛 到 z”. 有 时 我 
们 也 写 “ 当 了 一 ce 时 zm) 一 zx” 以 表达 此 意 . 

注 12.1.16 ”在 上 面 的 定义 中 , 上 标 ”没有 任何 特别 的 意思 , 它 只 是 一 个 倪 偶 
变量 . 例如 , 说 (z()se 收敛 到 zx 与 说 (z 扩 )?,， 收敛 到 zx 完全 是 同一 个 命题 ; 
而 且 有 时 为 了 方便 要 改变 上 标记 号 , 比如 说 , 变量 ” 已 作 它 用 时 , 就 宜 改 用 其 他 字 
母 (如 ,1,p 等 ) 为 上 标 . 类 似 地 , 序列 也 不 必用 上 标 (n) 写成 rm)， 上 面 的 定义 对 
于 zn 或 函数 f(n) 都 一 样 成 立 , 其 实 对 于 任何 依赖 于 n 取 值 于 X 中 的 表达 式 都 成 
立 . 最 后 , 从 习题 6.1.3 和 习题 6.1.4 看 到 , 序列 的 起 始点 m 对 于 取 极 限 是 无 关 紧 要 
的 ; 如 果 (z 中 )%; 收敛 到 z, 那么 对 于 任何 mm' > mm, (zo)ce ,也 收敛 到 z. 

例 12.1.17 考虑 具有 标准 欧 几 里 得 度量 dz 的 欧 几 里 得 空间 R?. 让 (zt))22_， 
代表 序列 zt := (+ 二 ) € R?, 也 就 是 说 , 我 们 考虑 序列 (1,1), (3$,3)，($,3),，…. 
那么 , 这 个 序列 依 欧 几 里 得 度量 de 收敛 到 (0,0), 这 是 因为 


/ 1 1 V2 
1 ( ) 一 1 一 -一 — 一 1 一 -一 
lim daz(z (0,0)) = lim 7+ = lm 0. 
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此 序列 依 出 租车 度量 da 也 收敛 到 (0,0), 这 是 因为 
lim da (ztm), (0,0)) = im (2 十 2) = -lim < 0. 


类 似 地 , 它 依 上 确 界 范 数 度量 di-。 也 收敛 到 (0,0)( 为 什么 ?). 但 依 离散 度量 dyis。 它 
不 收敛 到 (0,0), 因为 


lim daisc(2(™, (0,0)) = lim 1=1#0. 
NN—+O00 nn—oo 


可 见 , 序列 的 收敛 性 依赖 于 所 使 用 的 度量 ? . 

在 上 面 的 四 种 度量 一 一 欧 几 里 得 度量 、 出 租车 度量 、 上 确 界 范 数 度量 和 离散 
度量 之 下 , 验证 收敛 性 事实 上 是 相当 容易 的 . 

命题 12.1.18(11,12,1% 的 等 价 性 ) ” 设 R" 是 欧 几 里 得 空间 , 并 设 (z(D)R ， 是 
R" 中 的 点 的 一 个 序列 . 我 们 写 


zt = (z0®), el zk)), 


即 , 对 于 j= 二 1,… ,n, zf ER 是 Zz 有 ) ERn 的 第 9 个 坐标 . 设 z= (zl ,zn) 是 
琢 " 的 点 . 那么 下 列 四 个 命题 等 价 : 

(a) (z())se_。 依 欧 几 里 得 度量 da 收 化 到 工 . 

(b) (z())22 nm 依 出 租车 度量 dia 收敛 到 z. 

(c) (Zz)2 依 上 确 界 范 数 度量 dc 收 伍 到 z. 

(d) 对 于 每 个 1 和 7J 和 mw 序列 (z 和 9) 和 中， 收 化 到 zj， (注意 , 这 是 实数 的 序列 而 
不 是 Rn 中 的 点 的 序列 (如 果 n > 1 的 话 ).) 

证 明 ”见习 题 12.1.12. 二 

换 句 话说 , 序列 依 欧 几 里 得 度量 、 依 出 租车 度量 、 依 上 确 界 范 数 度量 收敛 当 且 
仅 当 它 的 每 个 坐标 分 量 所 成 序列 分 别 收敛 . 由 于 (a),(b),(c) 的 等 价 性 , 我 们 说 Rn 
上 欧 几 里 得 度量 、 出 租车 度量 、 上 确 界 范 数 度 量 是 等 价 的 . ( 欧 几 里 得 度量 、 出 租车 
度量 和 上 确 界 范 数 度 量 , 都 有 无 限 维 的 类 比 , 但 那 时 它们 是 不 等 价 的 , 作为 例子 见 
习题 12.1.15.) 

命题 12.1.19( 依 离散 度量 收敛 ) 设 铸 是 集合 , 并 设 duise 是 和 上 的 离散 度 
量 . 设 (zt))82w 是 X 中 的 点 的 序列 , 并 设 了 是 中 的 点 . 那么 (ztm))co ， 依 离 
散 度 量 daisc 收敛 到 z 当 且 仅 当 存在 N > m 使 得 对 于 一 切 见 > N，zm) = 7 


@ 作为 一 个 有 点 异想天开 的 例子 , 可 以 给 一 个 城市 赋 以 “汽车 度量 ", 其 中 d(z,y) 定义 为 汽车 从 = 
点 行驶 到 y 点 所 用 的 时 间 ; 也 可 以 定义 一 个 “步行 度量 ”, 其 中 d(z,y) 是 从 z 点 步行 到 y 点 所 用 
的 时 间 ，( 为 论述 方便 , 我 们 假定 这 些 度量 是 对 称 的 , 虽然 现实 生活 中 并 不 总 是 如 此 .) 容易 想象 出 
两 个 依 一 种 度量 很 接近 , 而 依 另 一 种 度量 却 离 得 很 远 的 例子 . 
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证 明 ”见习 题 12.1.13. 国 

我 们 现在 来 证 明 关于 收敛 序列 的 一 个 基本 事实 , 即 它 只 能 收敛 到 至 多 一 个 点 . 

命题 12.1.20( 极 限 的 唯一 性 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 (z())s2m 是 X 中 
的 序列 . 假定 存在 两 点 ziZ EX 使 (ztm)ce i 依 度量 d 同时 收 合 到 工 和 ,那么 
必 有 T= 二 7.. 

证 明 ”见习 题 12.1.14. 图 

根据 上 述 命题 , 下 述 记 号 是 恰当 的 : 若 (zt))%.。 依 度量 d 收敛 到 xz， 则 记 
d- lim zm = 7, 或 简单 地 写 lim Zz(m) = zx, 如 果 不 会 对 于 度量 d 是 什么 发 生 混淆 
的 话 . 例如 在 (二 ,去 ) 的 例子 中 ， 有 


di2- lim (2,2) = dn- lim (2,2)= (0， 0)， 
内 一 oo \NN neo00 \N 


但 duisc- lim (二 二) 不 存在 . 所 以 d- lim z(") 的 意思 可 以 与 d 是 什么 有 关 ; 但 不 
管 怎样 ， 命题 12.1.20 为 我 们 担保 ， 一 目 区 固定 ， 只 能 最 多 有 一 个 ad- im ztn) 的 值 . 
(当然 , 这 个 极限 依然 可 能 不 存在 , 有 些 序列 是 不 收敛 的 .) 注意 ， 根据 引 理 12.1.1, 极 
限 的 这 个 定义 推广 了 定义 6.1.8 中 的 极限 的 概念 . 
注 12.1.21 ”一 个 序列 依 一 个 度量 收 和 敛 到 一 个 点 , 而 依 另 一 个 度量 收敛 到 另 一 
个 不 同 的 点 , 这 种 情况 是 完全 可 能 的 , 当然 , 这 样 的 例子 通常 总 是 相当 人 造 的 . 例如 ， 
= [0,1] 是 从 0 到 1 的 闭 区 间 . 用 通常 的 度量 d, 有 ad- lim 二 = 0. 现在 我 们 以 
下 列 方式 “交换” 点 0 和 1. 令 了:[0,1] 一 [0,1] 是 函数 , 满足 使 f(0) := 1, f(1) := 0， 
而 对 于 一 切 ze (0,1)，j(z) := z. 然后 定义 hg. y) := d(f(z), f(y)). 那么 (X,d’) 
仍 是 度量 空间 (为 什么 ?), 但 是 现在 d- lim 去 = 1. 可 见 ， 改变 空间 的 度量 可 大 大 
地 影响 空间 上 收敛 (也 叫 作 拓扑 ) 的 性 状 ; , 关于 拓扑 的 进 一 步 讨 论 , 见 813.5. 


习 题 12.1 


12.1.1 ”证 明 引 理 12.1.1. 
12.1.2 ”证 明 实 直线 以 度量 d(z,y) := lz 一 y| 确实 成 为 度量 空间 . (提示 : 你 可 能 愿意 复习 你 
对 命题 4.3.3 的 证 明 .) 
12.1.3 ” 设 X 是 集合 , 并 设 d:X xxX 一 [0,co) 是 函数 . 
(a) 给 出 一 个 服从 定义 12.1.2 的 公理 (b),(c),(d) 但 不 服从 (a) 的 (X, d) 的 例子 . ( 提 
示 : 修改 离散 度量 .) 
(b) 给 出 一 个 服从 定义 12.1.2 的 公理 (a),(c),(d) 但 不 服从 (b) 的 (X,d) 的 例子 . 
(c) 给 出 一 个 服从 定义 12.1.2 的 公理 (a),(b),(d) 但 不 服从 (c) 的 (X, d) 的 例子 . 
(d) 给 出 一 个 服从 定义 12.1.2 的 公理 (a),(b),(c) 但 不 服从 (d) 的 (X, d) 的 例子 . ( 提 
示 : 试 使 用 X 为 有 限 集 的 例子 .) 


12.1.4 
12.1.5 


12.1.6 
12.1.7 
12.1.8 


12.1.9 

12.1.10 
12.1.11 
12.1.12 
12.1.13 
12.1.14 
12.1.15 


12.1.16 
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证 明 例 12.1.5 中 定义 的 (Y, dlvxy) 确实 是 度量 空间 . 
设 n> 1, 并 设 a1,… ,an 和 b1,… ,bn 都 是 实数 . 验证 等 式 


(Bon) 1 3» (oub Ee (> 4 (33) 


i=1 j=1 


从 而 得 到 Cauchy-Schwarz 不 等 式 
n n 二 n 去 
Daibi| < (二 中 (325) . (12.3) 
i=1 ti=1 j=1 
然后 使 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 来 证 明 三 角形 不 等 式 


(Fo) < (二 中 十 (这 ) 


i=1 i=1 


证 明 例 12.1.6 中 的 (R", diz) 的 确 是 度量 空间 . (提示 : 用 习题 12.1.5.) 

证 明 例 12.1.7 中 的 (R", dn ) 的 确 是 度量 空间 . 

证 明 (12.1) 中 的 两 个 不 等 式 ，( 对 于 第 一 个 不 等 式 , 将 两 边 平方 ; 对 于 第 二 个 不 等 式 ， 
用 习题 12.1.5.) 
证 明 例 12.1.9 中 的 (R", di~ ) 的 确 是 度量 空间 . 

证 明 (12.2) 中 的 两 个 不 等 式 . 

证 明 例 12.1.11 中 的 (R", duisc) 的 确 是 度量 空间 . 

证 明 命题 12.1.18. 

证 明 命题 12.1.19. 

证 明 命题 12.1.20. (提示 : 修改 命题 6.1.7 的 证 明 .) 


设 oo 
X := {ee : >», lan| < ~| 


n=0 


是 绝对 收敛 序 列 的 空间 . 在 这 个 空间 上 定义 上 和 Im 度量 
dn ((a™)0, 号 = Do lon — bal 
n= 二 0 


Ww (cms (0™)o) := sup lan — bnl. 
neEN 
证 明 两 者 皆 为 X 上 的 度量 , 但 是 存在 X 的 元 素 的 序列 z0),z(2,.….( 即 ,序列 的 序 
列 ), 它 依 dc 度量 收敛 但 不 依 di 度量 收敛 . 另 一 方面 , 证 明 任 何 依 da 度量 收敛 
的 序列 自动 依 dc 度量 收 化 
设 (ze ， 和 (yem)ee ， 是 度量 空间 (X,d) 中 的 两 个 序列 . 假设 (z")%2， 收 人 
到 点 ze X 而 (yn))2.， 收敛 到 点 ye X. 证 明 


im d(zn, yn) = d(z,y). 
(提示 : 多 次 使 用 三 角形 不 等 式 .) 
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812.2 ”度量 空间 的 一 些 点 集 拓扑 知识 


在 度量 空间 上 定义 了 收敛 运算 之 后 , 我 们 现在 来 定义 一 些 其 他 的 相关 的 概念 ， 
包括 开 集 、 闭 集 、 内 部 、 外 部 、 边 界 和 附着 点 . 这 些 概念 的 研究 属于 点 集 拓 扑 . 在 
813.5 中 我 们 还 会 回 到 点 集 拓扑. 

我 们 首先 需要 度量 球 或 简称 为 球 的 概念 . 

定义 12.2.1( 球 )” 设 (X,d) 是 度量 空间 , zo 是 X 的 点 , 并 设 r > 0. 定义 X 
依 度量 d 的 以 zo 为 中 心 、r 为 半径 的 球 B(x,a)(To, 7) 为 集合 


B(x,a)(To0,7) := {ZT € X :d(z, 7z0) <r}. 


当 度量 空间 (X,d) 是 明确 的 , 把 B(x,a)(zo,7) 简写 为 B(xo,7). 
例 12.2.2 在 R? 中 , 依 欧 几 里 得 度量 dz, 球 Baz,da)((0,0),1) 是 开 的 圆 盘 


Baz,da)((0,0),1) = {(z,y) € R? : 22+ <1}. 
但 如 果 使 用 出 租车 度量 di, 那么 我 们 得 到 萎 形 
Bg2,an)((0,0),1) = {(z,9) €E R? :|z| + ly| < 1}. 
如 果 我 们 使 用 离散 度量 , 那么 这 个 球 就 是 一 个 单 点 集 : 
B(R2,dais.)((0, 0), 1) = {(0, 0)}, 


但 如 果 把 半径 增加 到 大 于 1, 那么 球 就 是 整个 R?. (为 什么 ?) 

例 12.2.3 ”在 具有 通常 度量 d 的 R 中 , 开 区 间 (3,7) 也 是 度量 球 BGg.a)(5,2). 

注 12.2.4 ”注意 , 半径 7 越 小 , 球 B(zo,r) 也 越 小 . 但 根据 定义 12.1.2(a), 只 
要 7 是 正 的 无 论 如 何 B(zo,7) 总 至 少 含有 一 点 , 即 中 心 zo. (我 们 不 考虑 半径 为 零 
或 负数 的 球 , 因为 它们 很 无 聊 地 只 是 空 集 而 已 .) 

使 用 度量 球 , 在 度量 空间 X 中 取 一 个 集合 EE, 可 以 把 X 的 点 分 为 三 种 类 型 : 巨 
的 内 点 、 王 的 外 点 和 五 的 边界 点 . 

定义 12.2.5( 内 点 、 外 点 和 边界 点 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 设 妃 是 身 的 子 
集 , 并 设 zo 是 X 的 点 . 说 zo 是 瑟 的 内 点 , 如 果 存 在 半径 > > 0 使 得 B(zo,r) C EE. 
说 zo 是 五 的 外 点 , 如 果 存 在 半径 > > 0, 使 得 B(x0,7) 门 B=. 说 zo 是 五 的 边 
界 点 , 如 果 它 既 不 是 EE 的 内 点 , 也 不 是 BB 的 外 点 . 

已 的 全 体内 点 所 成 的 集合 叫 作 EE 的 内 部 , 有 时 记 作 int(E). 的 外 点 的 集合 
叫 作 巨 的 外 部 , 有 时 记 作 ext(E). EE 的 边界 点 的 集合 叫 作 EE 的 边界 , 有 时 记 作 9. 
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注 12.2.6 如果 zo 是 瑟 的 内 点 , 那么 zo 必定 确实 是 巨 的 一 个 元 素 , 因为 球 
B(zo,7) 总 含 其 中 心 zo. 相反 , 如 果 zo 是 的 外 点 , 那么 zo 不 能 是 E 的 元 素 . 当 
然 ,zo 不 可 能 同时 既是 五 的 内 点 , 又 是 EB 的 外 点 . 如 果 zo 是 五 的 边界 点 , 那么 它 
既 可 能 是 EB 的 元 素 , 也 可 能 不 属于 E. 下 面 给 出 一 些 例子 . 

例 12.2.7 在 具有 标准 度量 a 的 实 直 线 及 上, 设 五 是 半 开 区 间 ,E = [1,2). 
点 1.5 是 的 内 点 , 因为 可 以 找到 中 心 在 1.5 的 球 (例如 B(1.5,0.1)) 含 在 已 内 . 
点 3 是 的 外 点 , 因为 可 以 找到 中 心 在 3 的 球 (例如 B(3,0.1)) 与 巨 不 相交 . 但 
点 1 和 点 2 既 不 是 的 内 点 也 不 是 B 的 外 点 , 它们 是 B 的 边界 点 .在 这 种 情 
形 ,int(E) = (1,2),， ext(E) = (一 00,1) U(2,co), 而 698 = {1,2}. 注意 此 时 一 个 边界 
点 属于 五 而 另 一 个 不 属于 EE. 

例 12.2.8 ” 设 X 是 集合 , 具有 离散 度量 duise, 并 且 瑟 是 X 的 子 集 , 那么 到 
的 每 个 元 素 都 是 EE 的 内 点 , 不 在 BB 中 的 每 个 点 都 是 五 的 外 点 , 没有 边界 点 . (见习 
题 12.2.1.) 

定义 12.2.9( 闭 包 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , BE 是 X 的 子 集合 , 并 设 zo 是 久 
的 点 . 说 zo 是 五 的 附着 点 , 如 果 对 于 每 个 半径 7 > 0, 球 B(zo,r) 与 五 的 交 都 不 
空 .B 的 一 切 附着 点 的 集合 叫 作 五 的 闭 包 , 记 作 五 

注意 , 这 些 概念 与 在 定义 9.1.8 和 定义 9.1.10 中 定义 的 实 直线 上 的 对 应 的 概念 
是 一 致 的 (为 什么 ?). 

下 述 命题 把 附着 点 的 概念 与 内 点 、 边 界 点 以 及 收敛 的 概念 联系 了 起 来 . 

命题 12.2.10 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 ,万 是 义 的 子 集 , 并 设 Zo 是 义 的 点 . 下 
述 命题 是 逻辑 等 价 的 . 

(a) zo 是 五 的 附着 点 . 

(b) zo 或 是 巴 的 内 点 或 是 马 的 边界 点 . 

(c) 存在 一 个 忆 中 的 序列 (zt))se_; 依 度量 d 收敛 到 zo. 

证 明 ”见习 题 12.2.2. 加 

从 命题 12.2.10 中 (a) 与 (b) 的 等 价 性 , 可 得 到 一 个 直接 的 推论 : 

推论 12.2.11 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 媚 是 X 的 子 集 . 那么 


E=int(E)JOE = X \ext(E). 


如 前 面 已 注释 过 的 , 集合 EB 的 边界 点 既 可 以 属于 EE, 也 可 以 不 属于 E. 视 边 界 
的 情形 , 我 们 可 以 把 一 个 集合 叫 作 开 的 、 闲 的 或 者 既 不 是 开 的 也 不 是 闭 的 . 

定义 12.2.12( 开 集 和 闭 集 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 EB 是 久 的 子 集 . 说 
巨 是 闭 的 , 如 果 它 含有 它 的 一 切 边界 点 , 即 9E C EE. 说 五 是 开 的 , 如 果 它 不 含 边 
界 点 , 即 8E 门 EB = G. 如 果 含有 它 的 一 些 边界 点 而 又 不 含 另 一 些 边 界 点 , 那么 
它 既 不 是 开 的 也 不 是 闭 的 . 
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例 12.2.13 ” 设 实 直线 RR 具有 标准 度量 d. 集合 (1,2) 不 含 它 的 边界 点 1 和 
边界 点 2, 从 而 是 开 集 . 集合 [1,2] 含有 它 的 两 个 边界 点 1 和 边界 点 2, 从 而 是 闭 集 . 
集合 [1,2) 含有 它 的 边界 点 1, 但 不 含 另 一 边界 点 2, 所 以 既 不 是 开 的 也 不 是 闭 的 . 

注 12.2.14 ”如 果 一 个 集合 没有 边界 点 , 那么 它 就 既是 开 的 , 也 是 闭 的 , 这 是 
可 能 的 . 例如 , 在 度量 空间 (X,d) 中 , 全 空间 X 没有 边界 ( X 的 每 个 点 都 是 内 点 
一 一 为 什么 ?), 所 以 X 是 既 开 且 闭 的 . 空 集 也 没有 边界 (X 的 每 个 点 都 是 它 的 外 
点 一 一 为 什么 ?), 从 而 也 是 既 开 且 闭 的 . 在 很 多 情况 下 , 这 是 仅 有 的 既 开 且 闭 的 集 
合 , 但 也 有 例外 . 例如 , 使 用 离散 度量 duisc, 每 个 集合 都 是 既 开 且 闭 的 !( 为 什么 ?) 

从 上 面 两 个 注 中 我 们 看 到 , 作为 开 集 和 作为 闭 集 , 这 两 个 概念 并 不 是 互相 否定 
的 ; 存在 既 开 且 闭 的 集合 , 也 存在 既 不 开 且 不 闭 的 集合 . 于 是 , 如 果 知 道 不 是 开 
集 , 而 由 此 断言 B 是 闭 集 , 那 就 错 了 . 同样 , 从 巨 不 是 闭 集 也 不 可 断言 B 就 是 开 
集 . 开 集 和 闭 集 之 间 的 正确 关系 由 下 面 的 命题 12.2.15(e) 给 出 . 

现在 给 出 开 集 和 闭 集 的 一 些 进 一 步 的 性 质 . 

命题 12.2.15( 开 集 和 闭 集 的 基本 性 质 )” 设 (X,d) 是 度量 空间 . 

(a) 设 巴 是 XX 的 子 集合 : 那么 忆 是 开 的 当 且 仅 当 万 = int(B). 换 句 话说 ,已 是 
开 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 z E 忆 , 都 存在 7 > 0, 使 B(x,7) EE. 

(b) 设 马 是 XX 的 子 集合 . 轧 是 闭 的 当 且 仅 当 马 含有 它 的 一 切 附着 点 . 换 和 句 话 
说 ,已 是 闭 的 当 且 仅 当 对 于 已 中 的 每 个 收敛 序 列 (zt"))22.w， 此 序列 的 极限 lim zn 
也 属于 瑟 . Ye 

(c) 对 于 任何 To €E 外, 以 及 7 > 0, 球 B(zo,7) 都 是 开 集 . 集合 

{zx EX:d(z,z0) <r} 
是 闭 集 . (这 个 集合 有 时 叫 作 以 zo 为 中 心 、r 为 半径 的 闭 球 .) 

(d) 任何 单 点 集 {zo}, 其 中 Zo E XX, 都 自动 是 闭 的 . 

(e) 设 马 是 久 的 子 集合 . 轧 是 开 的 当 且 仅 当 补 集 X\B:= {zEX:z9} 是 
闭 的 . 

(f) 如 果 忆 ,… ,En 是 鲜 的 有 限 个 开 集 , 那么 Bi 门 … 门 Bn 也 是 开 的 . 如 果 
i,，… ,Fn 是 义 的 有 限 个 闭 集 , 那么 让 叫 …UF 也 是 闭 的 . 

(g) 如 果 {Ea}aer 是 处 的 一 族 开 集 (其 中 指标 集 了 可 以 是 有 限 的 、 可 数 的 或 
不 可 数 的 ), 那么 并 集 

U Ee :二 {Zz EX: 对 于 某 aeEl,xe Eo} 
也 是 开 的 . 如 果 {Fa}aer 是 X 的 一 族 闭 集 , 那么 交集 


门 fo := {ZT EX: 对 于 一 轨 a€El,zrerF,} 
GET 
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也 是 闭 的 . 

(h) 设 马 是 鲜 的 子 集合 ,那么 int( 瓦 ) 是 含 在 互 中 的 最 大 开 集 . 换言之 , int(E) 
是 开 的 , 而 且 给 定 任何 其 他 开 集 VC E, 都 育 VC int(E). 类 似 地 , 五 是 包含 媚 的 
最 小 闭 集 . 换言之 , 五 是 闭 集 , 并 且 给 定 任 何其 他 闭 集 KK2>2B, 都 有 KK2E. 

证 明 ”见习 题 12.2.3. 国 


习 题 12.2 


12.2.1 ”验证 例 12.2.8 的 结论 . 

12.2.2 ”证 明 命题 12.2.10. (提示 : 对 于 某 个 蕴含 关系 , 需要 使 用 选择 公理 , 如 在 引 理 8.4.5 中 
那样 .) 

12.2.3 ”证 明 命 题 12.2.15. (提示 : 可 以 使 用 命题 前 面 的 部 分 证 明 后 面 的 部 分 .) 

12.2.4 设 (X,d) 是 度量 空间 , zo 是 X 的 点 , 并 且 7 > 0. 设 B 是 开 球 B := B(zo,r) = 
{tzEX:dalzzo) <r}, 并 且 CO 是 闭 球 C :={zEXldlzzo) 入 7 
(a) 证 明 互 CC. 
(b) 举例 说 明 , 存在 度量 空间 (X, dg) 和 点 zo E X, r > 0, 使 得 万 头 C. 
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当 定 义 开 集 和 闭 集 之 类 的 概念 时 , 我 们 提 到 过 , 这 些 概念 依赖 于 所 用 的 度量 的 
选取 . 例如 , 在 实 直线 RR 上 , 如 果 使 用 通常 的 度量 d(z,y) = lz 一 yl, 那么 集合 {1} 
不 是 开 集 , 但 若 代 之 而 用 离散 度量 duis。, 则 {1} 就 是 开 集 . (为 什么 ?) 

然而 并 不 只 是 度量 的 选取 决定 何 为 开 集 , 何 为 闭 集 , 环境 空间 X 的 选取 也 起 作 
用 . 这 里 有 一 些 例 子 . 

例 12.3.1 考虑 平面 R?, 以 及 欧 几 里 得 度量 di2. 在 平面 内 可 以 取 zx 轴 
X := {(z,0) : z e RR}， 度量 di 可 以 限制 在 和 上 而 产生 (R?, dz) 的 一 个 子 空 
闻 (X,diz|xxx). (这 个 子 空间 本 质 上 就 是 具有 通常 度量 的 实 直线 (RR,d), 叙述 此 事 
的 精确 方式 是 (X, diz|xxx) 与 (RR,d) 等 距 同 构 . 但 本 书 不 再 进一步 在 这 方面 展开 .) 
现在 考虑 集合 

E:={(7,0):—1<z<1}, 


它 既 是 X 的 子 集合 , 也 是 RR 的 子 集合 . 作为 R? 的 子 集合 , 它 不 是 开 集 , 因为 , 例如 
点 0 在 已 内 但 不 是 马 的 内 点 .( 任 何 球 Ba as)(O,r) 都 含有 至 少 一 个 z 轴 之 外 的 
点 , 此 点 当然 也 在 已 之 外 .) 另 一 方面 , 如 果 把 它 看 成 X 的 子 集合 , 它 就 是 开 集 ; 妃 
的 每 个 点 都 是 关于 度量 空间 (X, dz|xxx) 的 内 点 . 例如 , 点 0 现在 是 已 的 内 点 ， 
因为 球 Blxa slxwx)(0,1) 含 在 互 中 (事实 上 它 就 是 E) 
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例 12.3.2 ”考虑 实 直 线 R 及 标准 度量 d, 并 让 X 是 及 内 的 区 间 和 := (-1 1)， 
那么 我 们 可 以 把 度量 a 限制 到 X 上 而 产生 (R,d) 的 子 空间 (X,dlxxx). 现在 考虑 
集合 [0, 1). 这 个 集合 在 及 中 不 是 闭 的 , 因为 点 1 是 [0,1) 的 附着 点 但 不 含 在 [0, 1) 
内 . 但 是 , 当 看 作 XX 的 子 集合 时 , 集合 [0, 1) 现在 成 为 闭 集 . 点 1 不 是 X 的 元 素 ， 
于 是 不 再 成 为 [0,1) 的 附着 点 , 从 而 [0, 1) 现在 含有 它 的 一 切 附着 点 . 

为 了 把 这 个 区 别 弄 明白 , 我 们 作出 一 个 定义 . 

定义 12.3.3( 相 对 拓扑 )” 设 (X,d) 是 度量 空间 , Y 是 X 的 子 集合 , 并 设 已 是 
Y 的 子 集合 . 说 是 关于 Y 相对 开 的 , 如 果 它 在 度量 子 空间 (Y dlyxy) 中 是 开 的 . 
类 似 地 , 说 EE 是 关于 Y 相对 闭 的 , 如 果 它 在 度量 空间 (Y, dlyxy) 中 是 闭 的 . 

X 中 的 开 集 (或 闭 集 ) 与 Y 中 的 相对 开 集 (或 相对 闭 集 ) 之 间 的 关系 如 下 . 

命题 12.3.4 设 (X,d) 是 度量 空间 , Y 是 和 的 子 集合 , 并 设 妃 是 了 的 子 集 
合 . 

(a) 已 是 关于 了 相对 开 的 当 且 仅 当 对 于 XX 的 某 开 集 V, B= 二 VY. 

(b) 忆 是 关于 相对 闲 的 当 且 仅 当 对 于 XX 的 菜 闭 集 K, EE= KNMY. 

证 阴 ”我 们 只 证 (a) 而 把 (b) 留 作 习题 12.3.1. 先 假定 B 是 关于 Y 相对 开 的 . 
那么 , 妃 在 度量 空间 (Y, dlyxy) 中 是 开 的 . 于 是 , 对 于 每 个 ze EE, 存在 半径 > > 0， 
使 得 球 B(yaly,y)(z,7) 包含 在 妃 内 . 此 半径 > 与 z 有 关 , 为 了 强调 此 事 , 我 们 写 
rz 以 代替 +, 于 是 对 于 每 个 z € 五 , 球 Blydlv yj(zrz) 包含 在 EB 中 . (注意 我 们 使 
用 了 选择 公理 和 命题 8.4.7 来 做 此 事 .) 

现在 考虑 集合 

V := U Blxa(zra)， 
EE 


这 是 X 的 子 集合 . 根据 命题 12.2.15(c) 和 (g),V 是 X 的 开 集 . 现在 证 明 =VNY. 
的 任何 点 z 肯定 含 在 VNY 中 , 因为 它 在 Y 中 同时 也 在 BLx ai(zrz) 中 , 从 而 
在 V 中 . 现 假 定 y 是 VNY 中 的 点 ， 那么 ye V, 这 蕴含 着 存在 z_e E, 使 得 
YE B(x,a) (T, Tz). 但 由 于 y 也 在 YY 中 ， 这 北 含 YE Bralvxv)(zrz). 但 根据 Ts 的 
定义 , 这 表明 y e E. 于 是 找到 了 一 个 开 集 V, 使 得 B=VNY. 
现在 来 做 相反 的 事 . 设 已 = 站 站 Y 对 于 某 开 集 Y 成 立 , 我 们 必须 证 明 妃 是 
关于 Y 相对 开 的 . 设 > 是 互 的 任意 一 点 , 我 们 必须 证 明 x 是 在 空间 (Y, dlyxy) 
中 五 的 内 点 . 由 ze E 知 ,zx eV. 由 V 是 XX 中 的 开 集 知 , 存在 半径 > > 0 使 
得 B(x,a)(z,7) 包含 在 了 中 . 严格 说 来 , r 依赖 于 xz, 所 以 我 们 可 以 写 x。 以 代替 
7, 但 此 时 的 论述 只 用 到 一 个 单独 的 z( 与 上 一 段 的 论述 相反 ), 所 以 没有 必要 在 这 里 
费事 给 7 添上 下 标 . 由 于 E = 站 Y, 这 表明 Blxa(z,r) 站 yY 包含 在 EB 中 . 但 
B(x,a)(z,7) 门 Y 与 Boralyxy)(zr) 完全 一 样 (为 什么 ?), 所 以 Blyaly、y)(z,7) 包含 
在 已 中 . 于 是 z 是 在 度量 空间 (Y,dlyxy) 中 五 的 内 点 . 这 就 是 要 证 的 . 图 
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习 题 12.3 


12.3.1 ”证 明 命题 12.3.4(b). 


$12.4 Cauchy 序列 及 完备 度量 空间 


现在 来 把 第 6 章 中 的 序列 的 极限 理论 的 绝 大 部 分 内 容 推广 到 一 般 的 度量 空间 
中 . 我 们 从 推广 定义 6.6.1 中 的 子 序列 的 概念 开始 

定义 12.4.1( 子 序列 ) 设 (z(")”， 是 度量 空间 (X,d) 中 的 点 的 序列 . 设 no 
n2，ns, .… 是 一 个 不 小 于 mm 的 整数 的 严格 增 序列 , 即 


mENI <Nn2o <Nna<.: 


那么 称 序列 (z("3)) 汪 , 为 原 序列 (z(”))。,。 的 子 序列 , 

例 12.4.2 了” 中 的 序列 (( 去 , 记 ));=， 是 序列 〈( 寺 二))。 1 的 子 序列 (此 时 
nj :二 六). 序列 1, 1, 1,.… 是 1, 0, 1, 0, 1,.… 的 子 序列 . 

如 果 一 个 序列 收敛 , 那么 它 的 一 切 子 序列 都 收敛 : 

引 理 12.4.3” 设 (z())。 ， 是 (X,d) 中 的 收 伍 到 某 极限 zo 的 序列 . 那么 此 
序列 的 每 个 子 序列 (zC5))i1 也 都 收敛 到 Zo. 

证 明 “见习 题 12.4.3. 国 

另 一 方面 , 即使 一 个 序列 不 收敛 , 它 仍 然 可 能 有 子 序列 收敛 . 例如 序列 1, 0, 1， 
0, 1,… 不 收敛 , 而 它 的 某 子 序列 (例如 1, 1, 1,…) 收敛 . 为 了 定量 描述 此 事 , 把 定 
义 6.4.1 推广 如 下 : 

定义 12.4.4( 极 限 点 ) ” 设 (z(")”， 是 度量 空间 (X,d) 中 的 点 的 序列 , 并 设 
Le X. 我 们 说 工 是 (z)”， 的 极限 点 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 N>m 和 e > 0, 都 
存在 n > N 使 得 dz", LL) < e. 

命题 12.4.5 设 (zo)，， 
那么 下 述 命题 是 等 价 的 . 

日 隐 是 (zO))。，， 的 极限 点 . 

。 原始 序列 (zC))。 mw 有 子 序列 (zGo5)) 记 1 收敛 到 工 . 

证 明 ”见习 题 12.4.2 加 

下 面 我 们 复习 定义 6.1.3( 亦 见 定义 5.1.8) 中 的 Cauchy 序列 的 概念 . 

定义 12.4.6(Cauchy 序列 ) ” 设 (zo)。 ， 是 度量 空间 (X, d) 中 的 点 的 序列 . 
我 们 说 此 序列 是 Cauchy 序列 当 且 仅 当 对 于 每 个 s > 0, 都 存在 N > m, 使 得 对 于 
一 切 j,k > N, d(z7), z(t)) < <. 


是 度量 空间 (X,d) 中 的 点 的 序列 , 并 设 工 E XX. 
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引 理 12.4.7( 收 敛 序列 是 Cauchy 序列 ) 设 (z6))，， 是 (X,d) 中 的 收敛 到 
某 极限 zo 的 序列 . 那么 (z()”， 是 Cauchy 序列 . 

证 了 明 ”见习 题 12.4.3. 图 

容易 验证 , Cauchy 序列 的 子 序列 仍然 是 Cauchy 序列 (为 什么 ?). 但 并 不 是 每 
个 Cauchy 序列 都 收敛 : 

例 12.4.8( 非 正式 的 ) ”考虑 度量 空间 (Q,d) 中 的 序列 


3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.141 5,... 


(Q@ 为 比例 数 集 , d 是 通常 的 度量 d(z,y) := |z 一 圳 . 虽然 这 个 序列 在 及 中 收敛 ( 它 
收敛 到 7), 它 在 Q@ 中 不 收敛 (由 于 x 4 Q, 而 且 一 个 序列 不 能 收敛 到 两 个 不 同 的 极 
限 ). 

可 见 , 在 某 些 度量 空间 中 , Cauchy 序列 不 必 收 敛 . 但 是 只 要 一 个 Cauchy 序列 
的 任何 一 个 子 序列 收敛 , 则 整个 Cauchy 序列 必定 收敛 (到 同一 个 极限 ): 

引 理 12.4.9 设 (z 疏 )” ,是 (X,d) 中 的 Cauchy 序列 . 假设 此 序列 的 某 子 
序列 (zC5))j-1 在 关中 收敛 到 极限 zo, 那么 原始 序列 (zO))。 也 收敛 到 z0， 

证 明 ”见习 题 12.4.4. 国 

在 例 12.4.8 中 我 们 看 到 了 一 个 度量 空间 含有 不 收敛 的 Cauchy 序列 的 例子 . 但 
是 在 定理 6.4.18 中 我 们 看 到 在 度量 空间 (R,d) 中 , 每 个 Cauchy 序列 都 收敛 到 某 个 
极限 . 这 启发 了 下 述 定义 . 

定义 12.4.10( 完 备 度量 空间 ) ”度量 空间 (X, ad) 叫 作 是 完备 的 (complete), 当 
且 仅 当 (X,d) 中 的 每 个 Cauchy 序列 都 在 (X,d) 中 收敛 . 

例 12.4.11 根据 定理 6.4.18, 实 空间 (R,d) 是 完备 的 .、 另 一 方面 , 根据 例 
12.4.8, 比例 数 空间 (Q, d) 不 是 完备 的 . 

完备 的 度量 空间 有 一 些 好 的 性 质 . 例如 , 完备 的 度量 空间 的 一 条 固有 的 性 质 是 ， 
它 总 是 闭 的 , 不 管 把 它 放 在 什么 空间 中 , 它 总 是 闭 集 . 确 言 之 有 下 述 命题 : 

命题 12.4.12 (a) 设 (XX,d) 是 度量 空间 , 并 设 (Y, dlyxy) 是 (X,d) 的 子 空间 . 
如 果 (也 dlyxy) 是 完备 的 , 那么 Y 必 是 天 中 的 闭 集 . 

(b) 反 过 来 , 设 (X,d) 是 完备 的 度量 空间 , 并 且 Y 是 X 的 闭 子 集合 . 那么 子 空 
间 (Y, dlrxr) 也 是 完备 的 . 

证 明 ”见习 题 12.4.7. 加 

与 此 对 照 , 一 个 不 完备 的 度量 空间 , 例如 (Q,q), 在 某 些 空间 中 可 以 是 闭 的 ( 例 
如 , Q@ 在 Q@ 中 是 闭 的 ), 但 在 另 一 些 空间 中 就 不 是 闭 的 (例如 Q 在 玉 中 不 是 闭 的 ). 
实际 上 , 给 定 任何 不 完备 的 度量 空间 , 都 存在 一 个 完备 化 (XX,d), 它 是 包含 (X,d) 
的 更 大 的 度量 空间 , 它 是 完备 的 , 并 且 X 在 筷 中 不 是 闭 的 (实际 上 XX 在 (又 ,qd) 中 
的 闭 包 就 是 卫 ), 见习 题 12.4.8. 例如 , Q@ 的 一 个 可 能 的 完备 化 就 是 R. 


12.4.1 
12.4.2 
12.4.3 
12.4.4 
12.4.5 


12.4.6 
12.4.7 
12.4.8 
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习 题 12.4 


证 明 引 理 12.4.3. (提示 : 复习 你 对 命题 6.6.5 的 证 明 .) 

证 明 命题 12.4.5. (提示 : 复习 你 对 命题 6.6.6 的 证 明 .) 

证 明 引 理 12.4.7. (提示 : 复习 你 对 命题 6.1.12 的 证 明 .) 

证 明 引 理 12.4.9. 

设 (zt))” 是 度量 空间 (X,d) 中 的 点 的 序列 , 并 设 Le X. 证 明 : 如 果 工 是 序列 

(z™) ”的 极限 点 ， 那么 工 是 集合 {ztn) : mn > m} 的 附着 点 . 逆 命 题 成 立 吗 ? 

证 明 : 每 个 Cauchy 序列 最 多 有 一 个 极限 点 . 

证 明 命 题 12.4.12. 

下 述 结构 推广 了 第 5 章 中 从 比例 数 构造 实数 的 思想 , 它 使 我 们 可 以 把 任意 一 个 度量 空 

间 看 作 是 完备 度量 空间 的 一 个 子 空间 . 下 面 设 (X, d) 是 度量 空间 . 

(a) 给 定 X 中 的 任意 一 个 Cauchy 序列 (zt")) ,引入 形式 极限 LIM -cn 如 
果 lim d(zn,yn) = 0, 就 说 两 个 形式 极限 LIMn 一 =zn 与 LIMn 一 -yn 是 相等 
的 . 证 明 这 个 相等 关系 遵从 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 公理 . 

(b) 让 XX 是 中 的 一 切 Cauchy 序列 的 形式 极限 的 空间 ,,. 赋 有 上 述 相等 关系 . 定义 
度量 dx: 久 x 久 一 RT 为 


dx (LIMn—,ooTn, LIM ,ooyn) CO lim d(zn, yn)- 


证 明 这 个 函数 是 定义 成 功 的 (这 就 是 说 , 不 仅 极限 lim d(zn,yn) 存在 , 而 且 还 满 
足 代入 公理 ; 参阅 引 理 5.3.7), 并 给 予 以 度量 空间 的 结构 . 

(c) 证 明度 量 空间 (XX, dx) 是 完备 的 . 

(d) 我 们 把 X 的 元 素 z 与 了 中 的 形式 极限 LIM_cez 等 同 起 来 ; 通过 验证 x = 
y < LIM -oz = LIMn_,ooy 来 证 明 这 是 合理 的 . 借助 此 等 同 关 系 证 明 
d(z,y) = dx(Z,y), 从 而 (X,d) 现在 可 以 看 作 (又 , dx) 的 子 空间 . 

(e) 证 明 XX 在 天 中 的 闭 包 是 基 ( 这 解释 了 选择 符号 天 的 理由 ). 

(f) 证 明 形式 极限 与 实际 极限 一 致 , 于 是 当 (z™)， 是 X 中 的 任意 一 个 Cauchy 序 
列 时 , 在 下 中 有 ,lim zn = LIMn ,oomn. 
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我 们 现在 来 考虑 点 集 拓扑 学 中 的 一 个 最 有 用 的 概念 , 即 紧 致 性 的 概念 . 回顾 
Heine-Borel 定理 (定理 9.1.24), 它 断 言 实 直 线 及 的 每 个 有 界 闭 集 X 中 的 每 个 序列 
都 有 收敛 的 子 序列 , 上 且 其 极限 仍 在 X 中 . 反 过 来 说 , 只 有 闭 的 有 界 集合 才 有 这 个 性 
质 . 这 种 性 质 是 如 此 地 有 用 , 以 至 于 我 们 要 给 它 一 个 名 字 . 
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定义 12.5.1( 紧 致 性 ) ”度量 空间 (X, qd) 叫 作 是 紧 致 的 , 当 且 仅 当 (X,d) 中 的 
每 个 序列 都 至 少 有 一 个 收敛 的 子 序列 . 度量 空间 X 的 子 集合 Y 叫 作 是 紧 致 的 , 如 
果子 空间 (Y, dlyxY) 是 紧 致 的 . 

注 12.5.2 ”集合 Y 的 紧 致 性 是 一 条 内 在 的 属性 , 它 只 取决 于 限制 到 Y 上 的 
度量 函数 djyxy, 而 与 环境 空间 X 的 选择 无 关 . 在 定义 12.4.10 中 的 完备 性 概念 以 
及 下 面 定 义 12.5.3 中 的 有 界 性 概念 也 都 是 内 在 的 , 但 开 与 闭 的 概念 不 是 内 在 的 ( 见 
812.3 中 的 讨论 ). 

于 是 , 定理 9.1.24 证 明 , 在 具有 通常 度量 的 实 直 线 及 上 , 每 个 闭 的 有 界 集合 都 
是 紧 致 的 , 反 过 来 , 每 个 紧 致 集合 也 都 是 闭 的 且 有 界 的 . 

现在 我 们 来 研究 Heine-Borel 性 质 如 何 推广 到 其 他 度量 空间 . 

定义 12.5.3( 有 界 集 合 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 Y 是 X 的 子 集合 . 我 们 
说 Y 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 在 和 中 有 一 个 球 B(z,r) 包含 Y. 

注 12.5.4 ”此 定义 与 定义 9.1.22 中 有 界 集合 的 定义 是 一 致 的 (习题 12.5.1). 

命题 12.5.5 设 (Xd) 是 紧 致 度量 空间 . 那么 (X,d) 是 完备 的 也 是 有 界 的 . 

证 明 ”见习 题 12.5.2. 图 

”从 这 个 命题 及 命题 12.4.12(a) 我 们 得 到 对 于 一 般 度量 空间 的 Heine-Borel 定理 
的 一 半 . 

推论 12.5.6( 紧 致 集合 是 闭 的 并 且 是 有 界 的 ) 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 Y 
是 XX 的 紧 致 子 集 合 . 那么 Y 是 闭 的 并 且 是 有 界 的 . 

在 欧 几 里 得 空间 中 Heine-Borel 定理 的 另 一 半 成 立 : 

定理 12.5.7(Heine-Borel 定理 ) ” 设 (R&R",d) 是 欧 几 里 得 空间 , 其 度量 d 或 为 欧 
几 里 得 度量 diz, 或 为 出 租车 度量 dui, 或 为 上 确 界 范 数 度量 diw. 设 晶 是 了 有 Rr* 的 子 
集合 . 那么 忆 是 紧 致 集合 当 且 仅 当 它 是 闭 的 并 且 是 有 界 的 . 

证 明 ”见习 题 12.5.3. 国 

但 是 , 对 于 更 一 般 的 度量 , Heine-Borel 定理 不 成 立 . 例如 , 整数 集 在 离散 度量 
下 是 闭 的 (其 实 它 是 完备 的 ) 并 且 是 有 界 的 , 但 不 是 紧 致 的 , 因为 序列 1, 2, 3,… 在 
也 中 但 无 收敛 的 子 序列 (为 什么 ?). 习题 12.5.8 中 有 另 一 个 例子 , 然而 , 如 果 愿 意 把 
闭 性 换 为 更 强 的 完备 性 ， 把 有 界 性 换 为 更 强 的 全 有 界 性 , 那么 Heine-Borel 定理 的 
一 种 变化 形式 成 立 , 见习 题 12.5.10. 

可 以 用 拓扑 的 语言 刻画 紧 致 性 , 那 要 使 用 下 述 听 起 来 怪 怪 的 说 法 : 紧 致 集合 的 
每 个 开 履 盖 都 有 有 限 的 子 履 盖 . 

定理 12.5.8 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设立 是 不 的 紧 致 的 子 集合 . 设 (Vo)ael 
是 的 一 族 开 集 , 并 设 
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( 即 开 集 族 (Va)aer 发 盖 了). 那么 存在 了 的 有 限 子 集 下 使 得 


Yc U 仅 . 
aEF 


证 明 ” 反 证 法 , 假设 I 中 不 存在 使 Y C Userp Va 的 有 限 子 集 下 . 
设 y 是 Y 的 任意 一 个 元 素 . 那么 y 必 至 少 含 在 一 个 集合 仅 中 . 由 于 每 个 公 
都 是 开 的 , 所 以 必 有 7 > 0 使 B(x,a(y,7) S Vo. 现 设 r(y) 代表 量 


7(y) := sup{7 € (0, 00) : 对 于 某 a € 了， B(x,a)(y,T) CS Va}. 
根据 上 面 的 讨论 知 , 对 于 一 切 ye Y，r(y) > 0. 现在 让 ro 代表 量 
ro := inf{r(y):y EY}. 


由 于 对 于 一 切 ye Y, r(y) > 0, 有 ro > 0. 有 两 种 情形 : ro=0 和 7o> 0. 

第 一 种 情形 , ro = 0. 那么 对 于 每 个 整数 n > 1, 至 少 存在 一 个 点 y e Y, 使 
得 r(y) < +( 为 什么 ?)， 于 是 可 对 每 个 n > 1 选 一 个 点 ym e Y, 使 得 r(y) < 
=( 之 所 以 可 以 这 样 做 , 是 根据 选择 公理 , 见 命题 8.4.7). 当然, 根据 挤 压 判别 法 , 有 
lim r(y(™)) = 0 (yom)se i 是 Y 中 的 序列 , 由 于 YY 是 紧 致 的 , 所 以 可 以 找到 一 个 
子 序列 (yt"?))2 | 它 收敛 到 一 点 yo EY. 

如 前 面 一 样 , 我 们 知道 有 某 a e I 使 yo € Vi, 从 而 (由 于 TW 是 开 的 ) 存在 某 
e > 0, 使 B(yo,e) C Va. 由 于 (yn))3 收敛 到 yo, 所 以 必 有 某 N > 1 使 对 于 一 
切 j > N，y() € B(yo,). 当然 , 根据 三 角形 不 等 式 , 有 B(y™),) C B(yo,e), 从 
而 By 和) C Va. 根据 r(y("?)) 的 定义 , 这 蕴含 对 于 一 切 j > N, 有 7r(y(")) > §. 
但 这 与 jm r(yktn)) = 0 矛盾 . 

第 二 种 情形 , ro > 0. 在 这 种 情形 下 , 对 于 一 切 ye Y, 有 r(y) > 他 , 这 蕴含 对 
于 每 个 yeY 存在 一 个 a e 工 使 得 B(y, 畔 ) S Va (为 什么 ?). 

现在 我 们 仍 用 如 下 的 递归 方式 构造 一 个 序列 yt,y2),y(3) .让 yG) 是 了 中 
任意 一 点 . 球 B(y 中 ,加 ) 含 在 某 个 Vs 中 , 所 以 不 可 能 覆盖 Y, 否则 将 得 到 有 限 覆 
盖 , 而 与 假定 相 冲突 . 于 是 存在 y(2) 不 含 在 B(yG), 衬 ) 中 , 当然 d(yC2),yGD) > 他. 
这 样 的 y2) 选 好 后 , 那么 集合 B(y), 孕 ) LU B(y) ,他 ) 不 能 覆盖 整个 Y, 否则 将 得 
到 两 个 开 集 Vs， 和 Vi,, 它们 覆盖 Y, 这 又 与 开头 的 假定 相 矛 盾 . 于 是 又 可 找到 点 
y 不 含 在 B(y, 生 )UB(O ,他 ) 中 , 当然 dy) > 等 ，dyG,yG)) > 筷 
继续 这 个 过 程 , 就 得 到 了 中 的 一 个 序列 (y(”))28e.1, 其 具有 性 质 dly 避 ,y)) > 他 对 
于 一 切 大 7 成 立 . 当然 (yim))2: 不 是 Cauchy 序列 , 而 且 事实 上 它 的 任何 子 序 列 
也 不 是 Cauchy 序列 . 但 这 就 与 Y 是 紧 致 集合 相 矛 盾 了 (根据 引 理 12.4.7). 国 
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定理 12.5.8 的 道 命题 成 立 : 如 果 Y 具有 性 质 “ 每 个 开 履 盖 都 有 有 限 的 子 覆 盖 ”， 
那么 Y 是 紧 致 的 (习题 12.5.11). 事实 上 , 比 起 基于 序列 的 描述 , 这 个 性 质 常常 作为 
紧 致 的 更 为 基本 的 概念 . (对 于 度量 空间 , 两 种 概念 : 覆盖 式 的 紧 致 性 与 序列 式 的 紧 
致 性 , 是 等 价 的 , 但 对 于 更 为 一 般 的 拓扑 空间 , 两 种 概念 稍 有 区 别 ; 见习 题 13.5.8.) 
推论 12.5.9 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 Ki, K2, K3,… 是 天 的 非 空 紧 致 
子 集合 的 一 个 序列 , 满足 
K1 2 K2 2 Ks.…, 


那么 交集 门 m=1 Kn 不 空 . 
证 明 ”见习 题 12.5.6. 恒 
我 们 列 出 紧 致 集合 的 一 些 性 质 作为 本 节 的 结尾 . 
定理 12.5.10 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 . 
(a) 如 果 Y 是 久 的 紧 致 子 集合 , 并 且 ZCY, 那么 2 是 紧 致 的 当 且 仅 2 是 闭 


也 是 紧 致 的 . 
(c) X 的 每 个 有 限 子 集合 (包括 空 集 ) 是 紧 致 的 . 


证 明 ”见习 题 12.5.7. 图 
习 题 12.5 
12.5.1 ”证 明 : 当 谈 论 带 有 标准 度量 的 实 直线 的 子 集 合 时 , 定义 9.1.22 和 定义 12.5.3 是 一 样 
的 . 


12.5.2 ”证 明 命题 12.5.5. (提示 : 分 别 证 明 完 备 性 和 有 界 性 . 对 两 个 结论 都 用 反 证 法 . 要 用 到 
选择 公理 , 如 在 引 理 8.4.5 中 那样 .) 

12.5.3 ”证 明 命题 12.5.7. (提示 : 用 命题 12.1.18 和 定理 9.1.24.) 

12.5.4 ” 设 (RR,d) 是 带 有 标准 度量 的 实 直线 . 给 出 一 个 连续 函数 汪 :及 一 RR 的 例子 , 使 有 一 个 
开 集 VCR 而 其 象 f(V) := {f(z) : z EV} 不 是 开 集 . 

12.5.5 ” 设 (RR,qd) 是 带 有 标准 度量 的 实 直线 . 给 出 一 个 连续 函数 f :了 及 一 及 的 例子 , 使 有 一 个 
闭 集 下 C R 而 其 象 f(F) 不 是 闭 集 . 

12.5.6 ”证 明 推 论 12.5.9. (提示 : 在 紧 致 度量 空间 (Ki,d|k, xxi) 中 考虑 集合 VW := Ki \ Kn,， 
它们 都 是 Kl 上 的 开 集 . 用 反 证 法 , 设 门 2 Kn = 2, 然后 使 用 定理 12.5.8.) 

12.5.7 ”证 明定 理 12.5.10. (提示 : 证 (c) 时 可 能 用 到 (b), 先 证 每 个 单 点 集 是 紧 致 的 .) 

12.5.8 ” 设 (X, da) 是 习题 12.1.15 中 的 度量 空间 ， 对 于 每 个 自然 数 ww 设 el = (e 站 )> 
是 X 的 元 素 , 满足 : 当 n 一 了 时 eg” :二 1 而 当 n 关 7 了 时 eM :二 0， 证 明 集 合 
{fet :neN} 是 X 的 闭 的 有 界 的 子 集合 , 但 不 是 紧 致 的 . (尽管 (X, dl) 是 完备 的 度 


12.5.9 
12.5.10 


12.5.11 


12.5.12 


12.5.13 


12.5.14 


12.5.15 
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量 空间 , 此 事 依然 发 生 一 一 此 处 不 证 明 (X, dn ) 完备 这 一 事实 . 问题 不 在 于 X 的 完 
备 性 , 而 在 于 它 是 “无 限 维 的 ”, 我 们 不 在 此 讨论 此 事 .) 
证 明度 量 空间 (X, a) 是 紧 的 当 且 仅 当 X 的 每 个 序列 都 至 少 有 一 个 极限 点 . 

度量 空间 (X,d) 叫 作 是 全 有 界 的 , 如 果 对 于 每 个 。 > 0, 都 存在 正 整 数 n 和 nn 个 球 

B(z 中 ,e),… ,B(z(",e), 它们 覆盖 X( 即 X= Ur) B(z 中 ,e)). 

(a) 证 明 : 全 有 界 的 空间 是 有 界 的 . 

(b) 证 明 命 题 12.5.5 的 下 述 加 强 形 式 : 如 果 (X,d) 是 紧 致 的 , 那么 它 是 完备 的 并 且 是 
全 有 界 的 . (提示 : 如 果 X 不 是 全 有 界 的 , 那么 存在 某 s > 0, 使 得 X 不 能 被 有 限 
多 个 半径 为 s 的 球 覆盖 . 于 是 , 用 习题 8.5.20 找 一 个 球 的 序列 (B(zt"), S))2 1， 
使 它们 两 两 不 交 . 然后 据 此 构造 出 一 个 序列 , 它 没有 收敛 的 子 列 .) 

反 过 来 , 证 明 : 如 果 X 是 完备 的 并 且 是 全 有 界 的 , 那么 X 是 紧 致 的 . (提示 : 对 

于 X 中 的 任 一 序列 (zt”))> ， 用 全 有 界 的 假定 , 递归 地 对 于 每 个 正 整 数 ;j 构 作 

它 的 一 个 子 序列 (z(")) ”使 得 对 于 每 个 j, 序列 (z" 四 ) 的 元 素 全 都 包 

含 在 单一 的 一 个 半径 为 了 的 球 内 , 并 且 每 个 序列 (z(™i+D) ， 都 是 前 一 个 序列 

(Zz 中) 一 ;的 子 序列 , 然后 证 明 “ 对 角 线 ”序列 (zt™) 收 是 Cauchy 序列 ， 

然后 再 使 用 完备 性 的 假定 .) 

设 (X,d) 具有 性 质 : X 的 每 个 开 覆 盖 都 具有 有 限 的 子 覆 盖 . 证 明 : X 是 紧 致 的 . ( 提 

示 : 如 果 XX 不 是 紧 致 的 , 那么 根据 习题 12.5.9, 存在 一 个 序列 (zt"))22, 它 没 有 极 

限 点 .于 是 对 于 每 个 zx € XX, 存在 一 个 球 B(xz,e), 它 最 多 含有 此 序列 的 有 限 多 个 元 

素 , 然后 使 用 假定 条 件 .) 

设 (XX, daise) 是 具有 离散 度量 dais。 的 度量 空间 . 

(a) 证 明 X 是 完备 的 . 

(b) 何 时 X 是 紧 致 的 , 何 时 X 不 是 紧 致 的 ? 证 明 你 的 结论 . (提示 : Heine-Borel 定 
理 在 此 无 用 , 因为 它 只 适用 于 带 有 欧 几 里 得 度量 的 欧 几 里 得 空间 .) 

设 巨 和 下 是 恨 ( 带 有 标准 度量 d(z,y) = lz 一 y|) 的 两 个 紧 致 的 子 集合 . 证 明 笛 卡 儿 

乘积 巨 x 下 := {(z,y) :zx € EE,y € F} 是 有 R*( 带 有 欧 几 里 得 度量 dz) 的 紧 致 子 集 

合 . 

设 (X,d) 是 度量 空间 , E 是 X 的 非 空 紧 致 子 集合 , 并 设 zo 是 X 的 点 . 证 明 : 存在 

点 x € 忆 , 使 得 


(c 


~ 


d(xo, +) = inf{d(zo0,y) : y € E}, 

也 就 是 说 , z 是 妃 中 与 zo 距离 最 近 的 点 . (提示 : 令 已 为 量 忆 := inffd(zo,y) :ye 
忆 }, 在 到 中 构 作 一 个 序列 (z(")2] 使 得 dlzoy z()) < 玉 十 二, 然后 使 用 已 的 紧 至 
性 ). 

设 (X,d) 是 紧 致 度量 空间 . 假设 (Ka)aer 是 X 中 的 一 个 闭 子 集 族 , 它 具 有 这 样 的 
性 质 : 这 些 集合 中 的 任何 有 限 多 个 的 交 都 不 空 , 也 就 是 说 , 对 于 一 切 有 限 集 已 C 由 
门 cer Ka 关 2.， (这 个 性 质 叫 作 有 限 交 性 质 .) 证 明 整 个 这 一 族 具 有 非 空 的 交 , 即 
门 aer Ka 产儿. 举例 说 明 : 如 果 X 不 是 紧 致 的 , 此 命题 不 成 立 . 
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813.1 连续 函数 


上 一 章 中 , 我 们 研究 了 度量 空间 (X, d) 以 及 空间 中 的 各 种 类 型 的 集合 . 这 已 然 
是 一 个 相当 丰富 的 课题 了 , 如 果 不 仅 考 虑 单一 的 度量 空间 , 而 是 考虑 一 对 度量 空间 
(X,dx) 和 (Y,dy), 以 及 在 这 两 个 空间 之 间 的 连续 函数 f : X 一 Y, 那么 度量 空间 的 
理论 就 变 得 更 为 丰富 , 而 且 对 于 分 析 学 也 更 为 重要 . 为 了 定义 连续 函数 f : X 一 了 ， 
我 们 把 定义 9.4.1 推广 如 下 : 

定义 13.1.1( 连 续 函 数 ) ” 设 (X,dx) 是 度量 空间 , (Y, dy) 是 另 一 个 度量 空间 ， 
并 设 让 :和 一 了 是 函数 . 设 zo e X, 我 们 说 f 在 zo 处 连续 , 如 果 对 于 每 个 。 > 0， 
都 存在 6 > 0, 使 得 只 要 dx(z,zo) < 6 就 有 dy (f(z), f(z0)) < e. 我 们 说 f 是 连续 
的 , 当 且 仅 当 它 在 每 点 ze X 处 都 连续 . 

注 13.1.2 “连续 函数 有 时 也 叫 作 连续 映射 . 从 数学 上 来 说 , 这 两 个 术语 没有 
区 别 . 

注 13.1.3 如果 f :XX 一 Y 是 连续 的 , 而 K 是 的 任意 的 子 集合 , 那么 f 
在 上 的 限制 flx :天 一 Y 也 是 连续 的 . (为 什么 ?) 

我 们 现在 把 第 9 章 中 的 大 部 分 内 容 予 以 推广 . 首先 来 看 连续 函数 保持 收敛 性 . 

定理 13.1.4( 连 续 性 保持 收敛 性 ) ” 设 (X,dx), (Y,dy) 是 度量 空间 . 设 卫 : 
和 一 了 是 函数 , 并 设 To E 义 是 义 中 的 一 个 点 . 那么 下 述 三 命题 逻辑 等 价 . 

(a) f 在 Xo 处 连续 . 

(b) 只 要 (z())s2.1 是 XX 中 的 依 度量 dx 收敛 到 zo 的 序列 , 序列 (f(z))， 
就 依 度 量 dy 收敛 到 f(z0). 

(c) 对 于 每 个 含有 点 f(zT0) 的 开 集 V CY, 存在 一 个 含有 Zo 的 开 集 UC XX, 使 
得 f(U)SV. 

证 明 ”见习 题 13.1.1. 图 

连续 函数 的 另 一 个 重要 的 特征 刻画 用 到 开 集 . 

定理 13.1.5 设 (X,dx) 是 度量 空间 ， 并 设 (Y,dy) 是 另 一 个 度量 空间 . 设 
f :了 一 了 是 函数 . 那么 下 述 四 个 命题 是 等 价 的 . 

(a) f 是 连续 的 . 

(b) 只 要 (ztm))se ; 是 X 中 的 依 度量 dx 收敛 到 菜 点 Zo E 及 的 序列 ,序列 
(f(z())>， 就 依 度 量 dy 收敛 到 f(z0). 
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(c) 只 要 了 是 了 中 的 开 集 ,集合 广 :(Y) := {Zz EX: f(z)E VV} 就 是 全 中 的 
开 集 . 

(d) 只 要 万 是 Y 中 的 闭 集 , 集合 f-1(F) := {zeX: f(z) E FF} 就 是 X 中 的 
闭 集 . 

证 明 ”见习 题 13.1.2. 国 

注 13.1.6 “好像 挺 奇 怪 , 连续 性 保证 开 集 的 道 象 (inverse image) 是 开 集 . 似 
乎 可 以 猜想 反 过 来 的 事情 成 立 , 即 开 集 的 象 (forward image) 是 开 集 , 但 这 是 不 对 
的 ; 见习 题 12.5.4 和 习题 12.5.5. 

下 面 是 上 述 两 定理 的 直接 推论 . 

推论 13.1.7( 复 合 保持 连续 性 ) ” 设 (X,dx)， (Y, dy)，(2,dz) 是 度量 空间 . 

(a) 如 果 f: 针 一 Y 在 点 Xo 处 连续 , 而 g:Y 一 2Z 在 点 jzo) 处 连续 , 那么 由 
go jlz) := g(f(z)) 定义 的 复合 函数 gof: 久 一 2F 在 zo 处 连续 . 

(b) 如 果 f: 久 一 Y 是 连续 的 , 并 且 g:Y 一 2Z 是 连续 的 , 那么 gof :XX 一 2 
也 是 连续 的 . 

证 明 ”见习 题 13.1.13. 国 

例 13.1.8 ”如 果 f :XX 一 及 是 连续 函数 , 那么 由 f?(z) := (f(z))” 定义 的 函 
数 f? : X 一 RR 也 是 连续 的 . 这 是 因为 有 f? = go f, 其 中 g :RR 一 尺 是 平方 函数 
g(z) := z2, 当然 9 是 连续 函数 . 


习 题 13.1 


13.1.1 ”证 明定 理 13.1.4. (提示 : 复习 你 对 于 命题 9.4.7 的 证 明 .) 

13.1.2 ”证 明定 理 13.1.5. (提示 : 定理 13.1.4 已 表明 (a) 和 (b) 是 等 价 的 .) 

13.1.3 “用 定理 13.1.4 和 定理 13.1.5 证 明 推论 13.1.7. 

13.1.4 ”给 出 函数 站: 耿 一 及 和 9: 束 一 及 的 例子 , 使 得 : 
(a) f 不 连续 , 但 go 了 连续 ; 
(b) 9 不 连续 , 但 go f 连续 ; 
(c) f 和 9 都 不 连续 , 但 go f 连续 . 
简要 地 解释 一 下 , 为 什么 这 些 例子 并 不 与 推论 13.1.7 相 矛 盾 . 

13.1.5 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , (EB,d|lgxE) 是 (X,d) 的 子 空间 , 设 Tso_,.x :五 一 X 是 由 
Tp_,x (ZT) 一 Z 定义 的 包含 映射 , 证 明 re_,x 是 连续 的 . 

13.1.6 设 f:XX 一 Y 是 从 度量 空间 (X, dx) 到 度量 空间 (Y, dy) 的 函数 . 设 马 是 久 的 子 
集合 (赋予 导出 度量 dx|gxg), 并 设 flz :EE 一 Y 是 了 在 上 的 限制 , 即 当 zeE 
时 , flg(7z) := f(z). 设 zo €E BE 并 且 f 在 zo 处 连续 , 证 明 fjs 也 在 zo 处 连续 .( 此 命 
题 的 逆 命 题 成 立 吗 ? 请 解释 .) 结论 是 , 当 f 连续 时 , fls 也 连续 , 即 函数 的 定义 域 的 
限制 不 破坏 连续 性 . (提示 : 使 用 习题 13.1.5.) 
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13.1.7 设 f:XX 一 Y 是 从 度量 空间 (X, dx) 到 度量 空间 (Y, dy) 的 函数 . 假设 X 的 象 f(X) 
包含 在 Y 的 某 个 子 集合 媚 CY 中 . 设 g:X 一 已 是 与 太一 样 的 函数 只 不 过 值 域 从 
Y 限制 到 E, 那么 对 于 一 切 zx € X, g(z) = f(z). 给 马 以 从 Y 导出 的 度量 dy|gxs. 
证 明 : 对 于 任意 的 zo e X，j 在 zo 处 连续 当 且 仅 当 9 在 zo 处 连续 . 结论 是 f 连续 
当 且 仅 当 9 连续 . (也 就 是 说 , 限制 函数 的 值 域 不 影响 函数 的 连续 性 .) 
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给 定 两 个 函数 f : 铸 一 Y 和 g :XX 一 2Z, 可 以 定义 它们 的 直 和 f@g:XX 一 
Y x 2 为 函数 
(f ® 9)(7) := (f(x), 9(7)). 
这 是 一 个 取 值 于 笛 卡 儿 乘 积 Y x 2 中 , 第 一 坐标 为 f(z), 第 二 坐标 为 g(x) 的 函数 
(参见 习题 3.5.7). 例如 , 设 f : R 一 RR 是 函数 Flz)=z2+3, 而 9g: 下 一 及 是 函数 
g(z) = 47, 那么 f@g: 民 一 RR? 是 函数 


f @g(7) := (z2 + 3,47). 


直 和 运算 保持 连续 性 : 

引 理 13.2.1 设 f: 久 一 民 ， g:XX 一 民 都 是 函数 , 并 设 丰田 g: 瑟 一 月 2 是 它 
们 的 直 和 . 我 们 给 及 2 装备 欧 几 里 得 度量 . 

(a) 设 zo0 € 关 , 遇 数 f 和 9g 都 在 ro 处 连续 当 且 仅 当 了 田 g 在 zo 处 连续 . 

(b) 函数 f 和 9g 都 连续 当 且 仅 当 f @@g 连续 . 

证 明 ”见习 题 13.2.1. 加 

为 了 使 用 这 个 引 理 , 我 们 首先 需要 另 一 个 关于 连续 性 的 结果 . 

引 理 13.2.2 。 加 法 函数 (7,Yy) 上 z 十 妨 减法 通 数 (zy) 忆 xz 一 y, 乘法 函数 
(z,y) 忆 Ty, 最 大 值 函 数 (7,y) 一 max(7,y), 最 小 值 函数 (Z,y) 一 min(z,y) 都 是 从 
了 2 到 民 的 连续 函数 . 除法 函数 (7,Y) 上 3 是 从 民 x(R\{0}) = {(z,y) € R? :vy #0} 
到 民 的 连续 函数 . 对 于 任意 的 实数 c, 函数 Zrmcez 是 从 限 到 了 腿 的 连续 函数 . 

证 明 ”见习 题 13.2.2. 国 

把 这 两 个 引 理 合 起 来 , 我 们 得 到 

推论 13.2.3 设 (X,d) 是 度量 空间 ,  :X 一 及 ,9g: 生 一 月 都 是 函数 . 设 c 是 
实数 . | 

(a) 设 Zo E 站, 如 果 f 和 9g 都 在 zo 处 连续 , 那么 浮 数 


f+g:X—R, f~g:X—R, fg:X—R, 


max(f,g):X—R, min(f,g):X—R, cf:X—R 
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都 在 zo 处 连续 (上 述 函 数 的 定义 见 定义 9.2.1). 如 果 对 于 一 切 zEX，g(z) 尖 0, 那 
么 二 :三 一 及 也 在 Zo 处 连续 . 
(b) 如 果 了 和 9 是 连续 的 , 那么 函数 


f+g:X—R, ff-g:X—R, fg:X—R, 
max(f,g) :X—R, min(f,g):X—R, cf:X—R 


都 是 连续 的 . 如 果 对 于 一 切 ZE 处 , g(z) 头 0, 那么 上: 久 一 民 也 是 连续 的 . 

证 了 明 ” 先 证 明 (a). 由 于 f 和 g 都 在 zo 处 连续 , 所 以 根据 引 理 13.2.1, f @ 9g: 
X 一 R? 也 在 zo 处 连续 . 另 一 方面 , 根据 引 理 13.2.2, 函数 (z,y) T+y 在 R? 
的 每 点 处 都 连续 , 当然 也 在 点 f @ g(zo) 处 连续 . 使 用 推论 13.1.7, 复合 这 两 个 函数 
(路 f @g 与 加 法 函数 ) 我 们 就 断定 f +g : X 一 R 是 连续 的 .类似 的 论述 给 出 
f 一 g， fg9，max(f,9)，min(f,g), cf 的 连续 性 . 要 证 关于 I 的 结论 , 我 们 先 用 习题 
13.1.7 把 9 的 值 域 从 RR 限制 到 及 \{0}, 然后 就 可 论述 如 前 . 结论 (b) 直接 从 (a) 推 
出 . 国 

这 个 推论 使 我 们 能 证 一 大 类 函数 的 连续 性 , 下 面 我 们 给 出 一 些 例 子 . 


习 题 13.2 


13.2.1 ”证 明 引 理 13.2.1. (提示 : 用 命题 12.1.18 及 定理 13.1.4.) 

13.2.2 ”证 明 引 理 13.2.2. (提示 : 用 命题 13.1.5 及 极限 算 律 (定理 6.1.19).) 

13.2.3 ”证 明 : 如 果 f ;XX 一 RR 是 连续 函数 , 那么 由 | 有 |(z) :=1f(z)| 定义 的 函数 | 有: 六 一 及 
也 是 连续 函数 . 

13.2.4 设 Ali: 民 ?一 民 及 m2 :有 R? 一 民 分别 是 函数 


T(z,Y) :一 Z， To2(ZV) :=Y 


(这 两 个 函数 有 时 叫 作 下 2 上 的 坐标 函数 )， 证 明 ri 和 rz 是 连续 的 ， 结 论 是 ,对 
于 任何 从 及 到 度量 空间 (X,d) 的 连续 函数 f : 下 一 X, 由 gi(z,y) := f(z) 和 
92(Z,y) := f(y) 定义 的 函数 gi : R? 一 X 和 gz : R? 一 义 都 是 连续 的 . 
13.2.5 设 n,m > 0 是 整数 . 假设 对 于 每 个 0<i<n 和 0<j<m, 有 一 个 实数 ci;. 由 下 
式 构 成 函数 P : R? 一 了 及 
P(z1) := > 》 cy 克 
i=0 j=0 


(这 样 的 函数 叫 作 二 元 多 项 式 , 这 种 多 项 式 的 一 个 典型 的 例子 是 


P(x,y) = 7 +27y 一 z2 + y+ 6.) 
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13.2.6 


13.2.7 


13.2.8 


13.2.9 


证 明 P 是 连续 的 . (提示 : 用 习题 13.2.4 及 推论 13.2.3.) 结论 是 , 当 站: X 一 及 和 
g : 六 一 民 都 是 连续 函数 时 , 由 P(j9)(z) := P(f(z),g(z)) 定义 的 函数 P(f,g) : 
X 一 到 也 是 连续 的 . 

设 及 m 和 下 ”是 欧 几 里 得 空间 . 设 耻 :和 X 一 了 Rm 与 9:X 一 了 "是 连续 函数 , 证 明 
了 田 g:X 一 及 +” 也 是 连续 的 , 其 中 把 Rm x R" 与 Rm+n 以 明显 的 方式 等 同 看 待 . 
逆 命 题 成 立 吗 ? 

设 上 > 1, 了 是 NA 的 有 限 子 集合 , 并 设 c :了 一 及 是 函数 . 由 下 式 定义 函 数 P:R* 一 民 


P(zi… aa):= DD ct i ) 
(i ik) El 


(这 样 的 函数 叫 作 大 元 多 项 式 , 这 种 多 项 式 的 一 个 典型 的 例子 是 
P(x1, 2, 7T3) = 3zizzr3 一 zaz3 十 Z1 十 5.) 


证 明 P 是 连续 的 . (提示: 对 有 进行 归纳 , 用 习题 13.2.6， 以 及 习题 13.2.5 或 引 理 
13.2.2.) 
设 (X,dx) 和 (Y, dy) 是 度量 空间 . 由 下 式 定 义 度量 dxxy : (XxXY)x (XxY) 一 
[0, co) 

d(xxY)((z,Y), (2',Y)) := dx(z, 7 ) + dry(y,y"). 
证 明 (X x Y, dtxxy)) 是 度量 空间 , 并 导出 与 命题 12.1.18 及 引 理 13.2.1 类 似 的 结论 . 
设 有 :R? 一 XX 是 从 R? 到 度量 空间 X 的 函数 , (zo0, yo) 是 R? 上 的 点 , 并 设 f 在 点 
(zo, yo) 处 连续 . 证 明 : 


lim lim sup f(z,y) = lim limsup f(z,y) = f(xo, yo), 
TT0 y—yo YY0 zz 一 T0 


以 及 
lim lim inf f(x,y) = lim liminf f(z,y) = f (xo, yo), 
ZT0 YYy0 i 


当然 , 如 果 两 边 的 极限 都 存在 的 话 , 我 们 有 


lim lim f(z,y)= lim lim f(z,vY). 


Tx0 Yy—*Yyo 1 一 V0 2 一 Z0 

(注意 , 一 般 而 言 , 这 些 极限 不 必 存 在 . 作为 例子 , 考虑 由 当 zy 关 0 时 f(z,y) = ysin 革 
及 当 zy =0 时 f(z,y) = 0 定义 的 函数 f: 民 ? 一 民 , 点 (zo,yo) = (0,0).) 将 此 结果 
与 例 1.2.7 进行 比较 . 


13.2.10 ” 设 f:R? 一 R 是 连续 函数 . 证 明 : 对 于 每 个 x € 民 , 函数 y 一 f(z,y) 在 及 上 连续 ; 


13.2.11 


对 于 每 个 y € 了, 函数 z 五 f(z,y) 在 及 上 连续 . 所 以 , 关于 (z,y) 联合 连续 的 函数 
也 分 别 关 于 每 个 变 元 z,y 连续 . 
设 了 :R? 一 民 是 下 述 函 数 


f(z,y) a i 当 (z,y) 天 (0, 0); f(0, 0) = 0. 
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证 明 : 对 于 每 个 固定 的 zx € 限 , 函数 y 一 jz,y) 在 及 上 连续 , 且 对 于 每 个 固定 的 
y E 及 ,函数 z 一 f(z,y) 在 及 上 连续 , 但 是 f : R? 一 到 不 在 R* 上 连续 . 这 表 
明 习 题 13.2.10 的 逆 命题 不 成 立 , 可 以 关于 每 个 变 元 分 别 连续 而 不 关于 两 变 元 联合 
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连续 函数 对 于 定义 12.5.1 中 定义 的 紧 致 集合 有 和 良好 的 作用 . 

定理 13.3.1( 连 续 映射 保持 紧 致 性 ) 设 f: 久 一 Y 是 从 度量 空间 (X,dx) 
到 度量 空间 (Y,dy) 的 连续 映射 , 设 扩 CX 是 义 的 紧 致 子 集 合 . 那么 KK 的 象 
f(K):= {f(z):ZEK} 是 了 中 的 紧 致 子 集 合 . 

证 明 ”见习 题 13.3.1. 加 

这 个 定理 有 一 个 重要 的 结果 . 从 定义 9.6.5 回想 一 下 函数 f : X 一 了 在 一 点 处 
达到 最 大 值 或 最 小 值 的 概念 . 可 以 把 命题 9.6.7 推广 如 下 : 

命题 13.3.2( 最 大 值 原理 ) ” 设 (X,d) 是 紧 致 度量 空间 , 并 设 让 :X 一 及 是 连 
续 函 数 , 那么 f 是 有 界 的 . 更 进一步 , f 在 某 点 Zmax EX 达到 它 的 最 大 值 , 也 在 某 
点 Zmin EX 达到 它 的 最 小 值 . 

证 明 ”见习 题 13.3.2. 加 

注 13.3.3 ” 正 像 在 习题 9.6.1 中 注意 到 的 , 当 X 不 是 紧 致 空间 时 , 这 个 原理 
可 能 不 成 立 . 应 把 此 命题 与 引 理 9.6.3 及 命题 9.6.7 进行 比照 . 

紧 致 集合 上 的 连续 函数 的 另 一 个 优点 是 一 致 连续 性 . 我 们 如 下 推广 定义 9.9.2; 

定义 13.3.4( 一 致 连续 性 )” 设 /:X 一 Y 是 从 度量 空间 (X, dx) 到 度量 空间 
(Ydy) 的 映射 . 我 们 说 f 是 一 致 连续 的 , 如 果 对 于 每 个 。 > 0, 都 存在 5 > 0, 使 得 
只 要 z,z' exX 且 dx(zz) <6 就 成 立 dy(j(zj, flz)) < e. 

每 个 一 致 连续 函数 都 是 连续 的 , 但 反之 不 真 (习题 13.3.3). 然而 当 定 义 域 X 是 
紧 致 集合 时 , 连续 与 一 致 连续 两 概念 是 等 价 的 : 

定理 13.3.5 设 (X,dx) 和 (Ydy) 都 是 度量 空间 , 假定 (了 ,dx) 是 紧 致 的 . 
如 果 了 : 针 一 Y 是 函数 , 那么 f 是 连续 的 当 且 仅 当 f 是 一 致 连续 的 . 

证 明 ”根据 习题 13.3.3, 如 果 f 是 一 致 连续 的 , 那么 它 也 是 连续 的 . 现在 假定 
f 是 连续 的 . 固定 s > 0. 对 于 每 个 zo e X, 函数 f 在 zo 处 连续 . 于 是 存在 依赖 于 
zo 的 6(zo), 使 得 当 dx(z,zro) < 6(zo) 时 , dyr(jf(z),j(zo)) < 5 成 立 . 当然 , 根据 三 
角形 不 等 式 , 这 北 含 着 : 


0(z 
当 TE B(x,ax) (eo Co) 


(为 什么 ?) 


) 且 wx(z',z) < te 时 ，dy (f(zx), f (2)) < e. 
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现在 考虑 (可 能 是 无 限 的 ) 球 族 


6 
{Bwan (= 2 ) : Z0 和 x 


这 个 族 中 的 每 个 球 当然 都 是 开 的 ， 并 且 全 体 这 些 球 的 并 集 覆 盖 X, 因为 X 的 每 个 
点 zo 都 含 在 它 自己 的 球 B(x.a)(zo, < 中) 中 ， 于 是 根据 定理 12.5.8, 存在 有 限 个 
点 71,… ,Tn 使 得 有 限 个 球 ee 2), 7 二 1,… ,n 和 履 盖 XX: 


n 6 Ts 
XC UBoan (s; 2). 
j=1 


现 设 5 := minl<j<n “3 . 由 于 每 个 6(z;) 都 是 正 的 , 而 且 只 有 有 限 个 j, 所 以 6 
现在 设 z,z' 是 X 中 的 任意 两 个 满足 A 7Z') < 6 的 点 . 由 于 球 B(x a (22)) 
(7 = 1,… ,n) 覆盖 XX， 几 有 基 A . {1,… ,n} 使 得 x e B(xax) (Ts;, SE2 5 ). 由 于 
dx(z,2') < 6, 有 dx(z,7') < Se2 )， 从 而 根据 前 面 的 讨论 ， 有 dy(f(z), Fa) < 2. 
于 是 找到 了 这 样 的 5, 使 得 


当 zz € X, dzz)<6 时 ，dyr(f(z), flz)) < &, 
这 就 证 明了 f 的 一 致 收敛 性 , | 


习 题 13.3 


13.3.1 ”证 明定 理 13.3.1. 

13.3.2 ”证 明 命 题 13.3.2. (提示 : 修改 命题 9.6.7 的 证 明 .) 

13.3.3 ”证 明 一 致 连续 的 函数 是 连续 的 , 举例 说 明 并 非 每 个 连续 函数 都 是 一 致 连续 的 . 

13.3.4 ” 设 (XX,dx), (Y,dy), (2Z,dz) 是 度量 空间 , 并 设 f : X 一 Y, g :Y 一 2 是 一 致 连续 
函数 . 证 明 : go f :X 一 2 也 是 一 致 连续 的 ， 

13.3.5 ” 设 (X,dx) 是 度量 空间 , 并 设 上 站: 和 一 有 ，9g:X 一 月 是 一 致 连续 函数 . 证 明 : 由 
四 9g(z) := (fj(z),g(z)) 定义 的 直 和 f @g : X 一 及? 是 一 致 连续 的 . 

13.3.6 ”证 明 : 加 法 函数 (z,y) m~* z 十 y 和 减法 函数 (z,y) 一 zz 一 7y 是 从 及 2 到 有 R 的 一 致 连续 
函数 , 但 乘法 函数 (z,y) m zy 不 是 一 致 连续 的 . 结论 , 车 让 :和 X 一 下 与 9: 大 一 及 
都 是 度量 空间 (X, d) 上 的 一 致 连续 函数 , 则 f +9g :XX 一 民 与 1-g: 久 一 民 也 是 一 
致 连续 的 . 举例 说 明 fg : X 一 有 不 必 是 一 致 连续 的 . 对 于 max(f,g), min(f,g), 4， 
以 及 cf( 其 中 c 是 实数 ), 情况 如 何 ? 


”813.4 ”连续 性 与 连通 性 
我 们 现在 来 描述 度量 空间 的 另 一 个 重要 概念 , 即 连通 性 . 
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定义 13.4.1( 连 通 空间 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 . 说 X 是 不 连通 的 , 如 果 和 中 
存在 互 不 相交 的 非 空 开 集 V 和 W 使 得 VUwW = X. (等 价 地 说 , X 是 不 连通 的 ， 
当 且 仅 当 X 包含 一 个 不 空 的 真子 集合 , 它 既 是 闭 的 也 是 开 的 .) 说 X 是 连通 的 , 当 
且 仅 当 它 是 不 空 的 并 且 不 是 不 连通 的 . 

我 们 声明 , 空 集 g 是 特例 一 一 它 既 不 是 连通 的 , 也 不 是 不 连通 的 . 可 以 把 空 
集 想象 成 是 “无 连通 性 的 ”. 

例 13.4.2 ”考虑 集合 X := [1,2] U[3,4, 其 带 有 通常 度量 . 这 个 集合 是 不 连通 
的 , 因为 集合 [1, 2] 和 [3, 4] 都 是 相对 于 X 的 开 集 (为 什么 ?). 

直观 地 说 , 一 个 不 连通 的 集合 是 一 个 可 以 分 离 为 两 个 不 相交 的 开 集 的 集合 ， 
连通 集合 是 不 能 作 这 样 的 分 解 的 集合 . 我 们 定义 了 一 个 度量 空间 是 连通 的 是 什么 意 
思 , 也 可 以 定义 一 个 集合 是 连通 的 是 什么 意思 . 

定义 13.4.3( 连 通 集 合 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 Y 是 X 的 子 集合 .说 Y 
是 连通 的 , 当 且 仅 当 度量 空间 (Y, dlyxy) 是 连通 的 ; 说 Y 是 不 连通 的 当 且 仅 当 度量 
空间 (Y, dlyxy) 是 不 连通 的 . 

注 13.4.4 ”这 个 定义 是 内 在 的 , 集合 Y 是 不 是 连通 的 , 只 取决 于 Y 上 的 度量 ， 
而 与 Y 所 在 的 环境 空间 X 无 关 . 

在 实 直线 上 , 描述 连通 集 是 容易 的 . 

定理 13.4.5 设 X 是 实 直线 民 的 子 集合 . 那么 下 述 命题 等 价 . 

(a) X 是 连通 的 . 

(b) 只 要 Zz,y EX 并 且 z<y, 区 间 [zx,y| 就 包含 在 关中. 

(c) X 是 区 间 (在 定义 9.1.1 的 意义 下 ). 

证 明 ” 先 证 (a) 蕴含 (b). 设 X 是 连通 的 , 假定 (b) 不 成 立 , 那么 存在 X 中 的 
点 z <y 使 [z,y 不 包含 在 X 中 . 于 是 存在 实数 z e [zx,y] 使 得 z 4 X. 于 是 集合 
(一 00,z) 门 X 和 (z,o0) 门 X 覆盖 多. 但 这 两 个 集合 都 不 空 (因为 它们 分 别 含 有 z 和 
y) 并 且 是 相对 于 X 的 开 集 , 于 是 X 成 为 不 连通 的 , 得 到 矛盾 . 

现在 来 证 (b) 列 含 (a). 设 X 具有 性 质 (b). 假定 (a) 不 成 立 , 那么 X 是 不 连 
通 的 , 从 而 存在 不 相交 的 不 空 的 相对 于 X 的 开 集 V 和 W, 使 得 VUW = 和. 由 于 
V 和 W 不 空 , 可 以 取 z eV 和 weW. 由 于 V 和 W 不 相交 , 所 以 zx 关 y. 不 失 一 
般 性 , 可 认为 zx < y. 由 性 质 (b) 知 , 整个 区 间 [x,y 包含 在 X 中 . 

现在 考虑 集合 [z,y] 门 V. 这 个 集合 既是 有 界 的 , 也 是 不 空 的 (因为 它 含 z). 于 
是 它 有 上 确 界 

2 := sup([z, YNNV). 


显然 z e [z, 中 从 而 z e X. 于 是 或 者 z eV 或 者 z EW. 先 设 zeEV. 那么 zy 
(因为 ye W 且 V 与 W 不 相交 ). 但 V 相对 于 X 是 开 的 , 而 X 包含 [z, 中 所 以 存 
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在 某 球 Bldz al(z,r) 包含 在 Y 中 . 但 这 与 z 是 [x,y] 门 V 的 上 确 界 一 事 相 矛盾 . 现 
假设 z e W. 那么 z 关 7z( 因 为 zeV 而 V 与 W 不 相交 ). 但 W 是 相对 于 X 的 开 
集 ， X 包含 [z, yl], 所 以 存在 某 球 Bllz,yl,a) (2, 7) 含 在 Ww 中 、. 但 这 又 与 Z 是 [z,y] NV 
的 上 确 界 一 事 相 矛盾 . 于 是 在 任何 情况 下 都 得 到 矛盾 , 这 表明 X 不 能 是 不 连通 的 ， 
也 就 是 说 , 必定 是 连通 的 . 

还 剩 下 证 明 (b) 与 (c) 等 价 , 留 作 习题 13.4.3. 图 

连续 函数 把 连通 集 映 成 连通 集 : 

定理 13.4.6( 连 续 性 保持 连通 性 ) 设 太 :X 一 Y 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度 
量 空 间 (Ydy) 的 连续 映射 . 设 妃 是 的 连通 子 集 . 那么 f(E) 是 了 的 连通 子 集 


合 . 


证 明 ”见习 题 13.4.4. 加 

此 结果 的 一 个 重要 推论 是 中 间 值 定理 , 它 推 广 了 定理 9.7.1. 

推论 13.4.7( 中 值 定理 ) 设 汪 :和 一 到 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 实 直线 的 连 
续 映 射 . 设 乌 是 XX 的 连通 子 集合 , 并 设 a,b 是 万 的 两 个 元 素 . 设 y 是 介 于 f(a) 和 
f(b) 之 间 的 实数 , 即 或 者 f(a) <y < f(b) 或 者 f(a) >Yy 之 f(b). 那么 存在 cE 忆 使 
得 f(c)=y. 


证 明 ”见习 题 13.4.5. 一 
习 题 13.4 
13.4.1 设 (X,duise) 是 具有 离散 度量 的 度量 空间 . 设 媚 是 X 的 子 集 , 万 至 少 含有 两 个 元 素 . 
证 明 吾 是 不 连通 的 . 


13.4.2 设 f:X 一 Y 是 从 连通 度量 空间 (X, d) 到 具有 离散 度量 的 度量 空间 (Y duisc) 的 函 
数 . 证 明 : j 是 连续 的 当 且 仅 当 它 是 常 值 的 . (提示 : 用 习题 13.4.1.) 

13.4.3 ”证 明定 理 13.4.5 中 命题 (b) 与 (c) 的 等 价 性 . 

13.4.4 ”证 明定 理 13.4.6. (提示 : 定理 13.1.5(c) 中 对 于 连续 性 的 表述 是 最 便于 使 用 的 .) 

13.4.5 ”用 定理 13.4.6 证 明 推论 13.4.7. 

13.4.6 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 (Ea)aer 是 X 中 的 一 族 连通 集合 . 还 设 门 ,ej Bc 不 空 . 
证 明 Uey Ea 是 连通 的 . 

13.4.7 ” 设 (XX,d) 是 度量 空间 , 并 设 E 是 X 的 子 集 合 . 说 马 是 路 连通 的 (path-connectde) 当 
且 仅 当 对 于 每 两 个 点 z,y € E, 都 存在 从 单位 区 间 [0, 1] 到 EE 的 连续 函数 7 : [0, 1] 一 
忆 , 使 得 7(0) = xz 且 ?7(1) = wy. 证 明 : 每 个 路 连通 的 集合 是 连通 的 . ( 逆 命 题 不 真 , 但 
证 明 此 事 要 点 技巧 , 此 处 不 拟 详 述 .) 

13.4.8 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 马 是 X 的 子 集合 . 证 明 : 如 果 忆 是 连通 的 , 那么 吾 的 闭 
包 五 也 是 连通 的 . 逆 命 古 成 立 吗 ? 
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13.4.9 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 . 在 X 上 定义 一 个 关系 x ~ y: 说 zy 当 且 仅 当 X 有 一 个 
连通 的 子 集合 含有 z,y 两 者 . 证 明 这 是 一 个 等 价 关 系 ( 即 遵 从 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 
性 公理 ). 还 有 , 证 明 此 关系 的 等 价 类 ( 即 形 如 {y EX : y ~ zl 的 集合 , 这 里 ze 和) 
全 是 闭 的 且 是 连通 的 . (提示 : 用 习题 13.4.6 和 习题 13.4.8.) 这 些 集合 (等 价 类 ) 叫 作 
X 的 连通 分 支 . 
13.4.10 ”联合 命题 13.3.2 和 推论 13.4.7, 推出 关于 紧 致 连通 区 域 上 的 连续 函数 的 定理 , 作为 推 
论 9.7.4 的 推广 . 
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度量 空间 的 概念 可 推广 为 拓扑 空间 的 概念 ,这 个 推广 的 思想 是 不 把 度量 d 看 
作 基 础 对 象 ; 的 确 , 在 一 般 的 拓扑 空间 中 根本 没有 度量 . 代替 度量 的 是 开 集 族 , 这 是 
拓扑 空间 的 基础 概念 . 在 度量 空间 中 , 首先 引入 的 是 度量 d, 然后 用 度量 先 定义 开 
球 , 再 定义 开 集 , 而 在 拓扑 空间 中 , 恰恰 是 从 开 集 的 概念 出 发 的 . 从 开 集 出 发 的 结果 
是 , 不 必 重 新 构造 可 用 的 球 或 度量 (于 是 , 并 非 一 切 拓扑 空间 都 是 度量 空间 ), 然而 
值得 注意 的 是 , 依然 可 以 定义 上 一 节 中 的 许多 概念 . 

本 书 中 完全 用 不 着 拓扑 空间 , 所 以 只 是 相当 简洁 地 作 一 介绍 . 对 拓扑 空间 更 完 
全 的 研究 当然 可 以 在 任何 一 本 拓扑 学 教材 中 或 者 更 深 的 分 析 学 教材 中 找到 . 

定义 13.5.1( 拓 扑 空间 ) ”拓扑 空间 是 一 个 序 偶 (X,7), 其 中 X 是 一 个 集合 ， 
而 了 C2X 是 XX 的 一 个 子 集 族 , 它 的 元 素 叫 作 开 集 . 而 且 集 族 T 必须 遵从 下 述 性 
质 . 

。 空 集 gf 及 整个 集合 XX 是 开 集 . 换言之 ,gg eT 且 XeT. 

。 开 集 的 有 限 交 是 开 集 . 换言之 , 若 页 …… ,你 是 T 的 元 素 , 则 Vi 门 … 门 We 

元 . 
e。 开 集 的 任意 并 是 开 集 (包括 无 限 并 ). 换言之 , 车 (Vo)aer 是 并 中 的 一 族 元 素 
( 开 集 ), 那么 Ue Va eT. 

在 很 多 情况 下 , 开 集 族 可 以 从 上 下 文 看 出 , 于 是 把 拓扑 空间 (X,T) 简写 为 X. 

从 命题 12.2.15 看 到 , 每 个 度量 空间 (X,d) 自动 地 是 一 个 拓扑 空间 (只 要 令 三 
是 (X,d) 中 的 全 体 开 集 的 族 ). 但 是 , 的 确 存在 拓扑 空间 , 其 不 由 度量 空间 产生 ( 见 
习题 13.5.1 和 习题 13.5.6). 

现在 我 们 来 建立 本 章 及 上 一 章 中 一 些 概念 在 拓扑 空间 上 的 类 比 . 球 的 概念 必 
须 用 邻 域 的 概念 来 代替 . 

定义 13.5.2( 邻 域 ) ” 设 (X, 了 T) 是 拓扑 空间 , 并 设 z e X. 含有 z 的 开 集 叫 作 
z 的 邻 域 . 

例 13.5.3 ”车 (X,d) 是 度量 空间 , zeX 且 7 >0, 则 B(z,r) 是 z 的 邻 域 . 
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定义 13.5.4( 拓 扑 收 敛 )” 设 m 是 整数 , (X,T) 是 拓扑 空间 , 并 设 (z(")%,, 是 
X 中 的 点 的 序列 . 设 x 是 X 的 点 . 说 (zm))se， 收敛 到 z, 当 且 仅 当 对 于 z 的 每 
个 邻 域 V, 都 存在 N > m 使 得 对 于 一 切 n> N, xz" eV. 

这 个 概念 与 度量 空间 中 收敛 的 概念 是 相 容 的 (习题 13.5.2). 可 能 会 问 极限 是 否 
具有 唯一 性 (命题 12.1.20). 回答 通常 是 肯定 的 (只 要 拓扑 空间 具有 一 个 叫 作 Haus- 
dorff 性 质 的 附加 性 质 ) 但 对 于 其 他 的 拓扑 , 回答 也 可 能 是 否定 的 , 见习 题 13.5.4. 

定义 13.5.5( 内 点 、 外 点 和 边界 点 ) ” 设 (X, 了 T) 是 拓扑 空间 , BB 是 X 的 子 集 
合 , 并 设 zo 是 X 的 点 . 说 zo 是 的 内 点 , 如 果 存 在 zo 的 邻 域 V 使 得 V cE. 
说 zo 是 电 的 外 点 , 如 果 存 在 zo 的 邻 域 V 使 得 V 门 B= Cg. 说 zo 是 互 的 边界 点 ， 
如 果 它 既 不 是 B 的 内 点 也 不 是 BB 的 外 点 . 

这 个 定义 与 度量 空间 的 相应 概念 是 相 容 的 (习题 13.5.3). 

定义 13.5.6( 闭 包 )” 设 (X, 了 T) 是 拓扑 空间 , B 是 X 的 子 集 合 , 并 设 zo 是 X 
的 点 . 说 zo 是 五 的 附着 点 , 如 果 zo 的 每 个 邻 域 V 与 的 交 都 不 空 .BE 的 一 切 附 
着 点 的 集合 叫 作 五 的 闭 包 , 记 作 互 . 

有 一 个 定理 12.2.10 的 部 分 类 比 , 见习 题 13.5.10. 

在 拓扑 空间 (X,T) 中 , 定义 集合 K 是 闭 的 , 当 且 仅 当 它 的 补 集 XA\ 天 是 开 的 ; 
根据 命题 12.2.15(e), 这 个 定义 与 度量 空间 定义 相 容 . 命题 12.2.15 的 某 些 部 分 类 比 
也 成 立 (见习 题 13.5.11). 

为 定义 相对 拓扑 的 概念 , 我 们 不 能 使 用 定义 12.3.3, 因为 它 要 用 到 度量 函数 . 但 
是 我 们 可 以 代 之 而 以 命题 12.3.4 为 出 发 点 . 

定义 13.5.7( 相 对 拓扑 )” 设 (X,T) 是 拓扑 空间 , 而 Y 是 X 的 子 集合 . 定义 
Ty := {VN 站 Y :Ve 7T}, 并 称 之 为 (X,T) 在 YY 上 导出 的 拓扑 . 称 (Y,7Y) 为 (X,7 了 T) 
的 拓扑 子 空间 . 这 的 确 是 一 个 拓扑 空间 , 见习 题 13.5.12. 

从 命题 12.3.4 知 , 相对 拓扑 的 概念 与 度量 空间 的 概念 是 相 容 的 . 

下 面 定义 连续 函数 的 概念 . 

定义 13.5.8( 连 续 函 数 ) ” 设 (X,Tx) 和 (Y, 7) 是 拓扑 空间 , 并 设 f :XX 一 Y 
是 函数 . 设 zo EX, 说 f 在 wo 处 连续 , 当 且 仅 当 对 于 f(zo) 的 每 个 邻 域 V, 都 存 
在 zo 的 邻 域 U, 使 得 FDI) EY. 说 f 是 连续 的 , 当 且 仅 当 f 在 X 的 每 个 点 都 连 
续 . 

这 个 定义 与 定义 13.1.1 是 一 致 的 (习题 13.5.15). 定理 13.1.4 和 定理 13.1.5 的 
部 分 类 比 成 立 (习题 13.5.16). 特别 是 , 一 个 函数 是 连续 的 , 当 且 仅 当 每 个 开 集 的 逆 
象 (或 原 象 , pre-image) 是 开 的 . 

对 于 拓扑 空间 , 不 幸 的 是 没有 Cauchy 序列 的 概念 , 也 没有 完备 空间 及 有 界 空 
间 的 概念 . 但 是 , 肯定 有 紧 致 空间 的 概念 , 从 定理 12.5.8 出 发 就 导出 紧 致 的 概念 . 

定义 13.5.9( 紧 致 拓扑 空间 ) “” 设 (X,7) 是 拓扑 空间 . 说 此 空间 是 紧 致 的 , 如 : 
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果 X 的 每 个 开 覆 盖 都 有 有 限 的 子 覆 盖 . 设 Y 是 X 的 子 集合 , 说 Y 是 紧 致 的 , 如 果 
(X,T) 在 Y 上 导出 的 拓扑 是 紧 致 的 . 

关于 紧 致 度量 空间 的 很 多 基本 事实 对 于 紧 致 拓扑 空间 继续 成 立 , 特别 是 定理 
13.3.1 和 命题 13.3.2 仍 成 立 (习题 13.5.17). 但 是 , 此 处 没有 一 致 连续 的 概念 , 所 以 
没有 定理 13.3.5 的 类 比 . 

我 们 还 可 以 逐 字 重复 定义 13.4.1, 并 重复 定义 13.4.3( 但 用 定义 13.5.7 代替 定 
义 12.3.3) 来 定义 连通 性 的 概念 .813.4 中 的 很 多 结果 和 习题 对 于 拓扑 空间 继续 成 立 ， 
(证 明 几 乎 不 必 作 任何 变动 !). 


13.5.1 


13.5.2 


13.5.3 


13.5.4 


13.5.5 


13.5.6 


习 题 13.5 


设 X 是 集合 , 令 T := {2,X}. 证 明 (X, 了 7 了 ) 是 拓扑 空间 ( 称 T 为 X 上 的 平凡 拓扑 ). 
设 X 含有 多 于 一 个 的 元 素 , 证 明 平 凡 拓 扑 不 能 由 在 X 上 定义 一 个 度量 来 得 到 . 证 明 
这 个 拓扑 空间 既是 紧 致 的 也 是 连通 的 . 

设 (X,d) 是 度量 空间 (从 而 是 拓扑 空间 ). 证 明定 义 12.1.14 和 定义 13.5.4 中 的 两 个 
关于 序列 收敛 的 概念 重合 . 


设 (X,d) 是 度量 空间 (从 而 是 拓扑 空间 ), 证 明定 义 12.2.5 中 的 内 点 、 外 点 、 边 界 点 
的 概念 与 定义 13.5.5 中 的 相应 的 概念 重合 . 

拓扑 空间 (X,T) 称 为 Hausdorff 空间 , 如 果 给 定 任意 两 个 不 同 的 点 x,y E X, 总 存 
在 z 的 一 个 邻 域 V 和 y 的 一 个 邻 域 W, 使 V 门 W = g. 证 明 任 何 由 度量 空间 生 
成 的 拓扑 空间 总 是 Hausdorff 空间 , 并 证 明 平 凡 拓扑 不 是 Hausdorff 拓扑 . 证 明 : 对 
于 Hausdorff 空间 , 成 立 命题 12.2.20 的 类 比 . 举 一 个 非 Hausdoeff 空间 的 例子 使 命 
题 12.1.20 不 成 立 .( 实 践 中 , 我 们 过 到 的 绝 大 多 数 拓扑 空间 都 是 Hausdorff 空间 ; 非 
Hausdorff 拓扑 空间 很 有 病态 的 倾向 , 以 至 研究 它们 没有 太 大 的 用 处 .) 

给 定 一 个 带 有 序 关 系 < 的 全 序 集 X, 说 集合 VC X 是 开 的 , 如 果 对 于 每 个 zx € V， 
都 存在 a,be X 使 得 “区 闻 "{y EX:a<y< 寺 含有 z 并 包含 在 V 中 . 设 本 是 义 
的 全 体 开 子 集 的 族 . 证 明 (X, 了 T) 是 拓扑 空间 (了 叫 作 全 序 集 (X,<) 上 的 序 拓扑 ), 它 
是 Hausdorff 空间 ( 按 习题 13.5.4 的 意义 ). 证 明 : 在 实 直 线 及 上 ( 带 有 标准 的 序 <)， 
序 拓 扑 与 标准 拓扑 ( 即 由 标准 度量 产生 的 拓扑 ) 一 致 . 如 果 代 替 及 而 使 用 这 个 拓扑 于 
广义 实 直 线 民 *, 那么 月 是 具有 边界 {一 00, co} 的 开 集 . 如 果 (zn)>21 是 恨 中 (从 而 
也 是 有 R* 中 ) 的 序列 , 证 明 (z%)%21 收敛 到 oo 当 且 仅 当 lim inf zn = o00, 而 (zn) 守 1 
收敛 到 一 00 当 且 仅 当 lim sup zn = —00. 2 


设 X 是 不 可 数 集 , 并 设 工 是 和 中 的 一 切 这 样 的 子 集合 已 的 族 , EB 或 是 空 集 或 是 余 
有 限 的 (co-finite)( 即 X\B 是 有 限 的 ). 证 明 人 是 X 上 的 拓扑 ( 叫 作 X 上 的 余 有 限 
拓扑 ), 它 是 习题 13.5.4 意义 下 的 Hausdorff 拓扑 , 并 且 (X,T) 是 紧 致 的 以 及 连通 的 . 
还 有 , 证 明 : 当 xz e 瑟 , 且 (你 )8: 是 任意 的 含 点 z 的 开 集 的 族 时 , 门 > | 友 地 {2}. 
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13.5.7 


13.5.8 


13.5.9 


13.5.10 


13.5.11 


13.5.12 
13.5.13 
13.5.14 
13.5.15 


13.5.16 


13.5.17 


使 用 此 事 证 明 , 余 有 限 拓扑 不 能 由 在 X 上 定义 度量 d 而 得 到 . (提示 : 在 度量 空间 中 
集合 门 和 > B(z, 土 ) 等 于 什么 ?) 
设 X 是 不 可 数 集 , 并 设 了 是 和 中 一 切 这 样 的 子 集 合 EB 的 族 , EE 或 是 空 集 或 是 余 可 
数 的 (co-countable)( 即 X\ BE 是 至 多 可 数 的 ). 证 明 (X,T) 是 X 上 的 拓扑 ( 叫 作 六 
上 的 余 可 数 拓扑 ), 它 是 习题 13.5.4 意义 下 的 Hausdorf 拓扑 . 空间 (X,T) 是 连通 的 ， 
但 不 是 紧 致 的 , 并 且 不 能 从 度量 空间 得 出 . 
设 X 是 不 可 数 集 , 并 设 oo 是 XX 的 一 个 元 素 . 令 了 为 六 中 的 一 切 这 样 的 子 集 合 到 
的 族 : 已 或 是 空 集 或 是 含 oo 的 余 可 数 集 . 证 明 (X,T) 是 紧 致 拓扑 空间 , 但 是 在 X 
中 并 非 每 个 序列 都 有 收敛 的 子 序 列 . 
设 (X,T) 是 紧 致 拓扑 空间 , 并 设 X 具有 可 数 邻 域 基 , 即 对 于 任意 的 z € X, 存在 z 
的 可 数 邻 域 序列 (Vn)?21, 使 得 zx 的 每 个 邻 域 都 至 少 包含 此 序列 中 的 某 个 邻 域 似 . 证 
明 X 中 每 个 序列 都 有 收敛 的 子 序 列 (修改 习题 12.5.11).， 解释 为 何 此 事 并 不 与 习题 
13.5.8 矛盾 . 
证 明 命题 12.2.10 在 拓扑 空间 中 的 下 述 部 分 类 比 : (c) 蕴含 (a) 和 (b)，(a) 和 (b) 等 
价 . 证 明 在 习题 13.5.7 的 余 可 数 拓扑 之 下 , (a), (b) 成 立 不 必 以 (c) 成 立 为 前 提 . 
设 互 是 拓扑 空间 (X,T) 的 子 集合 . 证 明 EB 是 开 集 当 且 仅 当 E 的 每 个 点 都 是 内 点 ， 
并 证 明 EE 是 闭 集 当 且 仅 当 EE 含有 它 的 一 切 附着 点 . 证 明 命题 12.2.15(e)~(h) 的 
类 比 (其 中 有 些 由 定义 是 自动 成 立 的 )， 如 果 假 定 X 是 Hausdorff 空间 , 那么 命题 
12.2.15(d) 的 类 比 也 成 立 , 但 是 当 X 不 是 Hausdorf 空间 时 , (d) 不 必 成 立 , 请 举例 
说 明 . 
证 明 在 定义 13.5.7 中 定义 的 序 偶 (Y, 5) 的 确 是 拓扑 空间 . 
把 推论 12.5.9 推广 到 拓扑 空间 的 紧 致 集合 上 . 
把 推论 12.5.10 推广 到 拓扑 空间 的 紧 致 集合 上 . 
设 (X,dx) 和 (% dr) 是 度量 空间 (从 而 是 拓扑 空间 ). 证 明 在 定义 13.1.1 和 定义 
13.5.8 中 关于 函数 了 : X 一 Y 连续 (在 一 点 处 及 在 整个 定义 域 上 ) 的 两 个 定义 重合 . 
证 明 当 定理 13.1.4 推广 到 拓扑 空间 时 , (a) 蕴含 (b)，( 反 过 来 不 成 立 , 但 构造 反例 
是 困难 的 .) 证 明 当 定理 13.1.5 推广 到 拓扑 空间 时 , (a)(c)(d) 彼此 等 价 , 而 且 都 蕴含 
(b). ( 反 过 来 的 皆 含 也 不 成 立 , 但 难于 证 明 .) 
把 定理 13.3.1 和 命题 13.3.2 都 推广 到 拓扑 空间 的 紧 致 集合 上 . 


第 14 章 一 致 收 人 钱 


在 前 两 章 中 我 们 已 看 到 度量 空间 (X,d) 中 的 点 的 序列 (z(”))，， 收敛 到 极限 
z 是 什么 意思 : 它 指 的 是 lim d(z(",z) = 0, 或 者 等 价 地 说 , 对 于 每 个 = > 0, 都 存 
在 N > 0 使 得 对 于 一 切 n > N, d(z"m,z) < e. (还 把 收敛 概念 推广 到 了 拓扑 空间 
(X, 7 了), 但 在 本 章 中 我 们 将 集中 注意 力 于 度量 空间 .) 

在 本 章 中 , 我 们 考虑 从 一 个 度量 空间 (X, dx) 到 另 一 个 度量 空间 (Y, dy) 的 函 
数 的 序列 (/j(m))se， 收 敏 指 的 是 什么 . 换言之 , 有 一 列 函数 中， /中 ,…, 其 中 每 个 
fo) :一 Y 都 是 从 XX 到 YY 的 函数 , 问 这 个 函数 序列 收敛 到 某 个 极限 函数 f 是 
什么 意思 . 

有 几 个 不 同 的 关于 函数 序列 收敛 的 概念 . 这 里 只 描述 两 个 最 重要 的 , 即 逐 点 收 
伍 和 一 致 收敛 . (还 有 其 他 类 型 的 收敛 , 例如 到 收敛 、L? 收敛 、 依 测度 收敛 和 几乎 
处 处 收敛 等 , 但 这 些 都 超出 了 本 书 的 范围 .) 这 两 个 概念 是 彼此 相关 联 的 , 但 不 是 同 
一 个 概念 , 两 者 之 间 的 联系 有 点 类 似 于 连续 与 一 致 连续 之 间 的 联系 . 

一 旦 型 清 了 函数 序列 的 收敛 是 什么 意思 , 那么 就 可 使 命题 lim ft) = f 有 意 
义 , 然后 就 要 问 此 极限 如 何 与 其 他 概念 交互 作用 . 例如 , 我 们 已 经 知道 函数 的 极限 
值 的 概念 : 

lim _ f(z). 


TTOITEX 


可 以 交换 极限 次 序 吗 ? 即 


和 
我 们 将 看 到 , 答案 取决 于 fm 的 收敛 性 态 ， 我 们 还 要 提出 关于 交换 极限 与 积分 的 
次 序 , 交换 极限 与 求 和 的 次 序 , 交换 求 和 与 积分 的 次 序 的 类 似 的 问题 . 


814.1 ”函数 的 极限 值 


在 谈论 函数 序列 的 极限 之 前 , 应 该 先 讨论 一 个 类 似 的 , 但 不 同 的 概念 , 即 函数 
的 极限 值 的 概念 . 我 们 将 专注 于 度量 空间 的 情形 , 然而 对 于 拓扑 空间 也 有 类 似 的 概 
念 (习题 14.1.3). 

定义 14.1.1( 函 数 的 极限 值 ) 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 都 是 度量 空间 , 设 妃 是 
X 的 子 集合 , 并 设 f : X 一 了 是 函数 . 设 ro eX 是 EB 的 附着 点 而 Le Y. 如 
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果 对 于 每 个 s > 0 都 存在 5 > 0, 使 得 对 于 一 切 满足 dx(zo,z) < 6 的 ze 五 成 立 
dy(j(z), 工 ) < s, 就 说 当 xz 沿 着 吾 收敛 到 zo 时 f(z) 在 YY 中 收敛 到 工 , 记 作 
imesyf(z) 一 工 
注 14.1.2 有些 作 者 把 z = zo 的 情形 从 上 面 的 定义 中 排除 出 去 , 那 就 要 求 
0 < dx(z,zo) < 6， 依 当前 的 记号 , 这 对 应 于 把 zo 从 五 中 移 除 , 于 是 就 得 代替 
lim _f(z) 而 考虑 lim f(z). 关于 两 个 概念 的 对 比 , 见习 题 14.1.1. 


TTXOITEER TTOTEBE\{ro0} 


将 此 定义 与 定义 13.1.1 对 比 , 我 们 看 到 f 在 zo 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 
f(z) = f(zo). 


a EX 


于 是 , f 在 X 上 连续 等 价 于 
对 于 一 切 ro e X， limex jz) = f(z0). 
例 14.1.3 设 太 :及 一 及 是 函数 f(z) = zx? 一 4, 那么 由 于 f 是 连续 的 , 所 以 
lim f(z)=f(1)=1-4= -3. 


注 14.1.4 ” 当 清 楚 z 在 X 中 取 值 时 , 常 略 去 条 件 ze X 而 把 ,lm xf(7) 

ed 14.1.1. 

命题 14.1.5 ” 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 度量 空间 , 巴 是 X 的 子 集 合 ， 并 设 
f: 鲜 一 Y》 是 函数 . 设 To EX 是 己 的 附着 点 且 LEY. 那么 下 述 四 命题 远 辑 上 等 
价 . 

i 

(b) 对 于 已 中 的 每 个 依 度量 dx 收敛 到 zo 的 序列 (zo)) ,序列 (f(z))>， 
都 依 度量 dy 收敛 到 工 . 

(c) 对 于 含有 工 的 每 个 开 集 VC Y, 都 存在 含有 zo 的 开 集 UC XX, 使 得 
f(UNE)EV. 

(d) 如 果 定 义 函 数 g :五 Ufzo}l 一 也 使 g(x0) := 工 ， 且 对 于 rz €E\ {zo}, 
9g(Z) := f(z), 那么 g 在 zo 处 连续 . 

证 明 ”见习 题 14.1.2. 

注 14.1.6 ”从 命题 14.1.5(b) 和 命题 12.1.20 观察 到 , 函数 f(z) 当 zx Ka 
zo 时 最 多 只 能 收敛 到 一 个 极限 元 . 换言之 , 如 果 极 限 


lim _f(z) 


I—TO;TEE 
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存在 , 那么 它 只 能 取 一 个 值 . 

注 14.1.7 zo 是 互 的 附着 点 的 要 求 是 必要 的 , 当 zo 不 是 EB 的 附着 点 时 , 极 
限 概念 就 没 用 了 , 那 时 zo 在 EB 的 外 部 , 当 z 沿 着 已 收敛 到 zo 时 f(z) 收敛 到 工 
的 概念 是 空 的 (对 于 足够 小 的 5 > 0, 没有 点 ze 五 使 dlz,zo) < 0). 

注 14.1.8 ”严格 说 来 , 应 该 写 

dy- lms f(z) 而 取代 im gf (2), 

因为 收敛 依赖 于 度量 dy. 但 在 实践 中 , 度量 dy 是 明确 的 , 所 以 从 记号 中 略 去 前 
缀 dv. 


习 题 14.1 


14.1.1 ” 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 度量 空间 , EE 是 X 的 子 集合 , f : EB 一 Y 是 函数 , 并 设 
zo E 五 . 证 明 极 限 
ln 


存在 的 充分 必要 条 件 是 极限 
2 f(z) = f(zo). 


还 有 , 证 明 当 前 一 个 极限 存在 时 , 它 必 定 等 于 f(zxo). 

14.1.2 ”证 明 命 题 14.1.5. (提示 : 复习 定理 13.1.4 的 证 明 .) 

14.1.3 ”使 用 命题 14.1.5(c) 定义 从 拓扑 空间 (X,Tx) 到 拓扑 空间 (Y, 77) 的 函数 了: X 一 了 
的 极限 值 的 概念 . 然后 证 明 命 古 14.1.5(c) 和 14.1.5(d) 等 价 . 如 果 X 还 是 Hausdorff 
拓扑 空间 (见习 题 13.5.4), 证 明 注 14.1.6 的 类 比 . 如 果 Y 不 是 Hausdorff 空间 , 同样 
的 命题 还 成 立 吗 ? 

14.1.4 ”回顾 习题 13.5.5, 广义 实 直线 及 * 具有 一 个 标准 拓扑 ( 序 拓扑 ). 把 自然 数 集 N 看 作 这 
个 拓扑 空间 的 子 空间 , 而 oo 是 R* 中 N 的 附着 点 . 设 (an)2o 是 在 拓扑 空间 ( 7y) 
中 取 值 的 序列 , 并 设 L EY. 证 明 

lim_ an=L ( 依 习 题 14.1.3 的 意义 ) 


n—oonNE€E 
等 价 于 
,lim an 三 工 〈 依 定义 13.5.4 的 意义 ). 
这 表明 , 序列 的 极限 值 的 概念 与 函数 的 极限 值 的 概念 是 一 致 的 . 
14.1.5 ” 设 (XX,dx), (Y,dy), (2Z,dz) 是 度量 空间 , zo € X, yo EY, zo € 2. 并 设 f:X 一 Y,， 
g:Y 一 2 是 函数 , 是 XX 的 子 集合 . 如 果 有 


lim _f(z)= yo， 9(Z) = 20， 


lim 
Tr0iTEE yyoiyEf(E) 
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那么 结论 是 
-limesgo jf(z) = zo. 


14.1.6 ”对 于 X 是 度量 空间 而 不 必 是 及 的 子 集合 的 情形 , 叙述 并 证 明 命题 9.3.14 中 极限 算 律 
的 类 比 . (提示 : 用 推论 13.2.3.) 
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函数 序列 收敛 的 最 明显 的 概念 是 逐 点 收敛 , 或 在 定义 域 的 每 点 处 的 收敛 : 
定义 14.2.1( 逐 点 收敛 ) 设 (1()) ， 是 从 一 个 度量 空间 (X,dx) 到 另 一 个 
度量 空间 (Y, dy ) 的 函数 的 序列 , 并 设  : XX 一 了 是 函数 . 如 果 对 于 一 切 re 和 有 


,lim fo 人 z) = fo) 
即 
im dy(f"™(z), f(z)) =0, 


那么 就 说 (f")”， 在 和 上 逐 点 收敛 到 f, 称 f 为 Fo 的 逐 点 极限 . 这 种 收敛 
也 可 以 描述 为 , 对 于 每 个 x 和 每 个 。> 0, 存在 N > 0 使 得 对 于 每 个 n > N， 
dy (f(z), f(z)) <E. 

注 14.2.2 ”注意 , f(z) 和 f(z) 是 了 中 的 点 , 而 不 是 函数 , 所 以 我 们 是 用 先 
前 已 有 的 关于 度量 空间 中 点 列 的 收敛 的 概念 来 确定 函数 序列 的 收敛 . 还 要 注意 , 我 
们 并 未 真正 使 用 (X,dx) 是 度量 空间 这 一 事实 ( 即 , 我 们 不 曾 使 用 度量 dx ), 对 于 这 
个 定义 来 说 , X 只 是 一 个 纯粹 的 集合 就 够 了 , 不 需要 任何 度量 结构 . 但 是 , 后 面 我 
们 要 把 注意 力 限制 于 从 X 到 了 的 连续 函数 , 从 而 需要 X 上 (及 Y 上 ) 的 度量 , 或 
者 至 少 需要 X 上 (和 Y 上 ) 的 一 个 拓扑 结构 . 还 有 , 当 引 入 一 致 收敛 的 概念 时 , 我 
们 肯定 需要 X 上 及 Y 上 的 度量 结构 ; 对 于 拓扑 空间 不 存在 相应 的 概念 . 

例 14.2.3 考虑 由 f(z) := 三 定义 的 函数 fm)(z) : 及 一 及, 以 及 由 f(x) := 0 
定义 的 零 函 数 f : R 一 R. 那么 fm)(z) 逐 点 收敛 到 f(z), 因为 对 于 每 个 固定 的 实 
数 xz, 有 

lim f(z) = ,lim = =0= f(z). 

从 命题 12.1.20 知 , 一 个 从 度量 空间 (X, dx) 到 (Y, dy) 的 函数 序列 (f()， 
最 多 只 能 有 一 个 逐 点 极限 f (这 就 是 可 以 使 用 定 冠 词 “the” 来 表述 逐 点 极限 (the 
pointwise limit) f 的 缘由 )， 然而, 函数 序列 当然 可 以 没有 逐 点 极限 (你 能 想 出 一 个 
例子 吗 ?), 就 像 度量 空间 中 点 的 序列 不 必 有 极限 一 样 . 

逐 点 极限 是 个 很 自然 的 概念 , 但 它 有 许多 缺点 : 它 不 保持 连续 性 , 不 保持 导数 
运算 , 不 保持 极限 运算 , 不 保持 积分 运算 . 下 面 三 个 例子 说 明 此 事 . 
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例 14.2.4 考虑 由 f(z) = zx" 定义 的 函数 Fr)(z) : [0,1] 一 R, 并 设 f: 


[0,H] 一 及 是 函数 
了 当 w = 二 1 
f(?) -{ 0， 当 0 <z<1. 
那么 函数 fo) 是 连续 的 , 并 且 在 [0, 1] 上 逐 点 收敛 到 f (为 什么 ? 分 别处 理 z =1 
和 0<z<1 的 情形 ), 但 极限 函数 f 不 是 连续 的 . 注意 , 此 例 还 表明 逐 点 收敛 也 不 
保持 可 微 性 . 
例 14.2.5 ” 设 对 于 每 个 mw， 


lim __f(™(z) = 


I—TO;TEEB 


而 Am 逐 点 收敛 到 f, 我 们 不 能 断定 
lim gf(7)= 


Xz—7X0;TEE 


上 个 例子 就 是 一 个 反例 : 对 于 每 个 n 


lim 2 = 
Z 一 1;izE[0,1) 
但 z" 逐 点 收敛 到 上 例 中 所 定义 的 函数 f, 且 
f(z)=0. 


二 a 1) 
这 使 我 们 看 到 


,lim lim < (Wr) lim lim f(x) 


一 Do IT 一 Z0iZE 立 一 0;ZTEX 下 一 


(参阅 例 1.2.8). 于 是 逐 点 收敛 不 保持 极限 运算 . 

例 14.2.6 ” 设 对 于 每 个 n, fm : [ab 一 RR 是 区 间 [c, 上 的 Riemann 可 积 
函数 , 并 设 对 于 每 个 n, /15 fm == 工 . 设 f" 逐 点 收敛 到 某 函 数 f, 这 并 不 意味 着 
Jiaaf 二 工 . 这 里 有 一 个 反例 , 设 [中 := [0,1], 令 


2n， 当 ze [去 , 汪 ]， 

jn)(z) := n= 1,2,3,.…,， 
0 SEOoJNIn]， 

那么 fn) 逐 点 收敛 到 零 函数 f(z) := 0 (为 什么 ?). 另 一 方面 ， 


v 个 (n) 一 一 0. 
对 于 每 个 n Ve 1, 而 A 0 
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于 是 我 们 看 到 一 个 使 
本 (n) im fln) 
es [a,b] f 局 f 
的 例子 .可 能 会 认为 这 个 反例 中 f(" 是 不 连续 的 会 起 什么 作用 , 然而 可 以 容易 地 


在 这 个 反例 中 把 每 个 f(" 修改 成 连续 函数 . (你 知道 怎样 修改 吗 ?) 
另 一 个 具有 同样 精神 的 例子 是 “移动 颠 艇 ”的 例子 . 令 


f(z) | 1， 当 ze [n,n++1]， 


n= 0,1,2,3,.…,， 
0， 当 z€E R\ [n,n+t1)，, 


那么 对 于 每 个 mw 
/ f™ := lim jn) = 1. 
R N] 


人 一 oo [一 N, 


另 一 方面 ft") 逐 点 收敛 到 零 函数 0 (为 什么 ?), 而 所 0=0. 

在 这 两 个 例子 中 , 面积 为 1 的 函数 不 知道 怎么 就 “消失 ”了 而 产生 了 面积 为 0 
的 极限 函数 . 亦 见 例 1.2.9. 

这 三 个 例子 表明 逐 点 收敛 是 弱 得 没什么 大 作用 的 概念 ， 问题 在 于 , 当 f("(z) 
在 每 点 z 处 收敛 到 f(z) 时 , 收敛 的 速度 是 随 着 x 的 不 同 而 变化 的 . 例如 , 考虑 第 
一 个 例子 

fz) := 2", 0 入 z 委 1 n=0,1,2,3,..., 


1， 当 z= 1， 
/oO={ 0， 当 0<z<1, 


那么 对 于 每 个 z, 当 n 一 co 时 ,jw)(z) 收敛 到 f(z), 这 就 是 说 


a 1， 当 z = 1， 
lim 2 ”三 
no0 0， 当 0<z<1, 


但 是 当 x 接近 1 时 的 收敛 速度 比 当 zx 离开 1 时 的 收敛 速度 要 慢 得 多 . 例如 , 考虑 
命题 
对 于 一 切 0< zz<1, ,lim zx" =0. 


这 说 的 是 对 于 每 个 0 < z < 1 和 每 个 。 > 0, 存在 N > 1 使 得 对 于 一 切 n > N， 
|zz| < e. 或 者 换个 样子 说 , 序列 1, rz, z2, z3,.… 在 经 过 它 的 有 限 数 N 个 元 素 之 后 
终于 变 得 比 s 小 . 但 需要 走 过 的 元 素数 目 N 强烈 地 依赖 于 zx 的 位 置 . 作为 例子 , 取 
< := 0.1. 如 果 z = 0.1, 那么 对 于 一 切 n > 2，lz2| < e, 序列 在 第 二 项 之 后 变 得 比 e 
小 . 但 车 x = 0.5, 则 只 当 交 这 4 时 |zz| < es, 也 就 是 说 , 必须 等 到 第 四 项 之 后 才能 使 
每 项 小 于 e. 而 若 xz = 0.9, 则 仅 当 n > 22 时 才 有 |z"| < s. 显然 , z 越 接近 于 1, 就 
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必须 等 得 越久 才能 使 f(z) 与 f(z) 接近 到 s 之 内 , 尽管 这 终究 是 做 得 到 的 . (但 
是 , 怪 怪 地 , 当 收 敛 性 随 着 xz 接近 1 而 变 得 越 来 越 坏 时 , 一 旦 z = 1, 收敛 性 突然 变 
得 十 分 完美 .) 

用 另 一 种 形式 来 表达 此 事 , Fn) 收敛 到 f 关于 z 不 是 一 致 的 一 一 要 使 fo(z) 
与 f(z) 接近 到 < 之 内 的 N (mn > N), 既 依 赖 于 s, 也 依赖 于 zx. 这 启示 了 更 强 的 收 

定义 14.2.7( 一 致 收敛 ) 设 (f(")， 是 从 一 个 度量 空间 (X,dx) 到 另 一 个 
度量 空间 (Y, dy) 的 函数 序列 , 并 设 f : X 一 了 是 函数 . 如 果 对 于 每 个 。 > 0, 都 存 
在 入 > 0, 使 得 对 于 每 个 mn > NN 及 zz eX 都 成 立 dy(f((z), f(z)) < e, 那么 就 说 
(1O) ,在 X 上 一 致 收敛 到 f, 说 函数 f 是 函数 序列 (f 中 )”， 的 一 致 极限 (或 
简单 地 说 是 f(" 的 一 致 极限 ). 

注 14.2.8 ”注意 , 此 定义 与 定义 14.2.1 中 的 逐 点 收敛 定义 有 微妙 的 区 别 . 在 
逐 点 收敛 定义 中 的 NN 允许 依赖 于 z, 此 处 不 允许 . 读者 应 把 此 区 别 与 连续 和 一 致 连 
续 间 的 区 别 ( 即 定义 13.1.1 和 定义 13.3.4 间 的 区 别 ) 相 比 较 . 这 个 类 比 的 更 精确 的 
表述 在 习题 14.2.1 中 给 出 . 

易 见 , 如 果 f(" 在 X 上 一 致 收敛 到 f, 那么 它 也 逐 点 收敛 到 同一 极限 函数 f 
(见习 题 14.2.2), 所 以 , 当 一 致 极限 与 逐 点 极限 都 存在 时 , 它们 必定 相同 . 但 是 , 道 命 
题 不 成 立 . 作为 例子 , 早先 由 fm(z) := z" 定义 的 函数 /fo : [0,1] 一 及 逐 点 收敛 ， 
但 不 一 致 收敛 (见习 题 14.2.2). 

例 14.2.9 设 Fom :[0,1] 一 及 是 函数 f(x) := +z, 并 设 f : [0,1] 一 及 是 零 
函数 f(z) := 0. 那么 fo") 显然 逐 点 收敛 到 f. 现在 我 们 证 明 , 事实 上 jn) 一 致 收 
敛 到 f. 我 们 必须 证 明 , 对 于 每 个 。 > 0, 都 存在 N, 使 得 对 于 每 个 z € [0,1] 和 每 个 
nn 之 入 ,|fm(z) 一 f(z)| < e. 为 证 此 事 , 我 们 固定 es > 0. 那么 对 于 任何 ze [0,1] 和 
n>N, 有 

HG -fal=|az-ol= 72<i < 
于 是 , 要 是 选择 N 使 得 N > 1/s 的 话 (注意 此 选择 与 z 是 什么 无 关 ), 那么 就 有 
f(z) 一 f(z)| <e， 对 于 一 切 n>N 和 一 切 ze [0,1]. 


这 里 我 们 做 一 个 平凡 的 注释 : 如 果 函 数 序列 fm : X 一 了 逐 点 收敛 (或 一 
致 收敛 ) 到 函数 f : X 一 Y, 那么 fm 到 X 的 某 子 集 玉 的 限制 函数 的 序列 
je : 百 一 了 也 逐 点 收敛 (或 一 致 收敛 ) 到 flg( 为 什么 ?). 


习 题 14.2 
14.2.1 ”本 习题 的 目的 是 : 演示 一 个 连续 与 逐 点 收敛 之 间 的 具体 联系 , 及 一 致 连续 与 一 致 收敛 
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14.2.2 


14.2.3 


14.2.4 
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间 的 具体 联系 . 设 f : R 一 及 是 函数 . 对 于 任何 a € RR, 令 fo :到 一 及 是 平移 函数 

fa(z) := f(z — oo). 

(a) 证 明 : f 是 连续 的 当 且 仅 当 , 只 要 (an) 吕 1 是 收敛 到 零 的 实数 序列 , 平移 函数 f。， 
就 逐 点 收敛 到 了 

(b) 证 明 : j 是 一 致 收敛 的 当 且 仅 当 , 只 要 (an)%1 是 收敛 到 零 的 实数 序列 , 平移 函 
数 fo,, 就 一 致 收敛 到 f. 

(a) 设 (7 ) ”， 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度量 空间 (Y, dy) 的 函数 的 序列 , 并 设 
f:X—Y 是 从 X 到 YY 的 函数 . 证 明 当 /om) 一 致 收敛 到 f 时 , f(" 也 逐 点 收 
敛 到 f. 

(b) 对 于 每 个 整数 n> 1 令 fo : (-1,1) 一 及 是 函数 f(z) := z". 证 明 fm) 
逐 点 收敛 到 零 函 数 0, 但 不 一 致 收敛 到 任何 函数 f : (一 1 1) 一 RR. 

(c) 设 g : (-11) 一 防 是 函数 9g(z) := 和 还 保持 (b) 中 的 记号 , 证 明 部 分 和 


立 fm 当 N 一 o0 时 在 开 区 间 (_1, 1) 上 逐 点 收敛 到 9， 但 不 一 致 收 全 到 
n==1 
g. (提示 : 用 引 理 7.3.3.) 如 果 用 闭 区 间 [一 1, 1|] 代替 开 区 间 (一 1, 1), 将 会 发 生 
什么 ? 
设 (X,dx) 是 度量 空间 . 对 于 每 个 整数 n > 1 令 记 :和 X 一 及 是 实 值 函数 . 假设 在 
X 上 所 逐 点 收敛 到 函数 f : X 一 及 (在 此 问题 中 我 们 给 及 以 标准 度量 d(z,y) = 
lz 一 如 ). 设 h: 民 一 尺 是 连续 函数 , 证明 函 数 ho ff 在 X 上 逐 点 收敛 到 hof, 其 中 
hofn:X 一 腿 是 函数 ho fn(7z) := h(fn(7z)), ho 下 是 函数 ho f(x) := h(f(z)). 


' 设 所 :XX 一 Y 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度量 空间 (Y, dy) 的 有 界 函 数 的 序列 . 设 户 


一 致 收敛 到 函数 f : X 一 Y. 假设 f 是 有 界 函 数 , 即 存在 Y 中 的 球 B(y,ay)(yo, RR)， 
使 得 对 于 一 切 ze X,， f(z) e B(y.ay)(yo, R). 证 明 序列 fs 是 一 致 有 界 的 , 即 Y 中 
存在 一 个 球 B(y,ay)(y,7), 使 得 对 于 一 切 ze X 及 一 切 正 整 数 mw， 


fn(7) € Beyay)(y,7). 


814.3 ”一 致 收敛 性 与 连续 性 


现在 我 们 给 出 一 致 收敛 本 质 上 比 逐 点 收敛 要 好 的 第 一 个 证 明 . 具体 地 说 , 我 们 
证 明 连 续 函 数 序列 的 一 致 极限 是 连续 函数 . 

定理 14.3.1( 一 致 极限 保持 连续 性 I) 设 (f()”， 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 
度量 空间 (Y,dy) 的 函数 的 序列 , 并 设 此 序列 一 致 收敛 到 函数 1: 久 一 Y. 设 To 是 
X 的 点 . 如 果 对 于 每 个 n, 函数 f(") 都 在 点 To 处 连续 , 那么 极限 函数 有 也 在 点 Z0 


处 连续 . 


证 明 ”见习 题 14.3.1. 加 
此 定理 有 一 个 直接 的 推论 : 
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推论 14.3.2( 一 致 极限 保持 连续 性 IT) 设 (f(™)” | 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 
度量 空间 (Y, dy) 的 函数 的 序列 , 并 设 此 序列 一 致 收敛 到 函数 有 : 义 一 了 . 如 果 对 
于 每 个 n，f(" 都 在 X 上 连续 , 那么 极限 函数 f 也 在 X 上 连续 . 

此 事 与 例 14.2.4 相反 . 定理 14.3.1 有 一 个 小 小 的 变样 , 也 是 很 有 用 的 : 

命题 14.3.3( 极 限 与 一 致 极限 换 序 ) 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 度量 空间 , 其 中 
Y 是 完备 的 . 设 媚 是 于 的 子 集合 . 设 (jn)) 是 从 妃 到 的 函数 的 序列 , 并 假 
设 此 序列 在 媚 上 一 致 收 伍 到 某 函 数 了 :一 一 Y. 设 zoe 瑟 是 妃 的 附着 点 , 并 设 对 
于 每 个 n, 极限 ,lms f(z) 都 存在 . 那么 极限 。 impf(z) 也 存在 并 且 等 于 
序列 (。Jim pf)(z))21 的 极限 . 换言之 , 如 下 的 极限 换 序 成 立 


le, meat (0) =, lm lm fo). 

证 明 ”见习 题 14.3.2. 国 

这 与 例 14.2.5 相反 . 最 后 我 们 还 有 这 些 定理 的 一 个 序列 形式 : 

命题 14.3.4 设 (f(")”， 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度量 空间 (Y, dy) 的 连续 
函数 的 序列 , 假设 这 个 序列 一 致 收敛 到 函数 了 :和 一 Y. 设 zm) 是 X 中 的 点 的 序 
列 , 它 收 伍 到 某 极 限 z. 那么 fn)(z()) 在 Y 中 收敛 到 f(z). 

证 明 见习 题 14.3.4. 

对 于 有 界 函数 有 类 似 的 结果 成 立 : 

定义 14.3.5( 有 界 函数 ) ” 设 f :X 一 Y 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度量 空间 
(Y,dy) 的 函数 . 如 果 f(X) 是 有 界 集合 , 即 存在 Y 中 的 球 B(yay)(yo, RR) 使 得 对 于 
一 切 zeX 成 立 f(z) € Bly,ay)(yo, RR), 那么 就 称 广 为 有 界 函数 . 

命题 14.3.6( 一 致 极限 保持 有 界 性 ) ” 设 (f(")”， 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 
度量 空间 (Y,dy) 的 函数 的 序列 , 并 假设 此 序列 一 致 收敛 到 函数 了 : 瑟 一 了 . 如果 
对 于 每 个 n, 函数 f(" 都 是 在 X 上 有 界 的 , 那么 极限 沪 数 f 也 是 在 X 上 有 界 的 . 

证 明 ”见习 题 14.3.6. . 王 

注 14.3.7 上 述 各 命题 听 上 去 都 很 合理 , 但 是 应 该 小 心 , 这 只 当 假 定 一 致 收敛 
时 才 成 立 , 逐 点 收敛 是 不 够 的 . (见习 题 14.3.3、 习题 14.3.5 和 习题 14.3.7.) 


习 题 14.3 
14.3.1 ”证 明定 理 14.3.1. 简要 地 解释 为 什么 你 的 证 明 需 要 一 致 收敛 性 , 为 什么 逐 点 收敛 不 够 
用 . (提示 : 最 容易 的 是 使 用 定义 13.1.1 中 的 “e 一 6” 定义. 你 可 能 用 到 三 角形 不 等 式 


dy (f(z), f(z0)) < dy (f(z), f(z)) + dy (fF™ (7), f(z0)) 
+dy(f™ (zo0), f(z0)). 
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而 且 你 可 能 要 把 es 分 成 e = 十 和 十. 最 后 , 用 命题 14.3.3 证 明定 理 14.3.1 是 可 能 
的 , 但 你 可 能 会 发 现 首先 证 明定 理 14.3.1 会 更 容易 .) 

14.3.2 ”证 明 命题 14.3.3. (提示 : 这 很 像 定 理 14.3.1. 但 是 定理 14.3.1 不 能 用 来 证 明 命题 
14.3.3, 而 用 命题 14.3.3 来 证 定理 14.3.1 是 可 能 的 .) 

14.3.3 ”把 命题 14.3.3 与 例 1.2.8 进行 比较 . 你 现在 能 不 能 解释 , 为 什么 例 1.2.8 中 极限 次 序 
的 交换 导致 错误 的 结果 , 而 命题 14.3.3 中 的 换 序 是 正确 的 ? 

14.3.4 ”证 明 命题 14.3.4. (提示 : 尽管 叙述 稍 有 不 同 , 这 也 与 定理 14.3.1 和 命题 14.3.3 类 似 ， 
而 且 不 能 从 那 两 个 结果 导出 此 结果 .) 

14.3.5 ”举例 说 明 , 如 果 把 “一 致 收敛 ” 换 为 “ 逐 点 收敛 ”, 命题 14.3.4 不 再 成 立 . (提示 : 某 些 
早先 已 给 出 的 例子 就 可 说 明 此 事 .) 

14.3.6 ”证 明 命 题 14.3.6. 

14.3.7 ”举例 说 明 , 如 果 把 “一 致 收敛 ” 换 为 “和 逐 点 收敛 ", 命题 14.3.6 不 再 成 立 . (提示 : 某 些 
早先 已 给 出 的 例子 就 可 说 明 此 事 .) 

14.3.8 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 且 对 于 每 个 正 整数 m 和 设 户 : 和 一 及 和 go :X 一 及 都 
是 函数 ， 假 设 (fn)%21 一 致 收敛 到 函数 f : X 一 下 ,而 (ga)s， 一 致 收敛 到 函数 
9g:X 一 及 . 还 假设 (Ce 1; 和 (gn) 吕 1 都 是 一 致 有 界 的 , 即 存在 M > 0 使 得 对 于 
一 切 n>1 和 zeR,|fn(z)| < M 并 且 |gn(z)| < M. 证 明 fgn :XXX 一 下 一 致 收 
伍 到 fg: 久 一 R. 
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本 书 中 我 们 已 经 至 少 建立 了 四 种 看 起 来 不 一 样 的 极限 概念 ; 

(a) 度量 空间 中 点 的 序列 的 极限 lim z” (定义 12.1.14, 亦 见 定义 13.5.4); 

(b) 函数 在 一 点 处 的 极限 值 im f(a) (定义 14.1.1); 

(c) 函数 序列 (7 ) ，， 的 逐 点 极限 f (定义 14.2.1); 

(d) 函数 序列 (f()” | 的 一 致 极限 f (定义 14.2.7). 

这 么 多 极限 概念 , 看 上 去 是 相当 复杂 了 . 然而 我 们 可 以 这 样 来 稍微 降低 复杂 性 : 
把 (d) 看 作 (a) 的 特殊 情形 . 当然 , 这 样 做 要 多 加 小 心 , 因为 现在 处 理 的 是 函数 而 
不 是 点 , 处 理 的 收敛 既 不 是 在 Xx 中 的 收敛 也 不 是 在 Y 中 的 收敛 , 而 是 在 一 个 新 的 
从 XX 到 Y 的 函数 空间 中 的 收敛 . 

注 14.4.1 如果 愿意 代替 度量 空间 而 考虑 拓扑 空间 , 也 可 以 把 (b) 看 作 (a) 
的 特殊 情形 , 见习 题 14.1.4, 而 且 (c) 也 是 (a) 的 特殊 情形 , 见习 题 14.4.4. 于 是 , 在 
拓扑 空间 中 收敛 的 概念 可 用 来 统一 我 们 遇 到 的 全 部 极限 概念 . 

定义 14.4.2( 有 界 函 数 的 度量 空间 ) ” 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 度量 空间 , 让 
B(X 一 了 ) 代表 从 XX 到 Y 的 有 界 函数 的 空间 ? 


@@ 注意 , 根据 等 集 公 理 (公理 3.10) 和 分 类 公理 (公理 3.5), 这 是 一 个 集合 . 
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B(X 一 7 了) := {flf :X 一 Y 是 有 界 函数 }. 
如 下 定义 度量 do : B(X 一 了 ) x B(X 一 了 ) 一 有 +: 对 于 一 切 jge B(X 一 了 )， 


deo(f,9) := sup dy (f(z), 9(7)) = sup{dy (f(x), 9(7)) :ZE 人 上 


这 个 度量 有 时 叫 作 上 确 界 范 数 度量 , 或 L> 度量 我 们 也 使 用 dp(x_,y) 作为 do 
的 同 义 表达 . 

注意 , 距离 doo(f,g) 总 是 有 限 的 , 因为 假设 f 和 g 都 在 XxX 上 有 和 界 . 

例 14.4.3 设 久 :=[0,1], YY := 有 R. 设 f:[0,1] 一 RR 和 9g:[0,1] 一 到 分 别 是 
函数 f(z) := 2z 和 g(x) := 3z. 那么 f 和 9 都 是 有 界 函 数 从 而 属于 B([0,1] 一 R). 
它们 之 间 的 距离 是 


dw(f,9):= sup |2z 一 3z| = sup |z|=1. 
ze[0,1] zel[0,1] 


这 个 空间 事实 上 是 度量 空间 (习题 14.4.1)， 依 此 度量 的 收敛 事实 上 就 是 一 致 
收敛 : 

命题 14.4.4 。” 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 都 是 度量 空间 ， (fO) -i 是 B(X 一 Y) 
中 的 函数 的 序列 , 并 设 f E B(X 一 了 ). 那么 (f 疏 )” | 依 度量 dBp(x_y) 收敛 到 f 
的 充分 必要 条 件 是 (f()” | 一 致 收 化 到 让 

证 明 ”见习 题 14.4.2. 图 

现在 设 C(X 一 Y) 是 从 X 到 的 有 界 连续 函数 的 空间 : 


C(XX 一 了 ) := {fe B(X 一 了 ) :了 是 连续 的 }. 


集合 C(X 一 Y) 显然 是 B(X 一 了) 的 子 集 合 . 推论 14.3.2 断定 这 个 空间 
C(X 一 Y) 在 B(X 一 Y) 中 是 闭 的 (为 什么 ?). 实际 上 我 们 还 可 以 说 得 更 多 : 

定理 14.4.5( 连 续 函 数 空间 是 完备 的 ) 设 (X,dx) 是 度量 空间 , 并 设 (Ydy) 是 
完备 的 度量 空间 . 那么 空间 (C(X 一 了 ),dBp(x_Y)|c(x_y)xc(x_y)) 是 (B(X 一 
Y),dB(x_,Y)) 的 完备 子 空间 . 换言之 , C(X 一 了 ) 中 的 函数 的 每 个 Cauchy 序列 都 
收敛 到 C(X 一 了 ) 中 的 函数 . 

证 明 ”见习 题 14.4.3. 加 


习 题 14.4 


14.4.1 ” 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 度量 空间 . 证 明定 义 14.4.2 中 定义 的 空间 B(X 一 Y) 连同 
度量 dp(x_Y) 确实 是 度量 空间 . 
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14.4.2 ”证 明 命 题 14.4.4. 

14.4.3 ”证 明定 理 14.4.5. (提示 : 这 与 定理 14.3.1 的 证 明 类 似 , 但 不 全 同 .) 

14.4.4 ” 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 度量 空间 , 并 设 YX := {flf: 久 一 了 } 是 从 X 到 Y 的 一 
切 函 数 的 空间 (参阅 公理 3.10). 当 zo EX, 且 是 Y 的 开 集 时 , 设 V(tzo) C YX 是 
集合 

Vero) :={feyx :jzo)eVl. 
设 妃 是 YX 的 子 集合 , 我 们 说 妃 是 开 的 , 如 果 对 于 每 个 f € 巨 , 都 存在 有 限 个 点 
Z1 ,Tn € 及 以 及 开 集 VW,… ,Vi CY, 使 得 


fe VN CE. 


。 证明; 如 果 了 是 YX 中 的 开 集 的 族 , 那么 (YX, 了) 是 拓扑 空间 . 

。 对 于 每 个 自然 数 mw 设 fo) :一 了 是 从 和 到 YY 的 函数 , 并 设 上 :和 X 一 了 是 
从 XX 到 YY 的 函数 . 证 明 fm 依 拓扑 工 收敛 到 f ( 按 定义 13.5.4) 当 且 仅 当 太 m) 
逐 点 收敛 到 f ( 按 定义 14.2.1). 


拓扑 了 叫 作 逐 点 收敛 拓扑 , 理由 是 明显 的 . 同时 , 它 也 叫 作 乘积 拓扑 . 这 表明 , 逐 点 收 
敛 的 概念 可 以 看 作 是 拓扑 空间 中 的 更 一 般 的 收敛 概念 的 特殊 情形 . 


814.5 ”函数 级 数 和 Weierstrass M 判别 法 


我 们 已 经 讨论 了 函数 的 序列 , 现在 来 讨论 函数 的 无 限 级 数 所 . 现在 把 注意 
力 集中 在 从 度量 空间 (X,d) 到 实 直线 有 (装备 有 标准 度量 ) 的 函数 f : X -RR 这 
样 做 是 因为 知道 如 何 把 两 个 实数 加 起 来 , 而 不 必 知 道 如 何 把 一 般 的 度量 空间 Y 中 
的 两 个 点 加 起 来 . 值 域 在 R 中 的 函数 有 时 叫 作 实 值 函 数 . 

有 限 和 当然 是 容易 的 : 给 定 任意 有 限 个 从 X 到 RR 的 函数 中,… ,7(Cm, 可 以 
定义 有 限 和 汇 /中 :XX 一 民 为 


(31%) (z) := > (2). 


例 14.5.1 如 果 jfo) :及 一 到 是 函数 f(z) := zi fQ2) :RR 一 RR 是 函数 
Jo)(z) := z2i 7) :及 一 玉 是 函数 fa)(z) := z3, 那么 f := j 是 由 f(z) := 
t=1 
Z 十 Z2 十 Z3 定义 的 函数 六 : 及 一 及 . 


容易 证 明 , 有 界 函 数 的 有 限 和 是 有 界 的 , 连续 函数 的 有 限 和 是 连续 的 (见习 题 
14.5.1). 


现在 来 考虑 无 限 级 数 . 
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定义 14.5.2( 无 限 级 数 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 . 设 (Joo))” , 是 从 和 到 到 的 


n=1 


函数 的 序列 , 并 设 /是 从 X 到 及 的 函数 . 如 果 部 分 和 宛 /中 在 X 上 当 N 一 on 
时 逐 点 收敛 到 f, 就 说 无 限 级 数 半 /9 逐 点 收 全 到 /, 记 作 /= 半 fm. 如 果 部 
分 和 学 /四 在 X 上当 N 一 oo 时 一 到 收敛 到 7 就 说 无 限 级 数 总 J0 一致 收 全 
到 仍 记 = 总 1. (所 以 , 见 到 像 二 Jo = 了 这样 的 表达 式 时 , 应 从 上 下 文 


看 此 级 数 依 何 种 意义 收敛 ) 
注 14.5.3 级 数 咖 fm 在 X 上 逐 点 收敛 到 当 且 仅 当 对 于 每 个 = < 大 


半 /09(z) 收敛 到 f(z). (于 是 , 如 果 学 1 不 逐 点 收敛 到 /, 屠 并 不 表示 它 逐 点 
发 散 ， 它 可 以 在 某 些 点 > 处 收 化 而 在 另 一 些 点 y 处 发 散 .) 

如 果 级 数 2 7 一 致 收敛 到 f, 那么 它 也 逐 点 收敛 到 f, 但 反之 不 真 , 如 下 例 
所 示 : 四 
例 14.5.4 设 fo) : (-11) 一 玉 是 函数 fm(z) := zn neNi. 那么 》 jn) 

m=-1 

逐 点 收敛 到 函数 -2 但 不 一 致 收敛 (习题 14.5.2). 

何 时 级 数 2 /0 收敛 或 不 收敛 , 并 不 总 是 很 明显 的 . 但 有 一 个 非常 有 用 的 关 
别 法 , 至 少 可 用 来 判别 一 致 收敛 . 

定义 14.5.5( 上 确 界 范 数 ) ” 设 f :XX 一 及 是 有 界 实 值 函数 , 定义 f 的 上 确 界 
范 数 | f |。 为数 

| 7 leo:= sup{|f (2)| : ze X}. 

换言之 , | lw。= dwo(f,0), 其 中 0:X 一 RR 是 零 函 数 0(z) := 0, 而 do 是 定义 14.4.2 
中 定义 的 度量 . (此 事 为 何 成 立 ?) 

例 14.5.6 “如果 了 :(-2,1) 一 及 是 函数 f(z) := 2z, 那么 


17 lw= supfl2zl :ze (-2,1)} =4 (为 什么 ?) 
注意 , 当 f 有 界 时 , | fw 总 是 一 个 非 负 实数 
定理 14.5.7(Weierstrass M 判别 法 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 (jn))22 ， 是 
X 上 的 有 界 实 值 连续 男 数 的 序列 如 果 级 数 汇 |f 中 js 收 化 (注意 这 纯粹 是 一 个 
实数 的 级 数 ) 那么 级 数 2 J(" 在 X 上 一 致 收 全 到 X 上 的 某 函 数 六 而 且 函 数 了 


也 是 连续 的 . 
证 明 ”见习 题 14.5.3. 国 


300 第 14 章 一 致 收 化 


Weierstrass M 判别 法 可 简单 地 叙述 为 : 上 确 界 范 数 的 绝对 收敛 蕴含 函数 级 数 
的 一 致 收敛. 

例 14.5.8 设 0<r<1 是 实数 , 并 设 fm : [-mr] 一 及 是 函数 f(z) := 
zr", n € Ni. 那么 每 个 fo) 都 是 连续 的 并 且 有 界 的 , 而 且 | j) ||。= "(为 什 
么 ?). 由 于 级 数 r? 绝对 收敛 (例如 根据 比例 判别 法 (定理 7.5.1)), 所 以 到 jn) 
在 [-7,7] 上 一 臻 收敛 到 某 连续 函数 ， 在 习题 14.5.2 中 我 们 见 到 这 个 函数 必 是 由 
f(z) := 这 定义 的 函数 f : [7,7] 一 及. 结论 是 , 级 数 3 在 (-1,1) 上 是 逐 点 
“收敛 的 但 不 是 一 致 收敛 的 , 而 对 于 任何 0 < r < 1, 它 在 较 小 的 区 间 [_r,r] 上 是 一 
致 收敛 的 . 

Weierstrass M 判别 法 在 处 理 寡 级 数 时 特别 有 用 , 下 一 章 我 们 将 遇 到 徊 级 数 . 


习 题 14.5 


14.5.1 ” 设 fG), ,7N) 是 从 度量 空间 (X, d) 到 及 的 有 界 函 数 的 有 限 序列 . 证 明 f 中 也 
是 有 界 的 . 当 用 “连续 ”代替 有 界 时 证 明 类 似 的 结论 , 当 用 “一 致 连续 ” 代替 “连续 ” 
时 情况 如 何 ? 

14.5.2 ”验证 例 14.5.4 的 结论 . 

14.5.3 ”证 明定 理 14.5.7. (提示 : 先 证 明 序列 (> OO 是 C(X 一 及) 中 的 Cauchy 序 
列 , 然后 使 用 定理 14.4.5.) 


814.6 ”一 致 收敛 与 积 


现在 把 一 致 收敛 与 Riemann 积分 联系 起 来 (Riemann 积分 是 在 第 11 章 中 讨 
论 过 的 ) 来 证 明 一 致 极限 可 以 放心 地 与 积分 交换 次 序 . 

定理 14.6.1 设 [a,8] 是 区 间 , 并 设 对 于 每 个 整数 n>>1, fo : [ab 一 下 是 
Riemann 可 积 函 数 . 假设 (jn)) 在 [a, 上 一 致 收 伍 到 函数 f : [a,09] 一 及 , 那么 
f 也 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 


i (n= 
on! 人 
证 明 “我们 先 证 f 在 [a,b] 上 是 Riemann 可 积 的 . 这 就 是 要 证 f 的 上 Riemann 
积分 与 下 Riemann 积分 相等 : J 二 1 af: 
设 e>0. 由 于 (fm)” 一 玛 收 人 到 f, 所 以 存在 N > 0, 使 得 对 于 一 切 n> N 
和 ze [a,b], 有 


n=1 


17) -yo)|<e 


814.6 ”一 致 收敛 与 积分 ”301 


当然 
fz) —e < f(z) < fH(r)+e 对 于 一 切 z e [a, dl. 
在 [a,] 上 积分 此 式 , 得 到 


a 人 | / a / (a0] We 


由 于 假定 fl 是 Riemann 可 积 的 , 所 以 


(Js SR /. 中 人 (/， 网 | Pep) 


当然 , 我 们 得 到 


ogf 1-/ sf<26-o). 
[a,b] [a,b] 


由 于 此 式 对 于 每 个 。 > 0 都 成 立 , 就 得 到 所 要 证 的 Ji。 yf = 人。 让 
上 述 论证 也 表明 , 对 于 每 个 < > 0, 存在 N > 0, 使 得 对 于 一 切 n> N， 


/rm-1 f| <2e(6 -0) 
[a,b] [a,b] 


这 表明 ja 7 收敛 到 ff. 
重 述 定理 14.6.1: 可 交换 极限 与 ( 紧 臻 区间 [a,b] 上 的 ) 积分 ， 


]im f= J lim f(™), 
[a,b] [a 


N00 冲 亿 一 DO 


只 要 收敛 是 一 致 的 . 这 与 例 14.2.6 及 例 1.2.9 相反 . 
此 定理 有 级 数 形式 的 类 上 比 : 


推论 14.6.2 设 [ab 是 区 间 , 并 设 (fm)”， 是 在 [a 上 Riemann 可 积 的 


n=1 


洋 数 的 序列 . 如 果 级 数 > fm 一 致 收 化 ,那么 
n=1 


Do Co 
乞 to pe 


[a,b] n=1 


证 明 ”见习 题 14.6.1. 
此 推论 与 Weierstrass M 判别 法 (定理 14.5.7) 联合 运用 , 特别 好 使 : 
例 14.6.3( 非 正式 的 ) ”从 引 理 7.3.3 可 得 几何 级 数 等 式 


z 
PB Fo x €(-—1,1), 
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而 且 (根据 Weierstrass M 判别 法 ) 对 于 任何 0 <r < 1, 在 [7,7] 上 收敛 是 一 致 的 . 
加 1 于 上 式 两 端 , 得 


= 1 
性 1—z’ 


n=0 


收敛 仍 在 [-7,7] 上 是 一 致 的 . 于 是 可 以 在 [0,7] 上 积分 并 使 用 推论 14.6.2 而 得 到 


oo 1 
/ Tdrz = 上 一 一 dz. 
[ov] [our] 工 一 也 


n=0 


左 端 是 六 车 .如果 现在 允许 使 用 对 数 (将 在 815.5 中 给 予 理 论证 明 ), 1 的 反 


导数 oe 即 原 函数 ) 是 一 ln(1 一 zx), 于 是 右 端 是 -ln(1 一 +). 从 而 得 到 
公式 


co rntl 
ee, 必 芝 和 有 
有 一 0 


习 题 14.6 


14.6.1 “用 定理 14.6.1 证 明 推论 14.6.2. 


814.7 ”一 致 收敛 和 导数 


我 们 已 经 看 到 , 一 致 收敛 与 连续 性 、 极 限 以 及 积分 的 交互 作用 是 多 么 融洽 . 现 
在 我 们 来 研究 它 与 导数 是 怎样 交互 作用 的 . 

首先 要 问 的 是 : 如 果 {fn} 一 致 收敛 到 f, 并 且 诸 函数 f 都 是 可 微 的 , 那么 这 
是 否 强 含 f 也 是 可 微 的 ? 如 果 f 也 是 可 微 的 , 那么 { 矿 } 是 不 是 也 收 化 到 f'? 

不 幸 的 是 , 对 于 第 二 个 问题 的 回答 是 否定 的 . 为 了 构 作 一 个 反例 , 我 们 不 加 证 
明 地 使 用 关于 三 角 函 数 的 一 些 基本 事实 (815.7 将 对 这 些 事实 进行 严格 的 论述 ). 考 
虑 由 f(z) := 遍 sin(nz) 定义 的 函数 f; : [0, 27] 一 及 , 并 令 f : [0,27] 一 及 是 零 函 
数 f(z) := 0. 那么 , 由 于 sin 的 值 介 于 -1 和 1 之 间 , 所 以 doo(fn, 了) < 去 , 其 中 我 
们 使 用 定义 14.4.2 中 引入 的 一 致 度量 do(f,g) := supzelo,2n] |f(7z) 一 g(z)|. 由 于 充 
收敛 到 0, 所 以 由 挤 压 判别 法 , 知 {f%} 一 致 收敛 到 f. 另 一 方面 , f4(x) = Vnicos(nz) 
而 且 | 摊 (0) 一 了 (0)| = Yn. 所 以 及 并 不 逐 点 收敛 到 f', 当然 也 不 一 致 收敛 到 六 . 
其 实在 许多 点 ze [0, 27] 处 


d .. ,时 
zm jz) # lim fr?) 
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对 于 第 一 个 问题 的 回答 也 是 否定 的 ， 由 所 (z) := V 过 二 z2 定义 的 函数 fn : 
[1,1] 一 Rn € Nj4, 就 是 一 个 例子 . 这 些 函 数 都 是 可 微 的 (为 什么 ?). 还 有 , 容易 
验证 1 

Iz| < fn(z) < |z| + 
对 于 一 切 ze [一 1,1] 成 立 (为 什么 ? 把 两 边 平方 ), 于 是 由 挤 压 判别 法 , {fi,} 一 致 收 
敛 到 绝对 值 函数 f(z) := |z|. 但 此 函数 在 0 处 不 可 微 (为 什么 ?). 于 是 , 可 微 函 数 的 
一 致 极限 不 必 是 可 微 的 ( 亦 见 例 1.2.10). 

总 而 言 之 , 函数 序列 { 轧 } 的 一 致 收敛 对 于 导 函 数 序列 { 矿 } 的 收敛 不 提供 任 
何 信息 . 但 是 只 要 {fi} 在 一 点 处 收敛 , 反 过 来 的 命题 就 成 立 : 

定理 14.7.1 设 [ob 是 区 间 . 对 于 每 个 整数 nn 之 1, 设 fn:[a,8] 一 区 是 可 
微 函 数 , 并 且 其 导 函 数 f4: [a,0] 一 民 是 连续 的 . 假设 导数 序列 {及} 一 致 收敛 到 函 
数 g : [a,8] 一 民 . 还 假设 存在 zo € [oa, 引 ,使 得 极限 lim 刀 (zo) E 下 . 那么 函数 序列 
{fn} 一 致 收敛 到 一 个 可 微 函 数 f, 并 且 f 的 导数 等 于 g. 

非 正式 地 说 , 上 述 定理 说 的 是 , 如 果 { 久 } 一 致 收敛 , 并 且 {fn(zo)} 对 于 某 zo 


d ,. d 
zn, fn(7) = lm azfn(?) 


证 明 ”此 处 只 给 出 证 明 的 开头 , 其 余部 分 留 作 习题 (习题 14.7.1). 
由 于 f' 是 连续 的 , 根据 微 积 分 基本 定理 (定理 11.9.4) 得 到 


f(s) -f(zo) = fs, z € leoll, 


[zo， 
以 及 
fn(7) 和 fn(Z0) 一 -/ fi Z E [a, zo]. 
[z,zol] 
设 工 是 当 n 一 ;oo 时 所 (zo0) 的 极限 : 
L:= mm fn{(zo), 


由 假定 , 工 存在 . 现在 由 于 每 个 f' 都 在 [a,8] 上 连续 而 且 f' 一 致 收敛 到 g, 所 以 ， 
由 推论 14.3.2 知 , g 也 是 连续 的 . 现在 由 下 式 定义 函数 f : [a,b] 一 RR， 


f(z) = o+ el 
[a,zo] [a,z] 


为 了 完成 证 明 , 我 们 必须 证 明 fi 一 致 收敛 到 f, 而 且 f 是 可 微 的 , 它 的 导 函 数 是 9， 
这 将 在 习题 14.7.1 中 完成 . 图 
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注 14.7.2 ”其 实 , 当 不 假定 函数 f/ 连续 时 , 定理 14.7.1 依然 成 立 , 只 是 证 明 
要 更 为 困难 , 见习 题 14.7.2. 

把 这 个 定理 与 Weierstrass M 判别 法 结合 起 来 , 就 得 到 

推论 14.7.3 ” 设 [a,9] 是 区 间 , 对 于 每 个 整数 nn 之 1, 设 fn:[a, 外 一 民 是 可 微 
函数 ， 其 导 函 数 及 : [a, 避 一 及 是 连续 的 . 假设 级 数 > 上 |。 绝对 收 伍 ， 其 中 


| jn lle:= sup | 态 (z)| 
rEla,b] 


是 用 的 由 定义 14.5.5 定义 的 上 确 界 范 数 . 还 假设 对 于 某 zo € [o 中 ,级 数 > fn(z0) 


收 化 那么 级 数 > 在 [a, 如 上 一 致 收 争 到 一 个 可 微 函 数 , 并 且 事实 上 对 于 一 切 
rT€ [a,b] 


EA) = De) 
n=1 n=1 


证 明 ”见习 题 14.7.3. 图 

我 们 现在 停 下 来 举 一 个 这 样 的 函数 的 例子 , 它 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 (这 个 特 
殊 的 例子 是 Weierstrass 发 现 的 ). 还 有 , 我 们 预先 假定 已 具有 关于 三 角 函 数 的 知识 ， 
对 于 这 些 知识 的 严格 讨论 将 在 815.7 中 进行 . 

例 14.7.4 设 f:R 一 RR 是 函数 


fF(2):= > 寺 cos(327"rZ). 
多 二 1 
注意 ,根据 Weierstrass M 判别 法 ， 这 个 级 数 一 致 收敛 ,并且 由 于 每 个 函数 4-" 
cos(32"rz) 都 是 连续 的 , 所 以 函数 /也 是 连续 的 .但 是 , 它 不 是 可 微 的 (见习 题 
15.7.10). 事实 上 它 是 处 处 不 可 微 的 函数 , 尽管 它 是 处 处 连续 的 ! 


习 题 14.7 


14.7.1 ”完成 定理 14.7.1 的 证 明 . 将 例 1.2.10 与 此 定理 进行 比较 , 解释 为 什么 这 个 例子 与 定理 
并 不 矛盾 . 

14.7.2 ”证 明定 理 14.7.1, 不 假定 及 是 连续 的 . 这 就 是 说 , 你 不 能 使 用 微 积分 基本 定理 . 但 平 
均值 定理 (推论 10.2.9) 依然 可 用 . 用 它 来 证 明 , 如 果 doo( 凡 ,4) < es, 那么 |(fn(z) 一 
fm(Zz)) 一 (fn(z0) 一 fm(z0))| < elz 一 zol 对 于 一 切 ze [o, 成 立 , 然后 用 这 个 结果 
来 完成 定理 14.7.1 的 证 明 . 


814.8 用 多 项 式 一 臻 逼近 ”305 


814.8 ”用 多 项 式 一 致 逼近 


正如 我 们 刚 看 到 的 , 连续 函数 的 性 状 可 以 很 坏 , 例如 , 它 可 以 处 处 不 可 微 ( 例 
14.7.4). 另 一 方面 , 像 多 项 式 这 样 的 函数 , 性 状 总 是 很 好 的 , 总 是 可 微 的 . 幸运 的 是 ， 
即使 多 数 连 续 函 数 的 性 状 都 不 像 多 项 式 那 么 好 , 但 它们 总 是 可 以 用 多 项 式 来 一 臻 台 
近 的 , 这 个 重要 的 (然而 也 是 困难 的 ) 结果 正 是 周知 的 Weierstrass 逼近 定理 , 这 是 
本 节 的 课题 . 

定义 14.8.1 设 [中 是 区 间 . [a,b] 上 的 多 项 式 是 形 如 f(x) := 2 cg 的 函 


数 / : [a 本 一 RR, 其 中 n> 0 是 整数 并 且 co,.… ,cn 是 实数 . 如 果 cn 去 0, 那么 多 中 
作 f 的 次 数 . 

例 14.8.2 ”由 f(z) := 3z4 十 273 一 4z 十 5 定义 的 函数 f :[1,2] 一 RR 是 [1,2] 
上 的 4 次 多 项 式 . 

定理 14.8.3(Weierstrass 逼近 定理 ) 设 [a,b| 是 区 间 , f : [a,0] 一 民 是 连续 
函数 . 任 给 = > 0, 都 存在 [a,b] 上 的 多 项 式 P, 使 得 doo(Pf) 入 = ( 即 对 于 一 切 
TE [a, b], f(z) > P(z)| < e). 

叙述 此 定理 的 另 一 方式 如 下 . 我 们 记得 C([a,5] 一 RR) 是 从 [ob 到 R 的 连续 
函数 的 空间 , 具有 一 致 度量 dw. 设 P([a, 中 一 及 ) 是 [ob 上 的 全 体 多 项 式 组 成 的 空 
间 , 它 是 C([a, 0] 一 及 ) 的 子 空间 , 这 因为 每 个 多 项 式 都 是 连续 的 (习题 9.4.7). 那么 
Weierstrass 允 近 定理 说 的 是 , 每 个 连续 函数 都 是 P([a, 一 RR) 的 附着 点 ; 或 者 说 多 
项 式 空间 的 闭 包 是 连续 函数 空间 : 


Pl(la,b] — R) = C\(l[a,b] — R). 


也 就 是 说 , [a,5] 上 的 每 个 连续 函数 都 是 多 项 式 的 一 致 极限 . 换言之 , 多 项 式 空 间 在 
连续 函数 空间 中 依 一 致 度量 稠密 . 

Weierstrass 和 逼近 定理 的 证 明 有 点 复杂 , 将 分 成 几 个 步骤 . 首先 需要 一 个 对 于 恒 
等 逼近 的 概念 . 

定义 14.8.4( 紧 支撑 函数 ) ” 设 [a,4] 是 区 间 . 函数 让: 及 一 以 叫 作 是 支撑 在 
[w 上 的 , 如 果 当 xz 4 [a 四 时 f(z)=0. 说 了 是 紧 支 撑 的 当 且 仅 当 它 支 撑 在 某 区 
闻 [如 上 . 如 果 三 连续 并 且 支撑 在 [a, 如 上, 那么 , 定义 反常 积分 三 -7 为 iof: 

注意 , 一 个 函数 可 以 支撑 在 多 于 一 个 区 间 上 , 例如 一 个 支撑 在 [3, 4 上 的 函数 
自动 地 支撑 在 [2, 5] 上 (为 什么 ?). 原则 上 说 , 这 可 能 意味 着 我 们 对 于 /°F 的 定 
义 不 成 功 , 但 事实 并 非 如 此 : 

引 理 14.8.5 若 f: 及 一 民 是 连续 的 并 且 支 撑 在 区 间 [a,b|] 上 , 而 且 也 支撑 在 
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另 一 区 间 [c,d] 上 , 那么 


人 天 


证 明 ”见习 题 14.8.1. 图 

定义 14.8.6( 对 于 恒 等 的 逼近 ) 设 s>0,0<6<1. 称 函数 站 :了 一 以为 对 
于 恒 等 的 (e, 6) 逼近 , 如 果 它 具有 下 述 三 条 性 质 . 

(a) f 支撑 在 [-1,1 上 且 对 于 一 切 -1< zx<1, f(z)>0. 

(b) f 是 连续 的 , 且 /~ f=1. 

(c) 对 于 一 切 6 < |z| < 1, |f(z)| < e. 

注 14.8.7 “对 于 熟悉 Dirac 6 函数 的 人 来 说 , 用 连续 函数 ( 它 较 易 于 分 析 ) 来 
近似 这 个 (间断 性 非常 强 的 ) 6 函数 是 对 于 恒 等 的 逼近 的 一 种 方式 . 但 本 书 不 讨论 
Dirac 6 函数 . 

对 于 Weierstrass 逼近 定理 的 证 明 依 赖 于 三 个 关键 性 的 事情 . 第 一 件 事 是 多 项 
式 可 以 作为 恒 等 函 数 的 近似 . 

引 理 14.8.8( 多 项 式 可 以 逼近 恒 等 ) ”对 于 任意 的 <>0 和 0<565<1, 存 在 一 
个 [-11H 上 的 多 项 式 P, 它 是 对 于 恒 等 的 (es, 6) 通 近 . 

证 明 ”见习 题 14.8.8. | 

定义 14.8.9( 卷 积 ) 设 了 :及 一 有 ,9g:R 一 及 是 连续 的 、 紧 支撑 的 函数 . 定义 
f 与 g 的 卷 积 f*9: 民 一 及 为 函数 


(f * g)(72) := 上 f(y)g(z — y)dy. 


注意 , 如 果 f 和 9 都 是 连续 的 、 紧 支撑 的 ,， 那么 对 于 每 个 z, 作为 y 的 函数 
f(y)g(z 一 y) 也 是 连续 的 、 紧 支撑 的 , 所 以 上 述 定义 成 立 . 

注 14.8.10 “ 卷 积 在 Fourier 分 析 和 偏 微分 方程 中 起 着 重要 作用 , 而 且 在 物理 
学 、 工 程 学 、 信 号 处 理 理论 中 都 是 很 重要 的 . 卷 积 的 深入 研究 超出 了 本 书 的 范围 ， 
这 里 只 给 出 一 个 简要 的 介绍 . 

命题 14.8.11( 卷 积 的 基本 性 质 ) 设 汪 :及 一 及 9: 到 一 及 , 玫 : 及 一 及 都 是 
连续 的 、 紧 支撑 的 函数 . 那么 下 述 命题 成 立 . 

(a) 卷 积 f*g 也 是 连续 的 、 紧 支撑 的 函数 . 

(b) ( 卷 积 是 交换 的 ) 我 们 有 f+*9 二 g*f, 撞 言 之 


f *g(7) = f. f(y)g(z — y)dy = f: g(V)f (rz — Ydy = g* f(z). 


(c) ( 卷 积 是 线性 的 ) 我 们 有 f*(g 十 h) = f*g 二 +f*h. 还 有 , 对 于 任何 实数 c， 
有 f*(cg)= (cf)+*9g=c(f *g). 
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证 明 ”见习 题 14.8.11. 图 
注 14.8.12 “ 卷 积 还 有 很 多 其 他 的 重要 性 质 , 例如 结合 性 (f+g)*h = F*(9g* 几 )， 
以 及 与 导数 的 可 交换 性 ， 
(f*g) = 二 f'*g=f*g， 只 要 f 和 g 是 可 微 的 . 
前 面 提 到 的 Dirac 5 对 于 卷 积 运算 是 恒 等 元 : f* 6 = 6*f = f. 这 些 结果 比 命题 
14.8.11 的 性 质证 明 起 来 稍 难 一 些 , 而 本 书 中 我 们 用 不 着 这 些 性 质 . 
前 面 提 到 过 , Weierstrass 逼近 定理 的 证 明 依赖 于 三 件 事 . 第 二 个 关键 的 事情 是 ， 
与 多 项 式 的 卷 积 产 生 另 一 个 多 项 式 ， 
引 理 14.8.13 设 f: 民 一 民 是 连续 的 支撑 在 [0,1] 上 的 函数 , 并 设 g: 民 一 区 
是 连续 的 支撑 在 [-1,1] 上 的 函数 , 它 是 [1,1] 上 的 多 项 式 . 那么 f*g 是 [0,1] 上 
的 多 项 式 . (但 注意 , 在 [0,1] 之 外 它 可 以 不 是 多 项 式 .) 
证 了 明 ”由 g 是 [-1,1] 上 的 多 项 式 知 , 可 以 找到 整数 n> 0 和 实数 co,…, cn 
使 得 
9g(z) = jt 对 于 一 切 z e [1,1]. 
j=0 
男 一 方面 , 对 于 一 切 ze [0,1], 由 于 f 是 支撑 在 [0,1] 上 的 , 我 们 有 
f+o(o)= /ftw)ole Way= f(y)9(z — Wdy. 


因为 z € [0,1] 而 且 变 元 y 也 在 [0,1] 中 , 所 以 z 一 ye [一 1,1]. 从 而 可 以 代入 9 的 表 
达 式 而 得 到 。 
f*g(z) = a f(y) > cj(z — y)idy. 
使 用 二 项 公式 (习题 7.1.4) 展开 此 式 得 
二 了 大 
r= | DD 
可 以 交换 求 和 次 序 (根据 推论 7.1.14) 而 得 到 
a 有 
1*om= 人， 1 Dan ey 


(为 什么 要 改变 求 和 限 ? 画 一 个 关于 ; 和 的 图 可 能 有 助 于 思考 ). 现在 把 关于 的 
求 和 与 积分 交换 次 序 , 得 


fr = De DD 
< 


k=0 [0, 
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如 果 对 于 大 = 0,… ,n, 令 
ee cj! i 
=/ 1 
那么 Ck 是 一 个 与 z 无 关 的 数 , 于 是 我 们 得 到 
f*g(z) = >_ Chkzk 
大 =0 


对 于 一 切 ze [0,1] 成 立 . 那么 f*g 在 [0, 1 上 是 多 项 式 . 区 
第 三 个 关键 性 的 事情 是 , 如 果 把 一 个 一 致 连续 的 函数 与 一 个 对 于 恒 等 的 逼近 作 
卷 积 , 就 得 到 一 个 新 的 函数 , 它 近 似 于 原来 的 函数 (这 解释 了 “对 于 恒 等 的 逼近 ”这 
引 理 14.8.14 设 1: 民 一 民 是 连续 函数 ,支撑 在 [0,1] 上 , 界 于 某 M > 0 
( 即 对 于 一 切 ze R, |f(zj| < M). 设 e > 0,0<6<1 使 得 只 要 Zz,yER 妥 且 
Iz 一 yl| <6 就 有 |f(7x) 一 f(y)| <e. 设 g 是 对 于 恒 等 的 任意 的 (e,6) 允 近 . 那么 , 对 
于 一 切 ze [0,1], 有 : 
|f * g(7) — f(z)| < (3M + 26)e. 


证 明 ”见习 题 14.8.14. 国 

把 这 些 合 起 来 , 就 得 到 Weierstrass 通 近 定理 的 一 个 预备 形式 : 

推论 14.8.15(Weierstrass 允 近 定理 I) 设 厂 :可 一 下 是 连续 函数 , 支撑 在 [0， 
1] 上 . 那么 对 于 每 个 e > 0, 都 存在 一 个 函数 书 : 限 一 及 , 它 在 [0, 1] 上 是 多 项 式 , 并 
且 对 于 一 切 ze [0,1], |P(z) - flzj| se. 

证 明 ”见习 题 14.8.15. 图 

现在 我 们 来 实施 一 系列 的 修正 , 把 推论 14.8.15 转化 成 真正 的 Weierstrass 逼近 
定理 . 首先 我 们 需要 一 个 简单 的 引 理 . 

引 理 14.8.16 设 了 :[0,1] 一 及 是 连续 函 数 , 它 在 [0, 1] 的 边界 上 等 于 0, 即 
(0) = JP)=0. 设 不 :下 一 及 是 由 


F(z) :人 Ac)， 当 ze [0 
0， 当 z g [0,1] 


定义 的 函数 . 那么 玉 也 是 连续 的 . 
证 明 ”见习 题 14.8.16. 力 
注 14.8.17 引 理 14.8.16 中 定义 的 函数 F 有 时 叫 作 f 的 零 延 拓 . 
从 推论 14.8.15 和 引 理 14.8.16 我 们 直接 得 到 
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推论 14.8.18(Weierstrass 逼近 定理 IJ) 设 f: [0,1] 一 RR 是 连续 函数 , 且 
f(0) = f(1) = 0. 那么 对 于 每 个 es > 0 都 存在 多 项 式 书 : [0,1] 一 下, 使 得 对 于 一 切 
z €|[0,1], |P(z)— f(z)| 和 <. 

现在 我 们 去 掉 推论 14.8.18 中 的 假定 f(0) = f(1) = 0 而 加 强 之 . 

推论 14.8.19(Weierstrass 允 近 定理 IIT) 设 f:[0,1] 一 民 是 连续 函数 ,那么 对 
于 每 个 e > 0 都 存在 多 项 式 已 : [0,1] 一 民 , 使 得 对 于 一 切 [0,1],|P(z)-f(z)| < <. 

证 明 ” 令 下 : [0,1] 一 RR 代表 函数 


F(z) := f(z) — f(0) — z(f(1) — f(0)). 
注意 , F 也 是 连续 的 (为 什么 ?), 而 且 F(1) = F(0) = 0. 根据 推论 14.8.18, 可 以 找 
到 一 个 多 项 式 @ : [0, 1] 一 RR, 使 得 对 于 一 切 ze [0, 1]，|Q(x) -F(z)| < e. 然而 
Q(z) — F(z) = Q(z) + f(0) + zx(f(1) — fF(0)) = f(z) 
所 以 只 要 令 
P(z) := Q(z) + f(0) + z(f(1) — f(0)) 
就 得 到 所 要 的 结果 . 国 
最 后 , 我 们 可 以 证 明 完 整 的 Weierstrass 允 近 定理 . 
定理 14.8.3 的 证 明 设 f: [a,4] 一 RR 是 [a,8] 上 的 连续 函数 . 令 9g:[0,H 一 及 
代表 函数 
9g(z) := f(a+ (5 一 a)z)， 对 于 一 切 z € [0,1]. 
那么 


f(y)=9 (并 ?| ， 对 于 一 切 y e [证 . 
函数 9 是 [0, 1] 上 的 连续 函数 (为 什么 ?), 于 是 根据 推论 14.8.19, 可 以 找到 多 项 式 
Q : [0,1] 一 到 使 得 

IQ(z) 一 g(z)| < e， 对 于 一 切 z e [0,1]. 
当然 , 对 于 任意 的 y e [a,9], 有 


y—a I 
a (Es) -sa < 
如 果 令 P(y) := Q ( 痊 ), 那么 我 们 看 到 P 也 是 多 项 式 (为 什么 ?)， Br 
ye le,d, 有 |P(y) ~ f(y)| < e. 
注 14.8.20 ”注意 , Weierstrass 逼近 定理 只 在 有 界 区 间 [a,8] 上 成 立 , 及 人 
续 函 数 一 般 不 能 用 多 项 式 一 致 逼近 , 例如 , 由 f(z) := ez 定义 的 指数 函数 f: R 一 民 


310 第 14 章 一 致 收 化 


(我 们 将 在 815.5 中 严格 地 研究 此 函数 ) 就 不 能 被 任何 多 项 式 一 臻 逼近, 因为 当 自 变 
量 趋 于 oo 时 指数 函数 比 任何 多 项 式 增长 得 都 快 (习题 15.5.9), 所 以 根本 就 无 法 作 
出 f 与 多 项 式 之 间 的 sup 度量 . 

注 14.8.21 ” ”Weierstrass 通 近 定理 可 以 推广 到 高 维 情形 : 如 果 天 是 了 Rn"( 具 有 
欧 几 里 得 度量 dz) 的 紧 致 集合 , 而 f : K 一 R 是 连续 函数 , 那么 对 于 每 个 。>0 都 
存在 个 变 元 z1,… ,zn 的 多 项 式 书 , 使 得 doo(f, P) < e. 这 个 一 般 的 定理 可 以 用 
这 里 的 论述 的 更 复杂 的 形式 予以 证 明 , 不 过 我 们 不 再 进行 了 . (事实 上 , 这 个 定理 的 
更 一 般 的 形式 适用 于 任意 的 度量 空间 ,. 叫 作 Stone-Weierstrass 逼近 定理 , 但 这 超 
出 了 本 书 的 范围 .) 


习 题 14.8 


14.8.1 ”证 明 引 理 14.8.5. 
14.8.2 (a) 证 明 : 对 于 任意 的 实数 0 < y < 1 和 任意 的 自然 数 mw， 


(1—Y)” >1—ny. 


(提示 : 对 n 进行 归纳 , 或 者 关于 y 求 导数 .) 

(b) 证 明 让,(1 一 22)"dz > 皮 . (提示 : 对 于 |z| < 遍 , 用 (a); 对 于 |z| > 去, 只 
需 使 用 (1 一 22) 非 负 的 事实 . 也 可 以 用 三 角 替 换 , 但 是 不 建议 这 样 做 , 除非 你 知 
道 你 在 做 什么 .) 

(c) 证 明 引 理 14.8.2. (提示 : 选择 f, 使 得 : 当 z e [-1,1 时 f(z) = c(1 一 22)N, 当 
ZZ[-1,1] 时 f(z) = 零 , 其 中 入 是 大 整数 , 而 c 的 选取 使 得 f 的 积分 等 于 1， 
并 使 用 (b).) 

14.8.3 设 f:R 一 是 紧 支 撑 的 连续 函数 . 证 明 f 是 有 界 的 并 且 是 一 致 连续 的 . (提示: 证 
明 的 思想 是 使 用 命题 13.3.2 和 定理 13.3.5, 但 必须 首先 处 理 f 的 定义 域 R 不 是 紧 致 
的 这 件 事 .) 

14.8.4 ”证 明 命 题 14.8.11. (提示 : 为 证 f* 9 是 连续 的 , 使 用 练习 14.8.3.) 

14.8.5 设 了 :及 一 及 ,9g: 下 一 及 是 连续 的 、 紧 支撑 的 函数 . 假设 f 支撑 在 区 间 [0, 1] 上 ,而 
9 在 区 间 [0, 2] 上 为 常数 ( 即 存在 实数 c 使 得 对 于 一 切 x € [0, 2]，g(zx) = c). 证 明 卷 
积 fx*g 在 区 间 [1, 2] 上 是 常数 . 

14.8.6 (a) 设 9 是 对 恒 等 的 (s, 5) 允 近 . 证 明 


—2e< 和 1. 
1 / gl 
(b) 证 明 引 理 14.8.14. (提示 : 从 下 面 的 恒等式 开始 
f+9(®)= /te -voway= {fe -Weta 


十 je f(z ~— y)g(y)dy+ 让 f(z 一 2)9(y)dy. 
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证 明 的 思想 是 , 证 明 第 一 个 积分 接近 f(z) 而 第 二 个 和 第 三 个 积分 都 很 小 ， 为 完 
成 前 一 任务 , 使 用 (a) 以 及 f(z) 与 f(z 一 y) 彼此 接近 到 e 之 内 这 一 事实 ; 为 完 
成 后 一 任务 , 使 用 对 于 恒 等 的 逼近 的 性 质 (c) 以 及 f 有 界 这 一 事实 .) 
14.8.7 ”证 明 推论 14.8.15，( 提 示 : 把 习题 14.8.3、 引 理 14.8.8、 引 理 14.8.13 和 引 理 14.8.13 
结合 起 来 .) 
14.8.8 ” 设 f: [0,1] 一 R 是 连续 函数 , 假设 对 于 一 切 非 负 整数 ”= 0,1,2,…， 


jz)z"dz = 0. 
[0,1] 
证 明 f 必定 是 零 函 数 f 三 0. (提示 : 先 证 对 于 一 切 多 项 式 书 ， 
人 f(s)P(z)dz =0. 
(0, 
然后 用 Weierstrass 允 近 定理 证 明 


大 fa)J(ajdz 一 0 


第 15 章 客 级 数 
815.1 形式 吉 级 数 


现在 来 讨论 一 类 重要 的 函数 级 数 , 即 略 级 数 . 与 前 面 几 章 中 一 样 , 我 们 从 引入 
形式 寡 级 数 的 概念 开始 , 然后 在 后 面 几 章 中 , 集中 研究 级 数 何 时 收敛 到 一 个 有 意义 
的 函数 , 以 及 对 于 由 此 得 到 的 函数 可 以 说 什么 . 

定义 15.1.1( 形 式 寡 级 数 ) ” 设 a 是 实数 . 任何 形 如 


> cn(T —a)” 
n=0 


的 级 数 都 叫 作 以 a 为 中 心 (或 中 心 在 a) 的 形式 圳 级 数 , 其 中 co, c1,… 是 一 列 
实数 (与 z 无关), 我 们 把 c,, 叫 作 此 级 数 的 第 n 个 系数 . 注意 , 此 级 数 的 每 一 项 
cn(Z 一 a)"* 都 是 实 变量 工 的 函数 . 

例 15.1.2 级 数 nl(z 一 2)"* 是 中 心 在 2 的 形式 寡 级 数 . 级 数 > 27(z—3)" 
不 是 形式 窘 级 数 , B 因为 系数 27 依赖 于 xz. 

把 这 些 寡 级 数 叫 作 形 式 的 , 是 因为 我 们 还 不 曾 假 定 这 些 级 数 对 任何 z 收敛 . 但 
是 , 这 些 级 数 当 z = a 时 自动 收敛 (为 什么 ?). 一 般 而 言 , z 越 接近 于 a, 此 级 数 就 
越 容易 收敛 . 为 使 此 事 更 为 精确 , 我 们 作出 下 述 定 义 . 

定义 15.1.3( 收 敛 半径 ) ” 设 Dn 一 a)”* 是 形式 窜 级 数 . 我 们 称 


中 1 
~ limsup|cn|* 

为 此 震级 数 的 收敛 半径 , 其 中 我 们 约定 3= oo 以 及 革 = 0. 

注 15.1.4 ”每 个 数 |c,j* 都 不 是 负 的 , 所 以 上 极限 lim sup len|* 可 以 取 从 0 
到 oo (包括 0 和 oo 在 内 ) 的 任何 值 . 于 是 R 也 可 以 取 从 0 到 co (包括 0 和 oo 
在 内 ) 的 任何 值 (当然 它 不 必 是 实数 ). 注意 , 即使 序列 (|ea|*) 不 收敛 , 收敛 半径 也 
总 是 存在 的 , 因为 任何 实数 的 序列 都 存在 上 极限 (当然 它 可 以 是 oo 或 -00). 

例 15.1.5 ”级 数 Sn(-2)"(e 3)" 的 收敛 半径 是 


1 时 1 
limsupln(—27)|* limsup2n* 2 
no0o nNn—00 
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级 数 2 2" (z +2)" 的 收 伍 半径 是 


1 1 1 


limsupl2"*|* limsup2* 00 
n—00 ?oo 
De 
级 数 》 2-(z 十 2) 的 收敛 半径 是 
n=0 
EE NE 
limsup|2-"|# limsup2-* 0 ~ 
n—+o0 noo 


收敛 半径 的 意义 如 下 
定理 15.1.6 设 2 cn 人 一 a)” 是 形式 十 级 数 , 并 设 尺 是 它 的 收敛 半径 . 


(a) (在 收 化 半径 之 外 发 散 ) 如 果 Z ER 且 |z 一 a| > RR 那么 级 数 cn(z 二 a)" 
对 此 z 值 发 散 . 

(b) (在 收 敏 半径 之 内 收 化 ) 如 果 TE 了 桶 且 |lz-al< 已 ,那么 级 数 2 cz —a)” 
对 此 工 值 绝对 收敛 . 

在 下 面 的 (c)(d)(e) 三 条 中 , 设 咀 > 0( 即 级 数 至 少 在 z= 二 a 之 外 的 一 点 处 收 合 ). 
设 f:(a 一 R,a++R) 一 民 是 函数 


f(z) := >》 en(z —a)", 


n=0 
此 函数 由 (b) 保证 是 存在 的 . 
(c) (在 紧 致 集合 上 一 致 收敛 ) 对 于 任意 的 0 < 7 < ,级 数 2 cn(Z 一 Qa)" 在 紧 
致 区 间 [a 一 7,a 十 7] 上 一 致 收敛 到 f, 从 而 在 (a 一 R,a 十 R) 正 连 续 . 
(d) ( 需 级 数 的 微分 ) 函数 了 在 (a 一 R,a 二 RR) 上 可 微 , 并 且 对 于 任意 的 0<r < RR， 
级 数 > nen(z 一 a)"-! 在 区 间 [a 一 7,a 十 7] 上 一 致 收 化 到 及 
(e) (震级 数 的 积分 ) 对 于 包含 在 (a _ R,a + R) 内 的 任何 闭 区 间 [vy,z], 有 


ea ya)"t! 
f Es Cn ; 
J 2 n 二 1 


证 明 ”见习 题 15.1.1. 国 

上 面 的 定理 15.1.6 的 (a) 和 (b) 给 出 了 求 收敛 半径 的 另 一 个 办 法 , 那 就 是 用 你 
喜欢 的 收敛 判别 法 求 出 使 寒 级 数 收敛 的 点 z 的 范围: 

例 15.1.7 “考虑 寡 级 数 》 n(z 一 1)". 比例 判别 法 表明 , 这 个 级 数 当 |z 一 1| < 1 


时 收敛 而 当 |z_1| > 1 时 发 散 (为 什么 ?). 于 是 收敛 半径 的 仅 有 的 可 能 的 什 是 R 二 1 
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(如 果 RR < 1, 那么 就 与 定理 15.1.6(a) 矛盾 ; 如 果 丸 > 1, 那么 就 与 定理 15.1.6(b) 矛 
盾 ). 

注 15.1.8 ”定理 15.1.6 对 于 |z 一 a| = RR 的 情形 , 即 在 点 a-- 尽 和 a+ 尺 处 
情形 如 何 没 有 给 出 任意 信息 . 实际 上 , 在 这 些 点 处 收敛 和 发 散 都 可 能 发 生 , 见习 题 
15.1.2. 

注 15.1.9 ”注意 , 尽管 定理 15.1.6 保证 帘 级 数 > cn(z 一 an 在 区 间 (a 一 R,a+ 


RR) 内 逐 点 收敛 ， 它 却 不 必 在 此 区 间 内 一 致 收敛 (见习 题 15.1.2(e)). 另 一 方面 , 定理 
15.1.6(c) 保证 容 级 数 三 cn(zZ 一 ajn 在 任何 较 小 的 区 间 [a 一 ,a 十 r] 上 一 致 收敛 . 可 


见 ,在 (a 一 R,a+ RR) 的 每 个 闭 子 区 间 上 一 致 收敛 不 足以 保证 在 整个 (a— R,a+R) 
上 一 致 收敛 . 


习 题 15.1 


15.1.1 ”证 明定 理 15.1.6. (提示 : 对 于 (a) 和 (b), 使 用 方 根 判别 法 (定理 7.5.1). 对 于 (c), 使 
用 Weierstrass M 判别 法 (定理 14.5.7). 对 于 (d), 使 用 定理 14.7.1. 对 于 (e), 使 用 
推论 14.8.18.) 


15.1.2 ” 举 出 中 心 在 0、 收敛 半径 为 1 的 形式 寒 级 数 的 例子 , 使 得 
(a) 在 z=1 和 z= 一 1 处 都 发 散 ; 
(b) 在 z= 1 处 发 散 而 在 xz = 一 1 处 收敛; 
(c) 在 z= 1 处 收敛 而 在 x = 一 1 处 发 散 ; 
(d) 在 z=1 和 z= 一 1 处 都 收敛 ; 
(e) 在 (-1,1) 上 逐 点 收敛 , 但 在 (一 1,1) 上 不 一 致 收敛 . 
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一 个 函数 , 若是 有 幸 被 表示 成 军 级 数 , 它 就 有 一 个 特殊 的 名 字 , 叫 作 实 解析 函 
数 

定义 15.2.1( 实 解析 函数 ) ” 设 已 是 R 的 子 集合 , 并 设 了 : 忆 一 RR 是 函数 . 设 
a 是 已 的 内 点 , 如 果 对 于 某 > > 0，(a - ma+m) 是 百 的 开 区 间 , 使 得 有 一 个 以 a 
为 中 心 的 收敛 半径 大 于 或 等 于 的 军 级 数 2 cn(z -a)" 在 (a 一 r,a+7) 上 收敛 到 
记 那么 叫 作 是 在 a 处 实 解 析 的 . 如 果 巨 是 开 集 , 并 且 f 在 的 每 点 处 都 是 实 
解析 的 , 那么 就 说 f 是 在 上 实 解析 的 . 

例 15.2.2 考虑 由 f(z) := 二 5 定义 的 函数 f :RR\ {1} 一 及. 这 个 函数 在 0 处 
是 实 解析 的 , 因为 有 中 心 在 0 的 罕 级 数 > z" 在 区 间 (-1, 1) 上 收敛 到 az = f(z) 
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这 个 函数 在 2 处 也 是 实 解析 的 , 因为 有 震级 数 > (1)*+1(z 一 2)" 在 区 间 (1, 3) 上 
收敛 到 天 FRR-57 = 二 = f(z)( 为 什么 ? 使 用 引 理 7.3.3). 事实 上 这 个 函数 在 整个 
RR\ {1} 上 是 实 解析 的 ， 见习 是 15.2.2. 

注 15.2.3 ” 实 解 析 的 概念 与 复 解析 的 概念 密切 相关 . 但 这 是 复 分 析 中 的 课题 ， 
在 此 不 做 讨论 . 

现在 来 讨论 哪些 函数 是 实 解 析 的 . 从 定理 15.1.6 的 (c) 和 (qd) 我 们 看 到 , 如 果 
f 在 点 a 处 是 实 解 析 的 , 那么 对 于 某 > > 0，f 在 (a - ma +r) 上 是 连续 的 而 且 是 
可 微 的 . 事实 上 我 们 可 以 说 得 更 多 : 

定义 15.2.4(k 次 可 微 性 ) ” 设 EE 是 尺 的 子 集合 . 说 函数 f:EE 一 民 在 EE 上 
一 次 可 微 当 且 仅 当 它 是 可 微 的 . 更 一 般 地 , 对 于 任何 >2, 说 :EE 一 RR 是 在 已 
上 大 次 可 微 的 , 或 简单 地 说 是 次 可 微 的 , 当 且 仅 当 它 是 可 微 的 并 且 ff/ 是 kk 一 1 
次 可 微 的 . 如 果 f 是 次 可 微 的 , 我 们 用 递归 的 办 法 FJ) = 疡 ，j) = (f=-D) 对 
于 大 > 2 来 定义 大 次 导 函 数 1*) :五 一 及. 我 们 还 定义 f(0 := f( 即 f 的 0 次 导 函 
数 ), 并 且 让 每 个 函数 都 是 0 次 可 微 的 (因为 显然 对 于 每 个 f, fo) 都 存在 ). 一 个 函 
数 叫 作 无 限 可 微 的 (或 光滑 的 ), 当 且 仅 当 对 于 每 个 大 > 0 它 都 是 次 可 微 的 . 

例 15.2.5 函数 f(z) := |zl? 在 及 上 是 两 次 可 微 的 , 但 不 是 三 次 可 微 的 (为 什 
么 ?). 确实 , f(z) = f"(z) = 6|zl, 它 在 0 处 不 可 微 . 

命题 15.2.6( 实 解析 函数 是 上 次 可 微 的) 设 妃 是 到 的 子 集合 , a 是 瑟 的 内 
点 , 并 设 了 是 在 a 处 实 解 析 的 函数 , 于 是 存在 7 > 0, 使 得 对 于 一 切 ze (a 一 7,a 十 7)， 
有 办 级 数 展开 式 _ 

f(z) = Don(z —a)". 
n=0 


那么 对 于 每 个 之 0, 上 次 导 函 数 由 下 式 给 出 


f(z) = >》 cn 人 n +1)(n+2):.…(n+k)(z — a)” 
n=0 


SY :CH 人 —a)"”, ZE(a—r,at+r). 
n=0 

证 明 ”见习 题 15.2.3. 国 

推论 15.2.7( 实 解析 函数 是 无 限 可 微 的 ) 设 马 是 R 的 开 子 集合 , 并 设 f: 
瑟 一 有限 是 互 上 的 实 解析 函数 . 那么 它 在 媚 上 是 无 限 可 微 的 . 还 有 , j 的 一 切 导 函 
数 在 互 上 都 是 实 解析 的 . 

证 明 ”对 于 每 点 a € EB 和 此 > 0, 从 命 古 15.2.6 得 , f 在 a 处 是 大 次 可 微 的 
(这 次 必须 次 使 用 习题 10.1.1, 为 什么 ?). 于 是 f 在 EB 上 对 于 每 个 >0 都 是 
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次 可 微 的 , 从 而 是 无 限 可 微 的 . 还 有 , 从 命题 15.2.6 知 , f 的 每 个 导 函 数 f(*) 在 每 
点 ZeE 瑟 附近 都 有 一 个 收敛 的 寡 级 数 展开 式 , 从 而 f(* 是 实 解析 的 . 国 

例 15.2.8 考虑 由 f(x) := |z| 定义 的 函数 六: 及 一 阴 . 它 在 z = 0 处 不 可 微 ， 
从 而 在 x = 0 处 不 是 实 解 析 的 . 但 它 在 每 个 其 他 的 点 z € R\ {0} 处 都 是 实 解析 的 . 
(为 什么 ?) 

注 15.2.9 ”推论 15.2.7 的 逆 命 题 不 成 立 , 存在 不 是 实 解 析 的 无 限 可 微 函 数 . 见 
习题 15.5.4. 

命题 15.2.6 有 一 个 重要 的 推论 , 它 是 由 Brook Taylor(1685 一 1731) 建立 的 . 

推论 15.2.10(Taylor 公式 ) 设 媚 是 月 的 子 集合 ,a 是 马 的 内 点 . 设 f: 电 一 民 
是 一 个 在 a 点 实 解 析 的 函数 , 对 于 某 7 > 0 和 一 切 z€ (a 一 7,a 十 7)， 


f(z) = Den(z — a)", 
n=0 


那么 对 于 任意 的 整数 之 0, 有 
f(a) = klck, 


其 中 := 二 1x2x:…xk (并 且 我 们 约定 0!= 1). 于 是 有 Taylor 公式 


f0) = 0)", vel(o-natr). 


n=0 
证 明 ”见习 题 15.2.4. 国 
有 时 称 寡 级 数 到 十 有 (中 (a)(z 一 a)" 为 了 在 a 附近 的 Taylor 级 数 . 那么 Taylor 


公式 断言 , 如 果 函 数 是 实 解析 的 , 那么 它 等 于 它 的 Taylor 级 数 . 

注 15.2.11 注意 , Taylor 公式 只 对 于 实 解 析 函 数 成 立 . 有 这 样 的 例子 , 函数 
是 无 限 可 微 的 , 但 Taylor 公式 对 于 它 不 成 立 (见习 题 15.5.4). 

Taylor 公式 的 一 个 重要 的 推论 是 , 一 个 实 解析 函数 在 一 个 点 最 多 有 一 个 窜 级 
数 : 

推论 15.2.12( 客 级 数 的 唯一 性 ) 设 妃 是 了 及 的 子 集合 , Q 是 瑟 的 内 点 设 
f: 马 一 民 是 在 a 处 实 解析 的 函数 . 假定 f 有 两 个 中 心 在 a 处 的 震级 数 


jzj=》 ctz-o" 
n=0 


f(z) = Dj dn(z —a)", 


n=0 
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每 个 都 有 正 的 收敛 半径 . 那么 对 于 一 切 见 > 0，cn = dn. 

证 明 ”根据 推论 15.2.10, 对 于 一 切 k > 0, 有 f(a) = ktck. 但 根据 同样 的 
理由 , 也 有 f(a) = k!idi. 由 于 k! 绝对 不 是 零 , 我 们 可 以 消去 它 而 得 到 , 对 于 一 切 
k > 0, ck = dk. 图 

注 15.2.13 ”尽管 一 个 实 解析 函数 在 任何 给 定 的 点 处 有 唯一 的 窜 级 数 , 但 它 在 
不 同 的 点 处 肯定 可 以 有 不 同 的 容 级 数 . 例如 , 定义 在 民 \ {1} 上 的 函数 f(z) := 二 ， 
在 0 处 在 区 间 (-1,1) 上 有 和 窜 级 数 


f(z) := >_ 2", 


n=0 


但 在 3 处 在 区 间 (0, 1) 上 也 有 和 宕 级 数 


个- 证 -6(-- (小 


2 n=0 n=0 


(注意 , 根据 方 根 判别 法 , 上 述 究 级 数 的 收敛 半径 是 3. 亦 见习 题 15.2.8.) 


习 题 15.2 


15.2.1 设 n>0 是 整数 , c,a 是 实数 , 并 设 f 是 函数 f(z) := c(z - a)". 证 明 f 是 无 限 可 微 
的 , 并 且 对 于 一 切 整数 0 入 有 入 mu 


/On) = er 


当 kk> n 时 怎么 样 ? 
15.2.2 ”证 明 例 15.2.2 中 定义 的 函数 f 在 整个 民 \ {1} 上 是 实 解析 的 . 
15.2.3 ”证 明 命 题 15.2.6. (提示 : 对 大 进行 归纳 并 使 用 定理 15.1.6(d).) 
15.2.4 ”用 命题 15.2.6 和 习题 15.2.1 证 明 推 论 15.2.10. 
15.2.5 ” 设 a,b 是 实数 , 并 设 n> 0 是 整数 . 证 明 恒 等 式 


从 


1 n—m nn 
(z—a) a (z —b) 
对 于 任何 实数 z 都 成 立 . (提示 : 使 用 习题 7.1.4 的 二 项 公式 .) 解释 为 什么 这 个 恒等式 
与 Taylor 公式 以 及 习题 15.2.1 是 一 致 的 . (但 注意 , 在 下 面 验证 15.2.6 之 前 , Taylor 
公式 的 使 用 是 不 严格 的 .) 


15.2.6 ”用 习题 15.2.5 证 明 每 个 一 元 多 项 式 P(z) 都 在 -及 上 解析 . 


318 


15.2.7 
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设 m > 0 是 正 整 数 , 并 设 0 < zx < 7 是 实数 . 使 用 引 理 7.3.3 建立 恒等式 


"7 rE{(-r,7). 
n=0 


使 用 命题 15.2.6, 对 于 一 切 整数 m > 0 推出 恒等式 


Tr se n! n—m,_—n 
(r—z)mtl 2 mmnm” ”7 ECnr 
人 二 TY 


同时 解释 为 什么 右 端 的 级 数 是 绝对 收敛 的 . 
设 妃 是 玉 的 子 集合 , a 是 巨 的 内 点 ,并 设 f: 巨 一 民 是 在 a 处 实 解析 的 函数 , 它 在 
a 点 有 震级 数 展 开 式 


f(z) = 和 cn(z 一) ， 


n=0 

此 赛 级 数 在 区 间 (a 一 7,a 十 7) 上 收敛 . 设 (5 一 s,b 十 s) 是 (a 一 7,a 十 7) 的 子 区 间 ， 
3 > 0. 

(a) 证 明 la 一 中 入 7 一 5 从 而 la 一 可 <7. 

(b) 证 明 : 对 于 每 个 0 < s < r, 存在 C > 0 使 得 对 于 一 切 整数 n> 0， 


len| < Cr 一 引 ™ 


。 (提示 : 关于 级 数 半 cn(z 一 oj” 的 收敛 半径 我 们 知道 些 什么 ?) 
(c) 证 明 由 下 面 公式 定义 的 数 do, di,… 


dn := >》, a cn, (m > 0) 


2 Mm!(n — m)! 


是 定义 成 功 的 ,上面 的 级 数 是 绝对 收敛 的 ， (提示: 使 用 (b)、 比 较 判别 法 (推论 
7.3.2) 及 习题 15.2.7.) 
(d) 证 明 : 对 于 每 个 0 < s < s, 存在 C > 0, 使 得 


lam| < C(s—e)™ 


对 于 一 切 整 数 mm > 0 成 立 . (提示 : 使 用 比较 判别 法 及 习题 15.2.7.) 

(e) 证 明 坚 级 数 D3 dm(z 一 bm 对 于 z € (b 一 s,b 十 8) 是 绝对 收敛 的 并 且 收 敛 到 
f(z). (你 可 能 用 到 关于 无 限 级 数 的 Fubini 定理 (定理 8.2.2) 和 习题 15.2.5). 

(f) 判定 在 (a 一 7,a 十 7) 的 每 点 处 f 都 是 实 解析 的 . 


815.3 Abel 定 理 


设 f(z) = ctz a)" 是 中 心 在 a 处 的 震级 数 , 其 收敛 半径 已 严格 介 于 0 
和 无 限 之 间 , 即 0 < R < oo. 从 定理 15.1.6 知 此 知 级 数 当 |z ~- oa| < R 时 绝对 收敛 ， 
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而 当 |z -a| > R 时 发 散 . 然而 在 边界 |z 一 al = R 上 , 情形 是 比较 复杂 的 , 级 数 既 可 
能 收敛 , 也 可 能 发 散 (见习 题 15.1.2). 然而 , 如 果 级 数 在 边界 点 处 收敛 , 那么 它 在 此 
处 就 合乎 情理 地 具有 较 好 的 性 状 , 特别 是 它 必 在 此 边界 点 处 连续 . 

定理 15.3.1(Abel 定理 ) 设 /(z) = 三 cn(T 一 Qa)" 是 中 心 在 a 处 、 收 你 半径 
为 尽 e(0,oo) 的 震级 数 . 如 果 需 级 数 在 pp 处 收敛 , 那么 在 a 十 民 处 连续 , 即 


rT—a)" R”. 
Z 一 Q 十 已 ; atR) ” > cn 人 ) -5 on 


n=0 


同样 , 如 果 畦 级 数 在 a 一 玉 处 收敛 , 那么 在 a 一 民 处 连续 , 即 


和 BR 
T 一 Qa 一 3 " -Dal- 3 


在 证 明 Abel 定理 之 前 我 们 先 建立 下 述 引 理 . 
引 理 15.3.2( 分 部 求 和 公式 )” 设 (an)%o 和 (bn)%2o 是 实数 的 序列 , 它们 分 别 
收敛 到 极限 A 和 B, 即 Jim an = 4, im, bn = B. 假设 级 数 (ontl 一 Qn)bn 收 


全 那么 级 数 > anti(bnt1 一 如 ) 也 收敛 ,并且 


D(aati — an)bn = AB — aobo — > an+t1i(bn+1 — bn). 


n=0 n=0 


证 明 ”见习 题 15.3.1. 国 
注 15.3.3 ”应 将 此 公式 与 更 为 著名 的 分 部 积分 公式 


[ eolzjaz= f(z)o(z)|™ - 站 Fejg(zjdz 


进行 对 比 , 见 命题 11.10.1. 
Abel 定理 的 证 明 只 需 证 明 第 一 个 结论 , 即 当 级 数 > nF 收敛 时 , 有 


oan nn 
za+h; 风 RatR) 4 > hn -5 pb 


n=0 


第 二 个 结论 可 通过 把 cn 换 为 (一 1D)"cn 而 由 上 面 的 结论 推出 . 如 果 作 代 换 d， := cnR" 
及 y := 结 *, 那么 上 述 结论 可 重 写 为 : 当 级 数 hn 收敛 时 , 有 


Ne Da = Da 


n=0 
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(为 什么 这 与 前 面 的 结论 等 价 ?) 
令 也 := 2 dn, 对 于 每 个 N > 0, 记 


N-—1 
SN := EE 4] En 
n=0 
于 是 So = ~D. 然后 注意 Jim Sw = 0 dn = Sn+1 一 Sn. 于 是 对 于 任何 ye (1,1)， 
有 


>», dny” = > (Snt1 — Sn)y™. 


n=0 n=0 


用 分 部 求 和 公式 ( 引 理 15.3.2), 并 注意 到 lim y” =0, 得 


Co oo 
Ddny" = -S00 — >) SnHi(n+l —y"). 


n=0 n=0 
注意 -Soy? = D. 于 是 , 要 结束 Abel 定理 的 证 明 , 只 需 证 明 


Do sn y") =0. 


2 一 1; Um i 1) 和 


由 于 y 趋 于 1, 可 以 把 y 限制 在 [0,1) 中 而 不 是 (-1,1) 中 , 当然 , 我 们 可 以 取 y 为 
正 数 . 
由 级 数 的 三 角形 不 等 式 (命题 7.2.9), 有 


Do oo 
DSnn(y Ty) sD Shy — y"))| 
n=0 


n=0 


> > [Sn+il(y™ 一 ye 


n=0 


于 是 , 根据 挤 压 判 别 法 (推论 6.4.14), 只 要 证 明 


S ot+1 =0 
,6 2 nl (0 一 0) 


就 够 了 . 表达 式 |Sn+l(y" 一 +) 显然 不 是 负 的 , 所 以 只 要 证 明 


lim sup bp |SnH1|( ~ yt) = 
4 一 LiyE[0,1) n=0 
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就 够 了 . 设 s > 0. 由 于 5 收敛 到 0, 所 以 存在 N, 使 得 当 n > N 时 |5%| < e. 于 是 
co N co 
DlSnnl(y* — yt) < DNSanl(y yt)+ > ey —y"+). 
n=0 n=0 


n=N+1 


最 后 一 个 级 数 是 肉 套 级 数 , 它 的 和 是 eyN+1( 见 引 理 7.2.15, 根据 引 理 6.5.2, 当 n 一 
oo 时 yr 一 0), 那么 


oo N 
Dj lSnnly — yt ) < DNSanl(y" — +) + ey +t. 
n=0 n=0 


现在 令 y 一 1 取 极 限 . 注意 ， 对 于 每 个 n= 0,1,…. ,NN, 当 y—1 时 如 一 yn+il 到 全 
由 于 可 以 交换 极限 与 有 限 和 的 次 序 (习题 7.1.5), 所 以 


limsup 》 |Snnl(y" 一 gt) < a. 
?一 9 mn=0 
但 因为 =s > 0 是 任意 的 , 而 且 左边 非 负 , 所 以 必定 有 


De 
lim sup S$. ISnril(y” — y+!) = 0. 
光一 OO n=0 


国 
习 题 15.3 
15.3.1 ”证 明 引 理 15.3.2. (提示 : 先 找 出 部 分 和 DD (ann 一 Qn)bn 与 > anti(bn+t1 一 bn) 之 
人 二 n=0 


间 的 关系 .) 
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现在 来 证 明 两 个 实 解析 函数 的 乘积 仍 是 实 解析 的 . 
定理 15.4.1 设 j:(a-ma+7r) 一 及 及 g:(a-ma+r) 一 及 都 是 (ao 一 ra 二 7) 
上 的 解析 函数 , 分 别 有 罕 级 数 展 开 式 


f(z) = > cn(z 一 oa"， 


n=0 


9(Z) = > dn(T Qa)"™. 


n=0 
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么 fg:(a 一 7,a 十 7) 一 民 也 在 (a 一 7,a 十 "7) 上 解析 , 并 且 有 禹 级 数 展开 
De Dl) 


其 中 en := 沪 comdn_m. 

注 15.42 ”序列 (eu)se.。 有 时 叫 作 序列 (cvjsa_ 与 (da)22o 的 卷 积 , 它 与 定义 
14.8.9 中 定义 的 卷 积 概念 密切 相关 (虽然 并 不 恒 同 ) 

证 明 ”我 们 必须 证 明 , 对 于 一 切 z e (a 一 7,a 十 7), 级 数 en(z 一 a)* 收敛 
到 f(z)g(z)、 现 固定 z 为 (a -ra+7) 中 任意 一 点 根据 定理 15. 1.6, 我 们 看 到 
/ 和 9 的 以 a 为 中 心 的 等 级 数 的 收敛 半径 至 少 是 .当然 , 级 数 芝 cn(z a)" 和 


江 de -oj” 都 是 绝对 收敛 的 我 们 定义 


C:= Dlen(z -oj 中 


n=0 


D := 》 ldn(z — a)"), 


n=0 


那么 C 和 DD 都 是 有 限 的 . 
对 于 任意 的 N > 0, 考虑 部 分 和 


N co 
DY lem(z — a)™dn(z — a)"), 


n=0 m=0 
可 以 把 它 重 写 为 
pa (2 —a) om 


n=0 


根据 C 的 定义 , 它 等 于 
> |dn(z 3 a)"|C, 


n=0 


而 根据 D 的 定义 , 此 量 小 于 或 等 于 DC. 于 是 上 述 部 分 和 对 于 每 个 N 都 以 DC 为 
界 . 当然 , 级 数 


ooe ”oo 


> > lcn(z -amdn(z 一 on"| 


mn 一 0m 一 0 


是 收敛 的 , 这 就 是 说 级 数 
》 》 cn(z-aomdn(z 一 on 


n=0 m=0 
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是 绝对 收敛 的 . 
现在 用 两 种 方式 来 计算 这 个 级 数 的 和 . 首先 , 我 们 可 以 把 因子 du(z - a)" 放 在 
和 汇 之 外 , 而 得 到 


bb dn(T — a)” > cm(Z — a)™. 


n=0 m=0 


根据 关于 f(z) 的 公式 , 这 等 于 
Ddn(z — a)"f(z); 


n= 二 0 


再 根据 关于 g(z) 的 公式 , 这 又 等 于 f(z)g(z). 于 是 
flo)o(®) = 5 onls -ordo(e — a)". 


n=0 m=0 


现在 我 们 以 另 一 种 方式 计算 这 个 和 . 把 它 重 写 为 
f(z)o(z) = 5 > cas — a)mtn. 
作 代 换 m/ := n 十 m, 那么 0 
J YY pndit oj 


n=0 m’=n 


我 们 约定 当 ; < 0 时 cj = 0, 那么 这 个 和 等 于 
DD 


n=0 m’=0 


由 于 级 数 是 绝对 收敛 的 , 根据 关于 级 数 的 Fubini 定理 (定理 8.2.2), 得 
j(z)g(z) = >》 Dcm_ndn(z — a)™, 


m=0 n=0 


可 以 把 此 式 重 写 为 
f(z)g(z) = 3 (2 —a)™ > cm 


n=0 


= > (z—a)” pe he 


n=0 


根据 e; 的 定义 , 这 就 是 
f(z)g(z) = 2 en(z — a)”. 国 
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815.5 ”指数 函数 和 对 数 函数 


现在 我 们 可 以 使 用 前 几 节 建立 的 工具 来 对 于 数学 中 的 很 多 基本 的 函数 奠定 一 
个 严格 的 基础 . 我 们 从 指数 函数 开始 . 
定义 15.5.1( 指 数 函 数 ) ”定义 指数 函数 exp :下 一 及 为 


1 
exp(Z) := bs An? rE€R. 


n=0 


定理 15.5.2( 指 数 函 数 的 基本 性 质 ) 
(a) 对 于 每 个 实数 z， 级 数 2 向 z" 都 是 绝对 收敛 的 。 所 以 对 于 每 个 < 民 ， 


exp(z) 都 存在 且 为 实数 ， 因 级 数 > 上 zn 的 收 敏 半径 是 oo, 并 且 exp 是 (一 co,oo) 
上 的 实 解析 函数 . 

(b) exp 在 及 上 可 微 , 并 且 对 于 每 个 ze 了 有, exp'(z) = exp(z). 

(c) exp 在 及 上 和 连续, 并 且 对 于 每 个 区 间 [a, 牙 , 有 


/ | exp(z)dz = exp(b) — exp(a). 
[a;b 


(d) 对 于 每 个 7,y E 民 , 有 exp(z 十 yy) = exp(7X) :exp(»). 
(e) exp(0) = 1. 还 有 , 对 于 每 个  E 民 , exp(Z) 是 正 的 , 而 且 


> 
~ exp(7z) 


exp( 一 Z) 
exp(y) > exp(z) 当 且 仅 当 wy > z 


证 明 ”见习 题 15.5.1. 加 
可 以 把 指数 函数 写成 更 为 简洁 的 形式 , 先 引 入 著名 的 Euler 数 


e = 2.718 281 83.… ， 


它 也 是 周知 的 自然 对 数 的 底 : 
定义 15.5.3(Euler 数 ) ”定义 数 e 为 


oo 
1 1 1 1 1 
et te 


和 二 | 
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命题 15.5.4 “对 于 每 个 实数 xz, 有 exp{z) = ez， 

证 明 ”见习 题 15.5.3. 国 

根据 这 个 命题 , 我 们 将 交互 地 使 用 记号 exp(z) 和 e=， 
由 于 e>1 (为 什么 ?), 所 以 当 z 一 co 时 er 一 co, 而 当 z 一 -co 时 er 一 0. 
由 此 以 及 中 值 定理 (定理 9.7.1) 便 知 函数 exp 的 值 域 是 (0, oo). 由 于 exp 是 严格 增 
的 , 所 以 它 是 单 射 , 于 是 exp 是 从 及 到 (0, cc) 的 双 射 , 从 而 具有 从 (0,co) 到 下 的 
反 函 数 . 这 个 反 函 数 有 一 个 名 字 ; 

定义 15.5.5( 对 数 ) ”我 们 定义 自然 对 数 函数 In : (0, co) 一 RR 为 指数 函数 的 反 
函数 . 于 是 exp(ln(z)) = z(0 <z < co), 而 且 ln(exp(z)) = z (z € R). 

由 于 exp 是 连续 的 且 严 格 单调 增 的 , 所 以 jn 也 是 连续 的 并 且 严 格 单调 增 的 
( 见 命题 9.8.3). 由 于 exp 还 是 可 微 的 , 并 且 导 数 从 不 为 零 , 故 从 反 函 数 定理 (定理 
10.4.2) 知 In 也 是 可 微 的 . 下 面 我 们 列 出 自然 对 数 的 某 些 性 质 . 

定理 15.5.6 (对 数 函 数 的 性 质 ) 

(a) 对 于 每 个 ze (0,co), 有 In'z=. 那么 根据 微 积分 基本 定理 , 对 于 (0, oo0) 
中 的 任何 区 间 [a,0b], 有 

/ > Pe 


ab] Tt 

(b) 对 于 一 切 T,YyE (0, oo)， 有 

ln(zy) = ln(z) 十 ln(y)， 
(c) 对 于 一 切 Ze (0,o0), 有 

ni=0, ni = -Inz. 

z 
(d) 对 于 任意 的 了 Ze(0,co) 以 及 YE 展 ,我们 有 
Intzy) = yn 人 z) 

(e) 对 于 任意 的 ze (一 1,1), 我 们 有 


jn(1 一 Z) = 一 工 


nn 
了 一 1 


当然 , In 在 1 处 解析 , 具有 收敛 半径 为 1 的 畦 级 数 展开 式 
In(z) = 2 Co —1)", ze€ (0,2). 


证 明 见习 题 15.5.5. 四 
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例 15.5.7 ”现在 给 出 Abel 定理 (定理 15.3.1) 的 一 个 朴素 的 应 用 : 由 交错 级 
数 判别 法 我 们 看 到 2 全 是 收敛 的 . 于 是 根据 Abel 定理 得 


也 rz—2 n 


他 (1 四 > (—1)”°+i 1)" Es lim ln{(z) 一 In(2)， 


n=1 n=1 
于 是 有 公式 ee 
mn(2) 一 1 一 7+ 了 3 一 IT+5 一 … 
习 题 15.5 
15.5.1 ”证 明定 理 15.5.2. (提示 : 对 于 (a), 使 用 比例 判别 法 . 对 于 (b) 和 (c), 使 用 定理 15.1.6. 


15.5.2 


15.5.3 


15.5.4 


15.5.5 


15.5.6 
15.5.7 


对 于 (d), 使 用 定理 15.4.1. 对 于 (e), 使 用 (d). 对 于 (f), 使 用 (d) 并 证 明 当 z > 0 
时 exp(z) > 1. 你 可 能 用 到 习题 7.1.4 中 的 二 项 式 .) 
证 明 : 对 于 每 个 整数 n > 3, 有 

和 

(人 十 1)! (n+2)! nl! 

(提示 : 先 证 对 于 一 切 = 1,2,3…,(n 十 月 ! > 2*nl.) 断定 对 于 一 切 n > 3, nle 都 
不 是 整数 . 由 此 推出 e 是 非 比例 数 . (提示 : 用 反 证 法 .) 
证 明 命题 15.5.4，( 提 示 : 先 证 当 zx 是 自然 数 时 结论 成 立 . 其 次 证 明 当 xz 是 整数 时 成 
立 . 然后 证 明 当 zx 是 比例 数 时 成 立 , 最 后 使 用 实数 是 比例 数 的 极限 来 证 明 对 于 一 切实 
数 成 立 . 你 可 能 用 到 指数 算 律 (命题 6.7.3).) 
设 了 :下 一 陈 是 由 


_ | exp(-2)， 当 z>0 
Te | 0， 当 z 0. 


定义 的 函数 . 证 明 f 是 无 限 可 微 的 , 并 且 对 于 每 个 整数 > 0, f*)(0) = 0, 但 是 了 在 
0 处 不 是 实 解 析 的 . 

证 明定 理 15.5.6. (提示 : 对 于 (a), 使 用 反 函 数 定理 (定理 10.4.2) 或 链 法 则 (定理 
10.1.15). 对 于 (b)(c)(d), 使 用 定理 15.5.2 及 指数 算 律 (命题 6.7.3). 对 于 (e), 从 几 
何 级 数 公式 ( 引 理 7.3.3) 开始 并 使 用 定理 15.1.6 计算 积分 .) 

证 明 自 然 对 数 函 数 在 (0, co) 上 是 实 解析 的 . 

设 了 :了 及 一 (0,oo) 是 正 的 实 解析 函数 , 对 于 一 切 ze RR 满足 f(z) = f(zx). 证 明 对 于 
某 个 正 的 常数 CG，f(z) = Ce”, 并 说 明理 由 . (提示 : 基本 上 有 三 个 不 同 的 证 法 . 一 个 
证 法 是 用 对 数 函 数 , 另 一 个 证 法 是 使 用 e-*, 第 三 个 证 法 是 使 用 寡 级 数 . 当然 你 只 需 给 
出 一 种 证 法 .) 
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15.5.8 设 m>0 是 整数 . 证 明 


joa 所 = 
(提示 : 当 x 一 co 时 ,rm 与 妈 的 比如 何 变化 ?) 
15.5.9 设 P(z) 是 多 项 式 ,c > 0. 证 明 : 存在 实数 入 > 0, 使 得 对 于 一 切 z > N, ec > |P(z)|. 
因此 , 一 个 指数 型 增长 的 函数 , 不 管 增长 率 c 多 么 小 , 都 将 最 终 超过 任何 给 定 的 多 项 式 
P(z). (提示 : 用 习题 15.5.8.) 
15.5.10 设 j:(0,co)x 避 一 到 是 指数 函数 f(z,y) := zy. 证 明 f 是 连续 的 . (提示 : 注意 ， 
命题 9.4.10 和 命题 9.4.11 仅 说 明 f 关于 每 个 变 元 是 连续 的 , 而 这 是 不 够 的 , 如 习题 
13.2.11 所 示 . 最 简单 的 处 理 办 法 是 写 f(z,y) = exp(ylnz) 然后 使 用 exp 以 及 In 的 
连续 性 . 作为 一 个 额外 的 挑战 , 试 一 试 不 使 用 对 数 函 数 来 证 明 这 个 习题 的 结论 .) 
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后 面 我 们 将 用 到 复数 系 C, 它 是 实数 系 及 的 延 拓 . 对 这 个 重要 数 系 的 完整 的 
讨论 (特别 成 为 数学 的 一 个 专门 分 支 , 叫 作 复 分 析 ) 超出 了 本 书 的 范围 . 这 里 用 到 这 
个 数 系 , 只 是 由 于 一 个 非常 有 用 的 数学 运算 , 即 复 指 数 函 数 > 一 exp(z), 它 推广 了 
上 一 节 介 绍 的 实 指数 函数 zx 一 exp(z). 

不 正式 地 说 , 我 们 可 以 这 样 来 定义 复数 . 

定义 15.6.1( 复 数 的 非 正式 的 定义 ) ”复数 系 C 是 一 切 形 如 a++ bi 的 数 的 集合 ， 
其 中 a,b 是 实数 而 i 是 -1 的 一 个 平方 根 , i? = 一 1 

然而 这 个 定义 有 点 不 令 人 满意 , 它 没 有 解释 如 何 相 加 、 相 乘 或 对 两 个 复数 进行 
比较 . 为 了 严格 地 构造 复数 , 我 们 将 先 引 入 形式 的 复数 a+ bi, 并 暂 记 之 为 (a,b); 这 
就 像 在 第 4 章 中 当 我 们 构造 整数 集 乙 时 , 在 引入 真正 的 减法 概念 之 前 , 需要 一 个 形 
式 减 法 a 一 b 的 概念 ; 也 像 在 构造 比例 数 时 , 先 引 入 一 个 形式 的 除法 a//b, 而 后 将 其 
吸纳 到 真正 的 除法 a/b 的 概念 之 中 . 它 也 像 在 构造 实数 时 , 我 们 在 定义 真实 的 极限 
lim an 之 前 先 定义 形式 极限 LIM,,_,ooan. 

定义 15.6.2( 复 数 的 形式 定义 ) ” 形 如 (a,5b) 的 序 偶 , 其 中 a,b 是 实数 , 叫做 复 
数 . 于 是 作为 例子 (2, 4) 是 复数 . 说 两 个 复数 (a,5) 和 (c, d) 相等, 指 的 是 a = c 并 且 
b == d. 于 是 作为 例子 (2+1,3+4) = (3,7) 但 是 (2,1) 冯 (1,2), 而 且 (2,4) 冯 (2, 一 4). 
全 体 复数 的 集合 记 作 C. 

眼下 , 复数 集 C 还 没有 同 笛 卡 儿 乘 积 R?2 = 及 x 及 ( 也 叫 作 笛 卡 儿 平面 ) 区 别 开 
来 . 但 是 我 们 将 引入 复数 的 一 些 运算 , 特别 是 复 乘法 , 那 是 笛 卡 儿 和 平面 R? 上 不 具 
有 的 结构 . 于 是 , 可 以 把 复数 系 C 看 作 是 装备 着 一 些 附加 的 结构 的 笛 卡 儿 平 面 R?. 
我 们 从 加 法 运算 以 及 负 运 算 的 概念 开始 . 使 用 复数 的 非 正 式 定义 , 我 们 希望  。 


(a,b)+{c,d)=(a+bi)+(c+di)=(at+c)+(b+di= (a+c,b+d). 
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而 且 类 似 地 
—(a,b) = —(a+ bi)=(-0)+(-0)i= (~a,—b). 


由 于 这 些 推导 使 用 了 复数 的 非 正式 定义 , 这 些 恒等式 尚 没有 被 严格 证 明 . 然而 我 们 
将 简单 地 把 这 些 恒等式 编排 进 我 们 的 复数 系 , 用 上 面 的 法 则 来 定义 加 法 运算 和 负 运 
算 . 

定义 15.6.3( 复 数 的 加 法 , 负 运 算 , 以 及 零 ) ”如 果 z = (wb w = (c,d) 是 
两 个 复数 , 定义 它们 的 和 z + 为 复数 z 十 w := (a + cb+od. 于 是 , 作为 例子 ， 
(2,4) 十 (3, 一 1) = (5,3). 我 们 还 定义 z 的 负数 -z 为 复数 -z := (~a, 一 b). 于 是 作为 
例子 一 (3, 一 1) = (-3,1). 还 定义 复数 0c 为 0c := (0,0). 

容易 看 到 加 法 的 概念 是 定义 成 功 的 , 当 z = z', w= w' 时, z 十 岂 =z' 十 w'. 负 
运算 也 一 样 . 复 加 法 、 负 运算 以 及 复数 零 遵 从 通常 的 算 律 : 

引 理 15.6.4( 复 数 集 C 是 一 个 加 群 ) 如 果 z1,z2, zs 是 复数 , 那么 有 以 下 性 质 . 

(1) 交换 性 : z] 十 z2 二 z2 十 1. 

(2) 结合 性 : (Zi 十 2z2) 十 Zz3 二 21 十 (Zo 十 23). 

(3) 恒 等 性 : 十 0c = 0c 十 姑 二 入 . 

(4) 北 元 性 : 十 (一 z1) = (21) 十 z1 = 0c. 

证 了 明 ”见习 题 15.6.1. 田 

下 面 我 们 定义 复 乘 法 的 概念 以 及 倒数 的 概念 ， 复 乘法 算 律 可 非 正式 地 验证 如 


(a,b): (c,d)=(a+bi)(c+ di) 
一 Qc 十 adi 十 bc 十 bidi 
=(ac— bd)+ (ad+ bce)i 
=(ac— bd,ad + boe), 


由 于 讼 假定 等 于 -1. 于 是 我 们 定义 

定义 15.6.5( 复 乘法 )” 设 z= (a,b), w = (c,d) 都 是 复数 , 定义 它们 的 乘积 zw 
为 复数 zw := (ac 一 bd, ad + bc). 我 们 还 引入 复 单位 为 lc := (1,0). 

容易 看 到 , 这 里 的 运算 是 定义 成 功 的 , 而 且 遵 从 通常 的 算 律 : 

引 理 15.6.6 ” 设 za,zoz,za 是 复数 , 那么 乘法 具有 

(1) 交换 性 : z122 二 222i 

(2) 结合 性 : (z1z2)z3 = z1(z223); 

(3) 恒 等 性 : 1cz1 = zlc = 1; 

(4) 分 配 性 : z1(z2 十 23) 二 2Z122 十 Z123. 

证 明 ”见习 题 15.6.2. 图 
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上 述 引 理 也 可 用 更 简短 的 方式 叙述 , 即 C 是 一 个 交换 环 . 通常 把 z 十 (-vw) 简 
写成 z 一 w. 

现在 把 实数 集 R 与 复数 集 C 的 一 个 子 集 等 同 起 来 , 让 实数 z 与 复数 (x,0) 等 
同 , 于 是 z = (x,0). 注意 , 此 等 同 关系 与 

相等 关系 (z = y 当 且 仅 当 (zx,0) = (y, 0)) 

加 法 关系 (zl 十 Z2 一 T3 当 且 仅 当 (zx1, 0) 二 (zx2, 0) > (x3, 0)) 

负 运 算 关 系 (z = -y 当 且 仅 当 (x,0) = 一 (y,0)) 

乘法 关系 (zizs = zs 当 且 仅 当 (zi, 0)(z2, 0) = (zx3, 0)) 
都 是 相 容 的 , 所 以 不 必 再 区 分 “ 实 加 法 ”与 “ 复 加 法 ”,“ 实 相等 ” 与 “ 复 相 等 "，“ 实 
的 负 运 算 ” 与 “ 复 的 负 运 算 ”,“ 实 乘法 ”与 “ 复 乘 法 ”. 例如 , 可 以 让 3 = (3,0) 来 计 
算 3(2,4) 得 


(3,0)(2,4) = (3 x 2—0x4,3x4+0x2)= (6,12). 


注意 , 还 有 0 = 0c 以 及 1= 1c, 所 以 现在 可 以 扔 掉 零 的 下 标 C 而 只 写 0, 扔 掉 单位 
的 下 标 C 而 只 写 1. 

我 们 现在 定义 i 为 复数 i := (0,1). 于 是 可 以 把 复数 的 非 正 式 的 定义 重 写成 一 
个 引 理 : 

引 理 15.6.7 每 个 复数 z EC 可 以 写成 z= a 十 bi 的 形式 , 其 中 a,b 是 唯一 
确定 的 一 对 实数 . 还 有 记 = -1 以 及 一 z= (一 1)z. 

证 明 ”见习 题 15.6.3. 国 

根据 这 个 引 理 , 我 们 从 此 以 后 扔 掉 形式 记号 而 把 复数 写成 常用 的 形式 a 十 芒 . 

定义 15.6.8( 实 部 和 虚 部 ) ”如 果 z 是 复数 , 具有 表达 式 z = a 十 bi, 其 中 ob 
为 实数 , 那么 称 a 为 z 的 实 部 , 记 作 8(z) := a, 称 b 为 z 的 虚 部 , 记 作 S(z) := 5. 
于 是 , 作为 例子 

R(3+4i) = 3，S(3 二 4) = 4. 
而 一 般 地 
z= RR(z) 十 ?S(z) 

注意 , z 是 实数 当 且 仅 当 S(z) = 0. 我 们 说 z 是 虚数 (imaginary) 当 且 仅 当 R(z) = 0. 
那么 , 作为 例子 , 4i 是 虚数 , 而 3 + 4; 既 不 是 实数 也 不 是 虚数 , 但 是 0 既是 实数 也 是 
虚数 . 定义 z 的 复 共 斩 z 为 复数 


z:= R(z) 一 人 S(z). 


于 是 作为 例子 , 3 十 和 = 3 一 和,i= 一 i, 3=3. 
复 共 思 运 算 具 有 一 些 良 好 的 性 质 : 
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引 理 15.6.9( 复 共 斩 是 一 个 对 合 (involution)) 设 z,w 是 复数 , 那么 Zz 十 如 = 
Z 十 页 , 二 Z 二 一 Z, ZU 二 ZH, 还 有 z= 二 zz. 最 后 ,Z 一 而 当 且 仅 当 z= 二 wzZ= 二 zz 当 且 仅 
当 z 是 实数 . 
证 明 ”见习 题 15.6.4. 国 
在 定义 4.3.1 中 定义 了 比例 数 zx 的 绝对 值 |z| 的 概念 , 而 且 此 概念 以 明显 的 方 
式 推 广 到 了 实数 . 但 是 我 们 不 能 直接 将 此 定义 推广 到 复数 , 因为 绝 大 多 数 复数 都 既 
， 不 是 正 的 也 不 是 负 的 . (例如, 我 们 既 不 把 i 当 作 正 数 也 不 把 它 当 作 负 数 . 至 于 为 
什么 , 习题 15.6.15 提供 了 一 些 理由 .) 但 我 们 依然 可 以 用 推广 习题 5.6.3 中 的 公式 
lz| = Vz? 的 方式 来 定义 绝对 值 : 
定义 15.6.10( 复 绝对 值 ) 设 z = a+t hi 是 复数 , 定义 z 的 绝对 值 |z| 为 实数 
|z|:= Va? +62 = (a? + b2)¥. 
从 习题 5.6.3 看 出 , 绝对 值 的 这 个 概念 推广 了 实 绝对 值 的 概念 . 绝对 值 有 一 些 
其 他 好 的 性 质 : 
引 理 15.6.11( 复 绝对 值 的 性 质 ) ” 设 z,w ,是 复数 ， 那 么 |z| 为 非 负 实数 ,并 
且 |z| = 0 当 且 仅 当 z = 0.， 还 有 恒等式 zz 轩 |z|?， 从 而 |z| = V 统 于 是 , 有 
|zw| = |z||w| 以 及 本 = |z|. 最 后 , 有 不 等 式 
-lz| < R(z) < |z|, -lz| < S(z) < |z|, lz| < |R(z)| + |S(z)), 
以 及 三 角形 不 等 式 
jz 十 | < |z|+ hwl. 
证 明 ”见习 题 15.6.6. 图 
使 用 绝对 值 的 概念 , 我 们 可 以 定义 倒数 : 
定义 15.6.12( 复 倒数 )” 设 z 为 非 零 复数 . 我 们 定义 z 的 倒数 z-! 为 复数 


z-1 := |z|-2z. (注意 , |z|-? 是 定义 成 功 的 , 根据 引 理 15.6.11，|z| 是 正 实数 .) 于 是 ， 
作为 例子 


(1+22)-!1=|1+22 2(1— 27)= (12+22) 1(1 21)= 


如 果 z = 0, 我 们 认为 它 没有 倒数 . 
从 定义 及 引 理 15.6.11, 我 们 看 到 , 如 果 z 了 0, 那么 


BL_2, 
Be 5 


zz l=2z- lz=|z| ?zz = |z|-2|z|? = 1, 


从 而 z-! 确实 是 z 的 倒数 . 于 是 可 以 用 通常 的 方式 定义 两 个 复数 z 和 w 关 0 的 商 
类 的 概念 , 即 三 := zw-1. 
可 以 用 d(z,w) = |z 一 w| 来 定义 复数 z 与 w 间 的 距离 . 
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引 理 15.6.13 ”复数 集 C 依 距 离 d 构成 度量 空间 . 设 (zn) ”| 是 复数 的 序列 ， 
z 是 复数 . 那么 在 这 个 度量 空间 内 Jim zn=z 的 充分 必要 条 件 是 

,Jim R(zn) = RPR(z), 且 ,lim S(zn) = F(z). 

证 了 明 ”见习 题 15.6.9. 面 

这 个 度量 空间 实际 上 是 完备 的 并 且 连 通 的 , 但 不 是 紧 致 的 : 见习 题 15.6.10、 习 
题 15.6.12 和 习题 15.6.13. 通常 的 极限 算 律 也 成 立 : 

引 理 15.6.14{ 复 极限 算 律 ) 设 (za)s2， 和 (wn)%21 都 是 复数 的 收敛 的 序列 ， 
并 设 c 是 复数 . 那么 (zn 十 un (Zn — Wn) (czn) 和 1，(znt0n)221， (未 )221 都 
是 收敛 的 , 而 且 

jlim (zn + wn) = lim zn + ,lim wn, 
和 
了 局 = 
mn) ™ (ie, en) (td, "00), ss 
jim () = im 2 
还 有 , 如 果 诸 wn 都 不 等 于 零 , 而 且 lim wn 也 不 是 零 ,那么 (各) ，， 也 是 收 化 序 
列 , 并 且 站 


证 明 ”见习 题 15.6.14. 国 

我 们 看 到 * 实数 系 与 复数 系 事实 上 是 相当 类 似 的 , 两 者 都 遵从 类 似 的 算术 法 则 ， 
都 具有 类 似 的 度量 空间 结构 . 实际 上 , 本 书 中 证 明 的 关于 实 值 函数 的 许多 结果 , 对 
于 复 值 函数 同样 成 立 , 只 需 在 证 明 中 简单 地 把 “ 实 的 ” 换 成 “ 复 的 ”而 其 他 细节 完全 
不 必 改 变 . 用 另 一 种 方式 来 说 , 永远 可 以 把 复 值 函数 f 分 成 实 部 只 (P) 和 虚 部 S( 月 ， 
于 是 f = RR(f) 十 iS(f), 从 而 由 关于 实 值 函数 辽 (月 ,S(J) 的 结果 归结 出 关于 复 值 函 
数 的 相应 的 结果 . 例如 , 第 14 章 中 逐 点 收敛 和 一 致 收敛 的 理论 , 或 本 章 中 的 寡 级 数 
的 理论 , 都 可 毫 无 困难 地 推广 到 复 值 函数 的 情形 . 特别 是 , 可 以 用 和 实 函 数 一 模 一 
样 的 方式 来 定义 复 指数 函数 : 

定义 15.6.15( 复 指数 函数 ) ”对 于 复数 z, 定义 函数 exp(z) 为 


1 
exp(z) := 种 A 


n= 二 0 
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可 以 叙述 并 证 明 复 级 数 的 比例 判别 法 , 并 用 来 证 明 对 于 每 个 z, exp(z) 都 收敛 . 
结果 , 定理 15.5.2 中 的 许多 性 质 依然 成 立 : 例如 , 仍 有 exp(z + w) = exp(z) exp(w)， 
见习 题 15.6.16. (其 他 性 质 用 到 复 微分 和 复 积分 ， 而 这 些 议题 超出 本 课程 的 范围 . 
另外 , 注意 到 exp(z) = exp(z) 是 有 用 的 , 这 可 通过 对 部 分 和 2 二 2 取 共 罗 , 然后 
令 N 一 co 取 极 限 而 得 到 . 

复 对 数 变 得 有 点 更 为 微妙 , 主要 是 因为 exp 不 再 是 可 逆 的 , 同时 也 因为 对 数 函 
数 的 各 种 寡 级 数 都 只 具有 有 限 的 收敛 半径 (不 像 exp 那样 , 收敛 半径 为 无 限 ). 这 一 
相当 微妙 的 情形 超出 本 书 的 范围 , 此 处 不 拟 讨论 . 
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15.6.14 
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习 题 15.6 


证 明 引 理 15.6.4. 
证 明 引 理 15.6.6. 
证 明 引 理 15.6.7. 
证 明 引 理 15.6.9. 
设 z 为 复数 . 证 明 R(z) = 3(z 十 z),，S(z) = 去 (z 一 z). 
证 明 引 理 15.6.11. (提示 : 为 证 三 角形 不 等 式 , 先 证 吃 (z 五 ) < |z| wj, 从 而 (根据 习题 
15.6.5) z 古 十 zw < 2|z||wl. 然后 把 |z|? 十 |w| 加 到 这 个 不 等 式 的 两 边 .) 
证 明 : 如 果 z,w 是 复数 , w 地 0, 那么 | 宇 | = 甘 . 
设 z,w 为 非 零 复数 . 证 明 |z 十 w| = |zj 十 |w| 当 且 仅 当 存在 正 实数 c > 0 使 得 z = cw. 
证 明 引 理 15.6.13. 
证 明 复 数 集 C 连同 通常 的 度量 d 构成 一 个 完备 的 度量 空间 . 
设 f : 及” 一 C 是 映射 f(a,b) := a++ ,证 明 f 是 双 射 , 并且 f 和 f-! 都 是 连续 映 
射 . 
证 明 复 数 集 C 连同 通常 的 度量 d 构成 一 个 连通 的 度量 空间 (提示 : 先 证 C 是 路 连 
通 的 , 如 习题 13.4.7.) 
设 是 C 的 子 集合 . 证 明 EE 是 紧 致 的 当 且 仅 当 EE 是 闭 的 并 且 是 有 界 的 .( 提 示 : 把 
习题 15.6.11 与 Heine-Borel 定理 (定理 12.5.7) 联合 起 来 .) 从 而 证 明 C 不 是 紧 致 
的 . 
证 明 引 理 15.6.14. (提示 : 把 zn, 和 wn 分 成 实 部 和 虚 部 , 并 使 用 通常 的 极限 算 律 ( 引 
理 6.1.19) 和 引 理 15.6.13.) 
本 题 的 目的 在 于 解释 为 什么 不 把 复数 划分 为 正 的 和 负 的 . 假设 有 “ 正 复数 ” 及“ 负 复 
数 ” 的 概念 , 遵从 下 述 合理 的 公理 (参阅 命题 4.2.9). 
。 (三 歧 性 ) 对 于 每 个 复数 z, 下 述 命题 中 恰 有 一 个 为 真 ; z 是 正 的 , z 是 负 的 , z 是 
零 . 
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。( 负 运算 性 质 ) 如 果 z 是 正 复数 , 那么 一 z 是 负数 . 如 果 z 是 负 复数 , 那么 一 z 是 
正 复数 . 

e (可 加 性 ) 如 果 z 和 ww 是 复数 , 那么 z 十 岂 也 是 正 复数 . 
。 (可 乘 性 ) 如 果 > 和 ww 是 正 复数 , 那么 zw 也 是 正 复数 . 
证 明 这 四 条 公理 是 不 相 容 的 , 也 就 是 说 , 可 以 用 这 些 公 理 来 导出 矛盾 .( 提 示 : 先 用 这 
些 公理 推导 出 1 是 正 数 , 然后 断定 一 1 是 负数 . 然后 使 用 三 歧 性 于 z = i, 并 在 三 种 
情形 的 任何 一 种 情形 都 得 到 矛盾 .) 

15.6.16 ”证 明 复 级 数 的 比例 判别 法 , 并 用 它 来 证 明定 义 复 指数 函数 的 级 数 是 绝对 收敛 的 . 然 
后 证 明 , 对 于 一 切 复数 z,2w, exp(z 十 w) = exp(z) exp(w). 
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我 们 现在 来 讨论 继 指 数 函 数 和 对 数 函 数 之 后 的 最 重要 的 一 类 特殊 函数 (special 
functions), 即 三 角 函 数 .( 数 学 中 还 有 其 他 几 类 有 用 的 特殊 函数 , 如 双 曲 三 角 函 数 和 
超 几 何 函 数 , y 函数 与 5 函数 , 以 及 椭圆 函数 , 但 它们 较 少 出 现 , 故此 处 不 拟 讨论 .) 

三 角 函 数 常 通过 几何 概念 来 定义 , 主要 是 圆 、 三 角形 和 和 角 之 类 . 然而 也 可 以 使 
用 较为 分 析 的 概念 来 定义 它们 , 特别 是 可 以 通过 ( 复 ) 指数 函数 来 定义 它们 . 

定义 15.7.1( 三 角 函 数 ) ”如 果 z 是 复数 , 那么 定义 


cos(z) := 3 (e+e *), 


sin(z) := 去 (e= 一 e) . 


分 别 把 cos 和 sin 叫 作 余弦 ( cosine) 及 正弦 (sine ) 函数 . 

这 些 公式 是 Leonhard Euler(1707 一 1783) 于 1748 年 发 现 的 , 他 认识 到 了 复 指 
数 函 数 与 三 角 函 数 之 间 的 联系 . 注意 , 由 于 已 经 对 于 复数 z 定义 了 正弦 和 余弦 , 那 
么 它们 对 于 实数 z 也 就 自动 地 有 了 定义 . 在 绝 大 多 数 应 用 的 场合 , 人 们 只 使 用 实 三 
角 函 数 . 

从 exp 的 车 级 数 定义 , 得 


1 , 1 
eso=1i+iz— 22— -20 


2! 3! 4! 
以 及 , , | 
el 
于 是 从 上 面 的 公式 得 到 
-1_13114 .下 (一 下 人 
cos(z)=1 oz + Tz = Cn) S 
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sin(z) = z 一 可 十 二 一 .… 二 和 Sr Se 

然 ， 然 , 只 要 区 是 实数 cos(z) 和 sin(z) 永远 是 实数 . 由 比例 判别 法 可 知 , 对 于 每 个 
z, 0 二 各 二 Tz2n 和 到 全 Piz2n+1 都 是 绝对 收敛 的 , 所 以 sin(z) 和 cos(z) 
在 0 处 都 是 实 解析 的 ， 而 且 其 宕 级 数 的 收敛 半径 是 co. 于 是 从 习题 15.2.8 知 , 正弦 
函数 和 余弦 函数 在 整个 R 上 都 是 实 解析 的 . (它们 也 在 整个 C 上 是 复 解 析 的 , 但 是 
我 们 在 本 课程 中 不 探究 此 事 .) 当然 , 正弦 和 余弦 函数 都 是 连续 的 和 可 微 的 . 

下 面 列 出 正弦 和 余弦 函数 的 一 些 基 本 性 质 . 

定理 15.7.2( 三 角 恒 等 式 ) ” 设 z,y 是 实数 . 那么 有 下 列 各 式 . 

(a) sin2(z) + cos2(z) = 1. 当然 , 对 于 一 切 ZE 下， 


sin(Z) € [一 1,1]， cos(z) € [-1,1]. 


(b) sin'(z) = cos(zZ),， cos'(z) = 一 sin(z). 
{(c) sin(—7z) = 一 sin(z)，cos( 一 7z) = cos(7). 
(d) cos(z 十 9) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y), 
sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y). 
(e) sin(0) = 0, cos(0) = 1. 
(f) eiz = cos(z) + isin(z), e™’? = cos(Z) — isin(7z). 
当然 , cos(z) = 和 R(ei?), sin(z) = S(e'?). 
证 明 ”见习 题 15.7.1. 国 
现在 我 们 描述 sin 和 cos 的 一 些 其 他 的 性 质 . 
引 理 15.7.3 ”存在 正 数 z 使 得 sin(z) = 0. 
证 明 ”假设 对 于 一 切 x e (0,co)，sin(z) 关 0，” 注意 ,这 将 蕴含 对 于 一 切 
Z E (0,cce)，cos(z) 关 0, 因为 不 然 的话 , 根据 定理 15.7.2(d), 由 cos(z) = 0 将 得 
到 sin(2z) = 0 (为 什么 ?). 由 于 cos(0) = 1, 那么 根据 中 值 定理 (定理 9.7.1), 对 于 
一 切 z > 0, 必 有 cos(z) > 0 (为 什么 ?). 同样 , 由 于 sin(0) = 0 以 及 sin'(0) = 1 > 0， 
我 们 看 到 在 接近 0 处 sin 是 增加 的 , 所 以 在 0 的 左边 它 是 正 的 . 还 是 根据 中 值 定理 ， 
我 们 断定 对 于 一 切 z > 0, sin(z) > 0 (否则 的 话 sin 就 会 在 (0,co) 上 有 零点 ). 
于 是 , 如 果 定 义 cot(z) := en. 就 知道 cot(z) 在 (0,co) 是 正 的 并 且 是 可 微 
根据 商法 则 (定理 10.1.13(h)) 以 及 定理 15.7.2 得 , cot(z) 的 导数 是 元 4 (为 什 
么 ?). 于 是 对 于 一 切 z > 0, 有 cot'(z) < -1. 根据 微 积分 基本 定理 (定理 11.9.1), 这 
列 含 cot(z + s) < cot(z) 一 s 对 于 一 切 > 0 和 s > 0 成立 . 但 让 s 一 co 我 们 就 看 
到 这 与 cot 在 (0,co) 上 是 正 的 断言 相 有 矛盾.( 为 什么 ?) 图 
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、 设 马 是 集合 已 := {xz € (0,00):sin(z) =0}, 即 马 是 sin 在 (0,o0o) 上 的 根 的 集 
全。 合 . 根据 引 理 15.7.3, 媚 不 是 空 集 . 由 于 sin'(0) > 0, 存在 c > 0 使 得 已 c [cco) ( 见 
习题 15.7.2), 还 由 于 sin 在 [c, oo) 上 连续 , B 是 [c, co) 中 的 闭 集 (为 什么 ? 用 定理 
13.1.5(d)). 由 于 [c, co) 是 R 中 的 闭 集 , 我 们 断定 是 R 中 的 闭 集 . 于 是 妃 含 有 它 
的 一 切 附着 点 , 从 而 含有 inf(E). 那么 我 们 可 以 做 出 下 述 定义 : 
定义 15.7.4 ”定义 x 为 


:= inf{z € (0, 00) : sin(z) = 0}. 


于 是 x € EC [cco), 那么 n> 0, 而 且 sin(r) = 0. 根据 x 的 定义 , sin 在 (0,r) 中 

无 零点 , 因此 在 (0, x) 上 必 是 正 的 (参阅 引 理 15.7.3: 中 使 用 中 值 定理 的 论述 ). 由 于 

cos'(z) = 一 sin(z), 所 以 我 们 断定 cos(z) 在 (0, x) 上 是 严格 减 的 . 由 于 cos(0) = 1, 这 

表明 cos(r) < 1; 由 于 sin2(r) 上 +cos2(r) = 1 而 sin(r) = 0, 所 以 我 们 断定 cos(r) = 一 1. 
于 是 得 到 著名 的 Euler 公式 : 


em = cos(T) + isin(x) = —1. 


现在 我 们 给 出 正弦 函数 和 余弦 函数 的 一 些 其 他 的 性 质 . 

定理 15.7.5( 三 角 函 数 的 周期 性 ) 设 是 实数 . 

(a) cos(Z + NA) = — cos(z), sin(z + Tx) = 一 sin(Z).， 那么 cos(Z 十 2r) = cos(7), 
sin(z 十 2r) = sin(z), 也 就 是 说 sin 和 cos 都 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 . 

(b) sin(z) =0 当 且 仅 当 三 是 整数 . 

(c) cos(z) = 0 当 且 仅 当 是 整数 加 寺 . > 

证 明 ”见习 题 15.7.3 ， 加 

当然 我 们 还 可 以 定义 一 切 其 他 的 三 角 函 数 : 正切 、 余 切 、 正 割 、 余 割 , 并 且 建 
立 一切 熟 知 的 三 角 学 的 恒等式 , 习题 中 给 出 一 些 例子 . 


ys 


, 习 题 15.7 


15.7.1 ”证 明定 理 15.7.2. (提示 : 尽 可 能 用 指数 函数 的 语言 写 出 每 个 细节 .) 

15.7.2 设 f: 及 一 民 是 在 zo 处 可 微 的 函数 , 并且 f(z0) = 0 而 f'(zo) 关 0. 证 明 : 存在 
c > 0 使 得 只 要 0 < lz 一 y| <c, f(y) 就 不 是 零 . 由 此 断定 存在 c > 0, 使 得 对 于 一 切 
0<z<c'sin(z) 天 0. 

15.7.3 ”证 明定 理 15.7.5. (提示 : 对 于 (c), 你 可 能 会 先 计算 sin(3) 和 cos( 下 ), 而 后 把 cos(z) 
与 sin(z 十 天) 联系 起 来 .) 

15.7.4 。” 设 xz,y 是 实数 并 且 z?+y? = 1. 证 明 恰 有 一 个 实数 9 e (一 zc,z] 使 得 z = sin(9), y = 
cos(9). (提示 : 可 能 要 分 别 对 于 z,y 是 正 的 、 负 的 或 零 的 情形 进行 讨论 .) 


-2 
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15.7.5 


15.7.6 


15.7.7 


15.7.8 


15.7.9 


15.7.10 


证 明 : 如 果 7,s > 0 是 正 的 实数 , 而 0, a 是 实数 , 使 得 rei = sei*, 那么 7 = s, 并 且 
对 于 某 整 数 及, 9 = a 十 2kx. 


设 z 为 非 零 复数 . 用 习题 15.7.4 证 明 恰 存在 一 对 实数 r,0, 满足 r > 0, 9 € (—, | 
以 及 z = re”. (有 时 把 此 式 叫 作 z 的 标准 极 坐 标 表示 .) 
对 于 任意 的 实数 9 和 整数 n, 证 明 de Moivre 等 式 


cos(ng) = R((cos0 + ising)"); sin(n0) = S{((cos0 + isin0)"). 


设 tan : (一 天, 于) 一 下 是 正切 函数 


.sin(Z) 
tan(2Z) := 人 
证 明 tan 是 可 微 的 、 单调 增 的 , 并 且 
并 tan(z) 一 1 十 tan2(z)， a tan(7) = co， cl tan(T) = 一 oo. 


由 此 断定 , tan 事实 上 是 从 (一 革 , 引 到 及 的 双 射 , 于 是 它 有 反 函 数 tan-! : 民 一 
一 条 于 )( 这 个 函数 叫 作 反正 切 函 数 (arctangent function)?. 证 明 tan-! 是 可 微 的 并 
且 

_-_ 1 

1 十 z2- 

回 到 习题 15.7.8 中 的 反正 切 函 数 tan-!. 修改 定理 15.5.6(e) 的 证 明 而 建立 恒等式 


了 (一 1)"z 2n+1 
tan (xz) = 二 | 一 一 一 一，ZE (一 1,1). 


使 用 Abel 定理 (定理 15.3.1) 把 此 等 式 延 拓 到 z = 1 的 情形 , 从 而 得 到 等 式 


(注意 , 根据 交错 级 数 判别 法 (命题 7.2.12) 此 级 数 收敛 .) 由 此 推出 4 一 4 < r < 4. 
(当然 , 也 可 以 算出 x = 3.141 592 6.… 达到 更 高 的 精确 度 , 但 如 果 愿 意 这 样 做 , 建议 
使 用 另外 的 公式 , 上 面 的 级 数 收敛 得 太 慢 了 .) 

设 让 :及 一 及 是 函数 


oo 


f(z) := 4 "cos(32"n7). 


n=1 


(a) 证 明 此 级 数 一 致 收敛 , 从 而 f 是 连续 的 . 


@ arctangent 一 词 , 词典 上 无 译名 , 或 许可 以 译 为 弧 正切 的 . 一 一 译 者 注 
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.(b) 证 明 对 于 每 个 整数 和 每 个 整数 m > 1, 有 


ee 
| 有 -7( 旋 )|> 生 


[提示 : 使 用 恒等式 


co m—1 oo 
> ,an = >》， an 十 am 十 >， Qn 
n=1 nsel n=m+1 
于 特定 的 序列 (c). 同时 , 也 使 用 余弦 函数 是 以 2r 为 周期 的 这 一 事实 , 以 及 对 
于 任何 |r| < 1, 几何 级 数 rn = 二 这 一 公式 . 最 后 , 要 用 到 对 于 任何 实数 
tT 和 vy, wi 
|cos(z) — cos(y)| < |z — yl, 
这 个 不 等 式 可 用 中 值 定理 (推论 10.2.9) 来 证 明 , 也 可 用 微 积 分 基本 定理 (定理 
11.9.4) 来 证 明 .] 
(c) 使 用 (b), 证 明 函 数 f 对 于 每 个 实数 zo 都 在 zo 处 不 可 微 .( 提 示 : 根据 习题 
5.4.3, 对 于 每 个 ro 和 每 个 m > 1, 存在 整数 j, 使 得 j < 32™zo < j 十 1.) 
(d) 简要 地 解释 , 为 什么 (c) 中 的 结果 并 不 与 推论 14.7.3 相 矛 盾 . 
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在 前 两 章 中 , 我 们 讨论 了 怎样 用 多 项 式 来 逼近 特定 的 函数 (例如 紧 支 撑 的 连续 
函数 ). 然后 , 我 们 证 明了 怎样 能 够 把 另 一 类 函数 ( 实 解 析 函 数 ) 精确 地 (而 不 是 近 
似 地 ) 写成 无 限 多 项 式 , 或 更 精确 地 说 , 是 写成 寡 级 数 . 

窜 级 数 已 然 具 有 巨大 无 比 的 功用 , 特别 是 当 处 理 前 面 讨论 过 的 指数 函数 和 三 角 
函数 这 些 特殊 函数 时 确实 如 此 . 然而 , 还 是 有 一 些 场合 , 窜 级 数 不 是 那么 有 用 , 因为 
我 们 还 必须 处 理 不 是 实 解析 的 函数 (例如 yz), 而 这 样 的 函数 当然 不 能 表示 为 军 级 
数 . 

幸运 的 是 , 另 有 一 类 级 数 展开 , 叫 作 Fourier 级 数 , 在 分 析 中 也 是 非常 有 效 的 
工具 (尽管 用 于 稍 许 不 同 的 目的 ). 它 不 是 用 来 处 理 紧 支 撑 的 函数 , 而 是 用 来 分 析 周 
期 函数 , 它 不 把 函数 分 解 为 代数 多 项 式 而 是 分 解 为 三 角 多 项 式 . 粗略 地 说 , Fourier 
级 数 的 理论 所 研究 的 是 关于 每 个 周期 函数 能 不 能 分 解 成 正弦 与 余弦 的 (无 限 ) 和 的 
问题 . 

注 16.0.0 ”Jean-Baptiste Fourier(1768 一 1830) 在 拿破仑 时 代 曾 当 过 埃及 总 督 . 
在 拿破仑 战争 之 后 他 离开 政界 , 重新 回来 研究 数学 . 他 在 1807 年 的 一 篇 重要 论文 
中 引入 了 Fourier 级 数 , 并 用 来 解 现在 所 谓 的 热传导 方程 . 在 那个 时 代 , 每 个 周期 函 
数 都 可 以 表示 成 正弦 与 余弦 的 和 这 个 命题 极其 具有 争议 , 甚至 像 Euler 这 样 的 顶尖 
的 数学 家 也 宣称 那 是 不 可 能 的 . 但 是 , Fourier 还 是 努力 证 明了 这 的 确 是 对 的 , 尽管 
他 的 证 明 并 不 完全 严格 而 且 在 其 后 几乎 一 百年 中 都 没有 被 完全 接受 . 

在 Fourier 级 数理 论 与 寡 级 数理 论 之 间 会 有 某 些 相似 之 处 , 但 也 有 重要 的 区 别 . 
例如 , Fourier 级 数 的 收敛 通常 不 是 一 致 的 ( 即 不 是 依 Zee 度量 收敛 的 ), 但 代 之 而 有 
在 另 一 个 度量 下 的 收敛 , 即 在 L? 度量 下 的 收敛 . 另外 在 我 们 的 理论 中 , 会 大 量 地 
使 用 复数 , 而 在 罕 级 数 的 理论 中 , 复数 只 是 一 个 稍微 触及 的 角色 . 

Fourier 级 数 的 理论 (以 及 相关 的 课题 , 例如 Fourier 积分 以 及 Laplace 变换 ) 是 
十 分 宽泛 的 , 自身 成 为 一 个 完整 的 课程 . 它 具 有 很 多 应 用 , 主要 用 于 微分 方程 、 信 
号 处 理 、 电 气 工程 、 物 理 以 及 分 析 学 , 而 且 也 用 于 代数 学 及 数论 . 这 里 我 们 只 给 出 
这 个 理论 的 最 基础 的 知识 , 而 且 几 乎 不 给 出 它 的 应 用 . 


816.1 周期 函数 
Fourier 级 数 的 理论 是 研究 周期 函数 的 , 我 们 现在 来 定义 周期 函数 . 用 复 值 函数 
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来 讨论 比 用 实 值 函数 要 方便 . 

定义 16.1.1 设 工 >0 是 实数 . 函数 :了 一 C 是 以 工 为 周期 的 , 或 工 周期 
的 , 如 果 对 于 每 个 实数 zy，f(z 十 工 ) = f(z). 

例 16.1.2 ” 实 值 函数 f(z) = sin(z) 以 及 f(z) = cos(z) 都 是 2r 周期 的 , 正如 
复 值 函 数 f(z) = ei 是 2x 周期 的 . 这 些 函数 也 是 4x 周期 的 , 6x 周期 的 , 等 等 为 
什么 ?). 但 函数 f(z) = z 不 是 周期 的 . 常 值 函数 f(z) = 1 对 于 每 个 二 > 0 都 是 工 
周期 的 . 

注 16.1.3 ”如 果 函 数 f 是 工 周 期 的 , 那么 对 于 每 个 整数 , 都 有 f(z 十 kL) = 
f(z) (为 什么 ? 对 于 正 的 大 进行 归纳 , 然后 用 一 个 代 换 把 正 结果 转化 成 负 上 结果 . 
KK = 0 的 情形 当然 是 平庸 的 ). 于 是 如 果 函 数 f 是 1 周期 的 , 那么 对 于 每 个 KeZ 都 
有 f(z 十 k) = f(z). 由 于 这 个 缘故 , 有 时 也 把 1 周期 函数 叫 作 是 Z 周期 的 (而 把 工 
周期 函数 叫 作 LZ 周期 的 ). 

例 16.1.4 “对 于 任何 整数 n, 函数 cos(2rmnz)，sin(2rmz)，e2rinz 都 是 忆 周期 
的 . (如 果 nn 不 是 整数 , 情形 如 何 ?) 设 f : RR 一 C 的 定义 是 : 对 于 每 个 整数 n, 当 
Ze [nm 十 寺 ) 时 f(z) := 1, 而 对 于 每 个 mw 当 ze [n+ ,ni 十 1) 时 f(z) := 0. 这 是 
2 周期 函数 的 另 一 个 例子 , 它 也 是 方形 波 (square wave) 的 一 个 例子 . 

为 简单 起 见 , 往 下 我 们 只 处 理 Z 周期 函数 (对 于 工 周期 函数 的 Fourier 理论 ， 
见习 题 16.5.6). 注意 , 要 想 完 全 了 解 一 个 Z 周期 函数 f : 及 一 C, 只 需 了 解 它 在 区 
间 [0,1) 上 的 值 , 就 确定 了 它 在 一 切 别 的 点 处 的 值 . 这 因为 每 个 实数 x 都 可 以 写成 
z= 二 上 十 y 的 形式 , 其 中 大 是 整数 ( 叫 作 z 的 整 部 , 有 时 记 作 [2z]), 而 ye [0,1)( 它 叫 
作 z 的 小 数 部 分 , 有 时 记 作 {xz}), 见习 题 16.1.1. 由 于 这 个 缘故 , 有 时 当 我 们 要 想 描 
述 一 个 Z 周期 函数 时 , 我 们 只 描述 它 在 区 间 [0,1) 上 的 性 状 , 然后 说 它 被 周期 延 拓 
到 整个 RR 上. 这 意味 着 , 对 于 任意 的 实数 z 定义 f(z) := f(y), 其 中 我 们 已 把 z 作 
如 上 的 分 解 z = 上 十 y. (事实 上 可 以 取 任 何 长 度 为 1 的 半 开 区 间 来 代替 [0, 1), 但 这 
里 我 们 不 讨论 了 .) 

复 值 连续 Z 周期 函数 的 空间 记 作 C (R/Z;C). (记号 RR/Z 来 源 于 代数 学 , 它 代 
表 加 群 R 关于 加 群 Z 的 商 群 . 关于 商 群 的 更 多 的 知识 可 在 任何 一 本 代数 教材 中 找 
到 .) 说 “连续 ", 我 们 指 的 是 在 R 的 每 点 处 都 连续 ; 仅 在 一 个 [0,1) 这 样 的 区 间 上 连 
续 是 不 够 的 , 因为 可 能 在 1 处 (或 在 任何 其 他 整数 处 ) 的 左 极 限 和 右 极限 不 同 而 发 
生 间 断 . 于 是 作为 例子 , 函数 sin(2xnz), cos(2rmnz)，e2xinz 都 是 C (R/Z;C) 的 元 素 ， 
常 值 函数 当然 也 是 , 但 前 面 描述 的 方形 波 函 数 不 属于 C (R/Z;C), 因为 它 不 是 连续 
函数 . 还 有 , 函数 sin(z) 也 不 属于 C (R/Z;C), 因为 它 不 是 Z 周期 的 . 

引 理 16.1.5(C (R/Z;C) 的 基本 性 质 ). 

(a) (有 界 性 ) 如 果 f E C (到 /Zi C), 那么 f 是 有 界 的 ( 即 存在 实数 M > 0, 使 得 
对 于 一 切 z ERR 有 |f(7)| < M). 
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(b) (向 量 空间 的 性 质 以 及 代数 性 质 ) 如 果 f,g E C (了 R/Z;C), 那么 函数 f 十 g， 
f 一 9，jg 都 属于 C (了 /ZiC). 还 有 , 如 果 c 是 复数 , 那么 cf 也 属于 C (R/Z;C). 

(c) (在 一 致 极限 之 下 封闭 ) 如 果 (所 ) 吕 1 是 C(R/Z;C) 中 函数 的 序列 , 它 一 致 
收 合 到 函数 有 : 民 一 C, 那么 f 也 属于 CC (R/Z;C). 

证 明 ”见习 题 16.1.2. 力 

可 在 C (了 /Z;C) 中 重新 引入 现在 熟知 的 上 确 界 范 数 度量 


doo(f,g9) = suplf(z)—g(z)|= sup |f(z)— g(z)| 
rER ZE[0,1) 


而 使 它 成 为 度量 空间 , 我 们 知道 ds(f,g) 是 一 致 收敛 度量 ，( 为 什么 上 式 中 第 一 个 
上 确 界 与 第 二 个 上 确 界 一 样 ?) 见习 题 16.1.3. 
习 题 16.1 


16.1.1 “证明 每 个 实数 > 恰 可 以 用 一 种 方式 写成 z = k+y 的 形式 , 其 中 大 是 整数 , 而 y € [0, 1). 
(提示 : 为 证 此 种 表示 的 存在 性 , 令 := sup{l EZ:1< zx}.) 
16.1.2 ”证 明 引 理 16.1.5. (提示 : 对 于 (a), 先 证 f 在 [0,1] 上 有 界 .) 
16.1.3 ”证 明 C (R/Z;C) 依 上 确 界 范 数 度 量 do 成 为 度量 空间 . 进而 证 明 这 个 度量 空间 是 完 
备 的 . 
816.2 ”周期 函数 的 内 积 


从 引 理 16.1.5 知 , 连续 周期 函数 之 间 可 进行 加 法 、 减法 、 乘法 及 取 极 限 的 运算 . 
然而 我 们 还 需要 空间 C (R/Z;C) 上 的 另 一 些 运算 . 其 中 第 一 个 就 是 内 积 运算 . 
定义 16.2.1( 内 积 ) ”对 于 f,g eC (RR/Z;C), 定义 内 积 (f,g) 为 


ef i ,f(ar. 


注 16.2.2 ”对 于 复 值 函数 f(z) = g(z) +ih(z), 定义 它 的 积分 为 


| Bf A 9 十 ; h, 
[a,b] [a,8] [a,b] 


其 中 g,h 分 别 为 了 的 实 部 和 虚 部 . 于 是 作为 例子 ， 


/ G+iz)dz= 人 ldz+if vdz =1+31. 
[1,2] [1,2] [1,2] 2 
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容易 验证 , 当 把 实 值 函数 换 为 复 值 函数 时 , 微 积分 的 一 切 基本 法 则 (分 部 积分 法 、 微 
积分 基本 定理 、 变 量 替换 法 等 ) 依然 成 立 . 
例 16.2.3 ” 设 f 是 常 值 函数 f(z) :=1, 并 设 9 是 函数 g(z) := ez**, 那么 


(fs 9) =/ 1 e2rt7zd7z 
[0,1] 


-|/ e-2rirzdy 
[0,1] 
Se 1 
~ —2ni 
1 
= 1—1 
ani( ) 


=0. 


注 16.2.4 “一般 而 言 , 内 积 (f,g) 是 复数 . (注意 , 17 一 定 是 Riemann 可 积 的 ， 
因为 f 和 9 都 是 有 界 的 而 且 都 是 连续 的 .) 

粗略 地 说 , 空间 C (R/Z;C) 上 的 内 积 (f,g), 就 像 欧 几 里 得 空间 R* 上 的 点 积 
zy 一样 . 下 面 列 出 内 积 的 一 些 基本 性 质 , 对 于 向 量 空间 上 的 内 积 的 更 深入 的 研究 
可 在 任何 一 本 线性 代数 书籍 中 找到 , 但 不 属于 本 书 的 讨论 范围 . 

引 理 16.2.5 设 f,g,heC(R/Z;C). 

(a) (Hermite 性 质 ) 我 们 有 (f,g) = (万 

(b) ( 正 性 ) 我 们 有 (f,f) > 0. 进而 有 (f,f) = 0 当 且 仅 当 f=0 ( 即 对 于 一 切 
ZER，fF(z) = 0). 

(c) (关于 第 一 变 元 的 线性 性 质 ) 我 们 有 ( 十 g,h) = (f,hh) 十 (g,h). 对 于 任何 复 
数 c 有 (cf,g) = c(f,9). 

(d) (关于 第 二 变 元 的 反 线性 性 质 (antilinearity)) 我 们 有 (f,g 十 h) = (f,g) 十 
(f,hh). 对 于 任何 复数 c 有 (f,cg) = 5(f,9). 

证 明 ”见习 题 16.2.1. | 

根据 正 性 , 可 用 下 式 定义 函数 fe C (R/Z;C) 的 L? 范 数 | ||2: 


。 3 
fl := VE 以 /Ta 全 LU/ ep] : 


于 是 对 于 一 切 f，||fllz > 0. 范 数 | /> 有 时 叫 作 f 的 根 均 方 (root mean square). 
例 16.2.6 ”如 果 f(z) 是 函数 e2"i?, 那么 


3 3 
lfilz = (/ ee 一 (/ er = 
[0,1] [0,1] 


e 一 2riz 


T=0 


1 


2 
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此 [2 范 数 与 Fe。 范 数 | 有 lw := supzer |f(z)| 有 关系 , 然而 是 不 相同 的 . 例如 ， 
如 果 f(z) = sin(z), 那么 fw = 1 但 ||flls = 支 : 一 般 而 言 , 对 于 二 者 关系 所 能 说 
的 最 多 就 是 0 < | 了 lz < fllw, 见习 题 16.2.3. 

下 面 给 出 L? 范 数 的 一 些 基 本 性 质 . 

引 理 16.2.7 设 f,geECc(R/Z;C). 

(a) ( 非 退 化 ) |fll2 = 0 当 且 仅 当 f=0. 

(b) (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) |(f,g)| < ||fll2llgllz. 

(c) (三 角形 不 等 式 ) 上 |f + gll2 < ||fllz + llgllz. 

(d) ( 华 达 哥 拉 斯 定理 ) 若 (f,g) = 0, 则 ||f 十 gll& = ||f||3 十 ||gl|l2. 

(e) (绝对 齐 性 ) 对 于 一 切 ceC, 有 jlcfll2 = |cll|fll. 

证 明 ”见习 题 16.2.4. 时 

根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 我 们 有 时 也 把 (f,g) = 0 的 情形 说 成 是 f 与 g 垂直 . 

现在 我 们 可 以 在 C (R/Z;C) 上 定义 L? 度量 dz; 


drz(f,9) := ||f 一 9 = (/ |f (7) -span] . 


注 16.2.8 ”可 验证 dr 确实 是 度量 (习题 16.2.2). 其 实 , L? 度量 很 像 欧 几 里 
得 空间 了" 上 的 有 2 度量, 这 也 就 是 两 者 的 记号 也 很 类 似 的 缘由 . 你 自己 应 该 对 两 者 
的 类 似 之 处 进行 比较 . 

注意 , C (R/Z;C) 中 函数 的 序列 (f) 依 L? 度量 收敛 到 f es C (R/Z;C) 指 的 
是 : 当 n 一 00 时 dzrz(fn,f) 一 0, 即 


和 / LF 


注 16.2.9 依 L? 度量 收敛 与 一 致 收敛 及 逐 点 收敛 都 不 同 , 见习 题 16.2.6. 
注 16.2.10 ZL? 度量 的 性 状 不 如 L> 度量 好 . 例如 , 空间 C (R/Z;C) 依 L? 度 
量 是 不 完备 的 , 尽管 它 依 Ze 度量 是 完备 的 , 见习 题 16.2.5. 


习 题 16.2 


16.2.1 ”证 明 引 理 16.2.5. (提示 : (b) 的 后 一 部 分 有 点 微妙 . 你 可 能 要 用 反 证 法 , 假定 f 不 是 
零 函数 , 然后 证 明 fi0 1 |f(z)l? 是 严格 正 的 . 为 做 此 事 , 你 可 能 要 用 到 f 连续 从 而 |j| 
是 连续 函数 这 一 事实 .) 

16.2.2 ”证 明 C(R/Z;C) 上 的 L? 度量 dz2 确实 使 C (R/Z;C) 成 为 度量 空间 (见习 题 12.1.6). 


816.3 三 角 多 项 式 ”343 


16.2.3 设 jeC(R/Z;C) 不 是 零 函数 , 证 明 0 < fll2 < 上. 反 过 来 , 设 0<AsgsB 是 
实数 , 证 明 存 在 非 零 函数 f e C (R/Z;C), 使 得 fll2 = 4 且 1。 = B. (提示 : 设 
g 是 C (R/Z;C) 中 的 一 个 非常 值 的 非 负 实 值 函数 , 考虑 形 如 f = (c 十 dg)3 的 函数 有 
其 中 cd > 0.) 
16.2.4 ”证 明 引 理 16.2.7. (提示: 多 次 使 用 引 理 16.2.5. 对 于 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 从 正 
性 (f,f) > 0 开始 , 但 以 函数 fllgll2 一 (f,g)g 代替 其 中 的 f, 然后 简单 地 使 用 引 理 
16.2.5, 可 能 要 单独 处 理 ||gll2 = 0 的 情形 . 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 证 明 三 角形 不 
等 式 .) 
16.2.5 ” 找 一 个 在 L? 中 收敛 到 间断 的 周期 函数 的 连续 周期 函数 的 序列 . (提示 : 试 收敛 到 方形 
波 函 数 .) 
16.2.6 设 JecC(R/ZiC), 并 设 (fn) 吕 i 是 C(R/Z;C) 中 的 函数 的 序列 . 
(a) 证 明 : 如 果 (fr) 吕 1 一 致 收敛 到 f, 那么 (fr)21 也 依 L? 度量 收敛 到 f. 
(b) 举 一 个 (f.)?2i 依 L? 度量 收敛 到 矿 但 不 一 致 收敛 到 f 的 例子 . (提示 : 取 f= 0. 
试 让 函数 户 有 大 的 sup 范 数 .) 
(c) 举 一 个 (fr)21 依 L? 度量 收敛 到 f 但 不 逐 点 收敛 到 f 的 例子 . (提示 : 取 f = 0. 
试 让 函数 f 在 一 个 点 处 很 大 .) 
(d) 举 一 个 (f%.)21 逐 点 收敛 到 f 但 不 依 L? 度量 收敛 到 f 的 例子 . (提示 : 取 三 = 0. 
试 让 函数 fn 依 L? 范 数 很 大 .) 


816.3 ”三 角 多 项 式 


现在 我 们 定义 三 角 多 项 式 . 恰 如 多 项 式 是 函数 z"( 也 叫 作 单项 式 ) 的 线性 组 合 ， 
三 角 多 项 式 乃 是 函数 ezrinz( 也 叫 作 特征 (charaters)) 的 线性 组 合 . 

定义 16.3.1( 特 征 (character)) ”对 于 每 个 整数 n, 令 en e C (R/Z;C) 代表 函 
数 


en(Z) := enz. 


这 个 函数 叫 作 频率 为 n, 的 特征 (character). 
定义 16.3.2( 三 角 多 项 式 ) ”如 果 函 数 fe C(R/Z;C) 可 以 写成 


N 


Tam Re ian,, 
n=—N 
其 中 NN > 0 是 整数 , c,, 是 复数 (n= 一 NN,… , N), 那么 f 叫 作 三 角 多 项 式 . 
例 16.3.3 函数 f = 4e_z 十 ie_1 一 2eo 十 0el 一 3e2 是 三 角 多 项 式 , 它 可 以 更 
明确 地 写成 


f(z) = A4e— iz 中 ie 一 2rir 过 光世 3e4riz . 
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例 16.3.4 ”对 于 任意 的 整数 n, 函数 cos(2xnz) 是 三 角 多 项 式 , 因为 


i 1 1 
cos(2rmz) 二 De 全 < Fe-n 十 Fen: 


与 此 类 似 , 函数 sin(2rmz) = 一 击 e-n 十 击 en 也 是 三 角 多 项 式 . 事实 上 , 任何 正弦 和 
余弦 的 线性 组 合 都 是 三 角 多 项 式 , 例如 3 二 icos(2rz)+4isin(4rz) 也 是 三 角 多 项 式 . 

Fourier 定理 将 使 我 们 可 以 把 C (R/Z;C) 中 的 任何 函数 都 写成 Fourier 级 数 . 
Fourier 级 数 是 对 应 于 三 角 多 项 式 的 ,就 像 宕 级 数 是 对 应 于 多 项 式 的 ， 为 了 把 函数 
写成 Fourier 级 数 , 我 们 将 使 用 上 一 节 介 绍 的 内 积 结构 . 关键 之 处 在 于 

引 理 16.3.5( 全 体 特征 构成 一 个 正 交规 范 系 ) “对 于 任意 的 整数 m 和 n， 当 
m 二 n 时 (en,em) = 二 1, 而 当 m 关 n 时 (en,em) = 二 0. 我 们 还 有 ||en|| = 1. 

证 明 ”见习 题 16.3.2. 图 

从 而 我 们 得 到 一 个 关于 三 角 多 项 式 的 系数 的 公式 . 

推论 16.3.6 设 f= 2 nen 是 三 角 多 项 式 、 那 么 对 于 一 切 整 数 一 NN < 
nx<N 有 | 


cn = (f,en). 
而 当 n>>N 和 n< 一 NN 时 , (f,en) =0. 还 有 恒等式 
N 
fl2= > lenl?. 
n=—N 


证 明 ”见习 题 16.3.3. 加 
定义 16.3.7(Fourier 变换 ) ”对 于 任意 的 函数 f e C (R/Z;C), 以 及 任意 的 整 
数 ne Z, 我 们 定义 f 的 第 n 个 Fourier 系数 fln) 为 


fln) := (f,en) = 人 foe mmrde 


函数 让 :ZZ 一 C 叫 作 f 的 Fourier 变换 . 
N 
从 推论 16.3.6 我 们 看 到 , 只 要 和 men 是 三 角 多 项 式 , 就 有 


N 


f= 2 PP CA En = 有 (f,en)en, 


n=—N n=—00 


于 是 得 到 Fourier 反 演 公式 
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也 就 是 说 


等 式 右边 就 是 f 的 Fourier 级 数 . 还 有 , 从 推论 16.3.6 中 的 第 二 个 恒等式 , 我 们 得 
到 Plancherel 公式 
上 有 = > ID)pP2. 


人 一 一 DO 


注 16.3.8 ”我 们 强调 一 下 , 目前 我 们 只 对 于 三 角 多 项 式 f 证 明了 Fourier 反 
演 公式 及 Plancherel 公式 . 注意 , 在 这 种 情况 下 , 绝 大 多 数 Fourier 系数 f(n) 都 是 
零 (实际 上 只 有 当 一 N < n < N 时 它们 才 可 能 不 是 零 ), 所 以 无 限 和 其 实 是 假 的 , 它 
只 是 个 有 限 和 . 当然 , 也 就 不 存在 关于 级 数 的 收敛 之 说 . 由 于 它们 是 有 限 和 , 当然 既 
是 逐 点 收敛 的 , 也 是 一 致 收敛 的 , 也 是 依 L? 度量 收敛 的 . 

在 下 面 几 节 中 , 我 们 将 把 Fourier 反 演 公式 和 Plancherel 公式 推广 到 C (R/2Z;C) 
的 一 般 函 数 上 去 , 而 不 是 只 考虑 三 角 多 项 式 的 情形 . (把 公式 推广 到 不 连续 的 函数 ， 
例如 方形 波 函数 , 也 是 可 能 的 , 但 此 处 我 们 不 讨论 这 样 的 推广 .) 为 了 完成 这 项 工作 ， 
需要 改变 Weierstrass 晕 近 定理 的 形式 . 现在 我 们 要 用 三 角 多 项 式 来 一 致 逼近 连续 
周期 函数 . 正如 在 多 项 式 的 Weierstrass 通 近 定理 的 证 明 中 用 到 了 卷 积 一 样 , 我 们 
也 需要 为 周期 函数 配置 卷 积 运算 . 


习 题 16.3 


16.3.1 ”证 明 任何 两 个 三 角 多 项 式 的 和 以 及 乘积 仍 是 三 角 多 项 式 . 

16.3.2 证明 引 理 16.3.5. 

16.3.3 ”证 明 推 论 16.3.6. (提示 : 使 用 引 理 16.3.5. 对 于 第 二 个 恒等式 , 可 以 使 用 毕 达 哥 拉 斯 
定理 及 归纳 法 , 也 可 以 代入 = > co。 并 展开 所 有 的 表达 式 .) 


816.4 周期 卷 积 


这 一 节 的 目的 是 证 明 三 角 多 项 式 的 Weierstrass 逼近 定理 . 

定理 16.4.1 设 feC(R/Z;C), 并 设 e>0. 那么 存在 三 角 多 项 式 已 , 使 得 
|f J 了 = <E. 

这 个 定理 说 的 是 , 任何 连续 的 周期 函数 都 可 以 用 三 角 多 项 式 一 致 逼近 . 换 一 种 
方式 来 表达 : 若 用 P(R/Z;C) 代表 全 体 三 角 多 项 式 所 成 的 空间 , 那么 已 (R/Z;C) 在 
L” 度量 下 的 闭 包 是 C (了 R/Z;C). 
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可 以 直接 用 多 项 式 的 Weierstrass 逼近 定理 (定理 14.8.3) 来 证 明 这 个 定理 ， 
而 两 个 定理 都 是 更 一 般 的 Stone-Weierstrass 定理 的 特殊 情形 ， 此 处 不 讨论 Stone- 
Weierstrass 定理 . 但 我 们 也 不 使 用 多 项 式 的 定理 去 证 三 角 多 项 式 的 定理 ， 而 是 从 头 
开始 , 这 样 我 们 可 以 借 此 机 会 引入 一 些 有 趣 的 概念 , 特别 是 周期 卷 积 的 概念 . 然而 
此 处 给 出 的 证 明 , 应 该 强烈 地 唤起 你 对 证 明定 理 14.8.3 的 论述 的 回忆 . 

定义 16.4.2( 周 期 卷 积 ) 设 六 ge C (R/Z;C). 我 们 用 公式 


f*g(z) := 人 ,Woe way 


来 定义 上 和 g 的 周期 卷 积 f*+g:R 一 CC. 

注 16.4.3 ”注意 , 此 公式 与 定义 14.8.9 中 定义 紧 支 撑 函 数 的 卷 积 的 公式 稍 有 
不 同 , 此 处 我 们 只 在 [0,1] 上 积分 而 不 是 在 整个 及 上 积分 . 所 以 从 原则 上 来 说 , 我 
们 对 于 符号 f *g 给 出 了 两 个 不 同 的 意思 . 但 实际 上 不 会 发 生 混淆 , 因为 一 个 非 零 
函数 不 可 能 既是 周期 的 也 是 紧 支 撑 的 (习题 16.4.1). 

引 理 16.4.4( 周 期 卷 积 的 基本 性 质 )” 设 f,g,h ec (R/2Z;C). 

(a) (封闭 性 ) 卷 积 f*+g 是 连续 的 并 且 是 Z 周期 的 . 即 f *g EC (R/Z;C). 

(b) (交换 性 ) 我 们 有 f*g = 二 g*f. 

(c) ( 双 线 性 性 ) 我 们 有 f*(g 十 二 f+g 十 f*h 以 及 (f 十 g)*h 二 fx*h 十 g*h. 
对 于 任意 的 复数 c 有 c(f *g) = (cf)*g= f* (cg). 

证 了 明 ”见习 题 16.4.2. 国 

现在 我 们 来 考察 一 个 有 趣 的 恒等式 : 对 于 任意 的 fe C(R/Z;C) 以 及 任意 的 
整数 n, 有 

f *en 一 Fn)en. 


为 证 此 式 , 做 如 下 演算 即 可 : 
* EE 2min(T—y) 

f+en(®)= /fee Way 

一 e2rinz f (y) e—2rinydy 
[0,1] 
= f(n)e2inz 人 fln)en. 
更 一 般 地 , 从 引 理 16.4.4(iii) 知 , 对 于 任何 三 角 多 项 式 P = > cnen, 有 
N N 


f*P= 》 cn(f*en)= 5 fln)enen. 


n=—N n=—N 
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于 是 , C (R/Z;C) 中 任何 函数 与 三 角 多 项 式 的 卷 积 仍 是 三 角 多 项 式 . (与 引 理 14.8.13 
进行 比较 .) 

下 面 我 们 引入 对 于 恒 等 逼近 的 周期 类 比 . 

定义 16.4.5( 对 于 恒 等 的 周期 逼近 ) ” 设 。>0，0 <5<. 如果 下 述 条 件 成 
立 , 函数 fe C (R/Z;C) 叫 作 是 对 恒 等 的 周期 (e, 6) 逼近 : 

(a) 对 于 一 切 re R, f(z) > 0, 并 且 ja = 1 

(b) 对 于 一 切 5<|z|<1-5, 有 f(x) < <. 

现在 我 们 有 与 引 理 14.8.8 的 周期 类 比 . 

引 理 16.4.6 ”对 于 每 个 e>0 和 0<565< 雪 ,都 存在 三 角 多 项 式 P, 它 是 对 于 
恒 等 的 (e,6) 允 近 . 

证 明 ”此 处 我 们 描述 证 明 的 框架 , 而 把 细节 留 作 习题 16.4.3. 设 N > 1 是 整 
数 , 定义 Fejér 核 Fy 为 函数 


显然 ,Fw 是 三 角 多 项 式 . 我 们 看 到 有 恒等式 


六 一 1 
六 


也 一 0 


2 


1 
Fy= 方 


(为 什么 ?). 但 根据 几何 级 数 公式 ( 引 理 7.3.3), 有 


YA 一 mi(V 一 1)z oi 
人 


el(Z) 一 eo(z) sin(xz) 


n=0 
其 中 z 不 取 整 数 (为 什么 ?), 从 而 有 公式 


sin? (xNZ) 
Nasin2(rz) 


当 z 是 整数 时 , 几何 级 数 公式 不 适用 , 但 那 时 根据 直接 的 计算 , 有 fn(z) = N. 我 
们 看 到 , 对 于 一 切 z 有 fn(z) > 0. 另外 ， 


(为 什么 ?). 最 后 , 由 于 sin(xNz) < 1, 我 们 有 


1 1 
om < 一 一 一 一 ， 
Nasin2(rz) ~ N sin?(x6) 


Fnw(7) = 


FN(7) < 
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只 要 5 < |z| <1- 6( 这 是 由 于 sin 在 [0, 下 上 增 而 在 [#,z] 上 减 ). 于 是 , 选取 NN 足 
够 大 , 可 以 使 得 对 于 一 切 5 < |z| <1-6, Fw(z) < <. 而 

定理 16.4.1 的 证 了 明 设 fe C(R/Z;C). 我 们 知道 是 有 界 的 , 所 以 存在 某 
M > 0, 使 得 对 于 一 切 ve R, |f(z)| < M. 

设 => 0 是 任意 的 . 由 于 f 是 一 致 连续 的 , 所 以 存在 5 > 0, 使 得 只 要 |z-y| < 6 
就 有 |f(z) - f(y)| < s. 现在 使 用 引 理 16.4.6 找 一 个 三 角 多 项 式 已 , 使 它 是 对 于 恒 
等 的 (<, 5) 逼近 , 那么 f * P 也 是 三 角 多 项 式 . 现在 来 估计 1/ - F* Pllw. 

设 zx 是 任意 的 实数 . 我 们 有 

lz) — f * P(z)|=|f(z) — P* f(z)| 


=|f(z) — / f(z —Y)P(y)ay 
[0,1] 
=| J f(z)P(y)dy — ee f(z —y)P(y)ayl 
=1/ 00) -few)Peayl 
[0,1] 
< J f(z) - f(z — WIP(y)dy. 
{0,1] 
可 把 右 端 分 成 
1 He) — f(z -WIP(y)ady+ | [f(z) — f(z -WIP(y)ay 
[0,5] [6,1—5] 
+/ (0) -fe WIPWdy, 
(1-6,1] 
这 个 和 有 上 界 
< 人 eP(y)dy + i 2Medy + F le-D- f(z -WIP(y)ay 


<e 1 Pwday + ] 2Nedy+ 1 p(y)ay 
[0,6] [6,1-6] [1-6,1] 
<e+2Me+te 
= (2M 十 2)s. 
于 是 有 
|f — f * Plle < (2M + 2)e. 


由 于 M 是 固定 的 , 而 是 任意 的 , 所 以 可 以 使 f* PP 依 sup 范 数 任 意 接近 f. 这 就 
证 明了 周期 Weierstrass 允 近 定理 . 国 
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习 题 16.4 


16.4.1 证明: 如果 f :RR 一 C 既是 紧 支 撑 的 又 是 Z 周期 的 , 那么 f 恒 等 于 零 . 

16.4.2 证明 引 理 16.4.4. (提示 : 为 证 1 *g 是 连续 的 , 必须 用 到 f 有 界 , 9 一 致 连续 , 或 反 过 
来 g 有 界 , f 一 致 连续 之 类 的 事实 . 为 证 f* g = g* f, 你 要 用 到 周期 性 来 “市 掉 和 复 
制 ” 区 间 [0, 1].) 

16.4.3 ” 补 上 引 理 16.4.6 的 证 明 中 标 有 (为 什么 ?) 的 细节 . (提示 : 对 于 第 一 个 恒等式 , 使 用 恒 
等 式 |z|? = zz， 杯 =e_n 以 及 enem = entm.) 
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使 用 Weierstrass 逼近 定理 (定理 16.4.1), 现在 可 以 把 Fourier 恒等式 以 及 
Plancherel 恒等式 推广 到 任意 的 连续 周期 函数 . 本 

定理 16.5.1(Fourier 定理 ) ”对 于 任意 的 f e C(R/Z;C)， 级 数 二 fln)en 
依 L? 度量 收敛 到 f. 也 就 是 说 | 


N 
dim lf — 2 fln)enll2 =0. 


n=—N 


证 明 设 s> 0. 我 们 必须 证 明 存 在 No 使 得 


N 
|f— 5, fln)enlls <e 


n=—N 


对 于 一 切 N > No 成 立 . 
根据 Weierstrass 允 近 定理 (定理 16.4.1), 对 于 某 个 No > 0, 可 以 找到 三 角 多 
项 式 


No 
P= ¥ Cnen 


人 一 一 人 No 


使 得 |f 一 Pllw < e. 当然 , 我 们 有 |f - PIl> < <. 
N 
现在 设 N > No, Fw := b> f(n)en. 我 们 来 证 |f 一 Fyl|。< e. 首先 注意 到 ， 
对 于 任何 |m| < N, 都 有 


N 
(f — Fw,em) = (f,em) — >», fl(n)(en, em) = fl(m) ~ f(m) = 0， 


n==—N 
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其 中 我 们 使 用 了 引 理 16.3.5. 当然 我 们 有 
(f — Fn,Fw — P)=0, 


因为 我 们 可 以 把 Fy -PP 写成 诸 em (|m| < N) 的 线性 组 合 . 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 
( 引 理 16.2.7(d)), 得 
|f — PI2 = 1f — Fvll2 + lIFw ~ PIl2, 
从 而 
|f— Fnll2 < |f— Pll <&. 图 
注 16.5.2 ”注意 , 我 们 只 得 到 了 Fourier 级 数 ” fln)en 依 L? 度量 收敛 到 


f. 可 能 会 问 , 对 一 致 收敛 或 逐 点 收敛 结论 是 不 是 也 成 立 ? 然而 (或 许 有 些 出 乎 意 
料 ), 对 于 这 两 种 方式 的 收敛 , 回答 都 是 否定 的 . 但 如 果 假 定 函数 f 不 仅 是 连续 的 而 
且 还 是 连续 可 微 的 , 那么 逐 点 收敛 成 立 ; 如 果 进 一 步 假定 二 次 连续 可 微 , 那么 就 可 
以 得 到 一 致 收敛 . 这 些 结果 都 超出 了 本 书 的 范围 , 此 处 不 予 证 明 . 但 是 我 们 要 证 明 
一 个 关于 何 时 可 把 L? 收敛 加 强 为 一 致 收敛 的 定理 : 

定理 16.5.3 ” 设 f e C(R/Z;C), 并 设 级 数 》 |f(n)| 绝对 收 化. 那么 级 数 


吕 ftn)en 一 致 收 化 到 f. 也 就 是 说 
N ~ 
JU 2 fn)enlle =0. 


证 明 ”根据 Weierstrass M 判别 法 (定理 14.5.7)， 3 fln)en 一 致 收敛 到 某 


函数 严 而 且 根据 引 理 16.1.5(ii)，F 也 是 连续 的 并 且 是 Z 周期 的 ，( 严 格 地 说 ， 
Weierstrass M 判别 法 说 的 是 从 n= 1 到 n = oo 的 级 数 , 但 它 对 于 从 n = -co 到 
n = oo 的 级 数 也 成 立 , 只 要 把 双向 无 限 的 级 数 分 成 两 段 就 可 看 出 此 事 .) 于 是 


Nim, iw = S Fe 0， 


n=—N 
这 殖 含 
Nim, lIF — > fln)enllz = 


nn 二 一 


因为 [? 范 数 总 是 小 于 或 等 于 L> 范 数 的 . 但 根据 Fourier 定理 , 序列 bp fln)en 
已 然 依 L? 度量 收敛 到 f, 所 以 只 有 在 F = f 的 情况 下 它 才 能 依 L? 度量 收敛 到 F 
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( 见 命题 12.1.20). 于 是 = f, 从 而 


N 
dim If — 2 fln)enlle =0. 加 
作为 Fourier 定理 的 一 个 推论 , 我 们 得 到 
定理 16.5.4(Plancherel 定理 ) ”对 于 任意 的 feEC(R/Z;C), 级 数 5 [Fn 


是 绝对 收敛 的 ,并且 


oo 


FIN2= D> IfF()E. 


这 个 定理 也 叫 作 Parseval 定理 . 
证 明 设 s> 0. 根据 Fourier 定理 , 当 六 充分 大 (依赖 于 e) 时 ， 


N 
If- 9 fln)enllz se. 
n=—N 


由 三 角形 不 等 式 , 这 殖 含 着 


IN 
lfla—~e<| > fln)enlz < lflls+e. 


n=—N 
另 一 方面 , 根据 推论 16.3.6, 我 们 有 
N 过 N Ss 加 
Se - (> Fo 
n=—N 2 n=—N 
从 而 
(fl 一 se2 < D> lf) < (fl + e)?. 
n= 二 —N 
取 上 极限 得 


N 
(fl — a)? < limsup > FE < (fll2 + e)2. 
7 n=—N 
由 于 e 是 任意 的 , 所 以 根据 挤 压 判别 法 得 
N 
limsup > |f(n)l? = | 
一 co “BEN 


从 而 证 得 所 要 的 结论 . | 
Fourier 变换 还 有 很 多 其 他 的 性 质 , 但 此 处 我 们 不 再 继续 讨论 了 . 在 习题 中 你 
将 看 到 Fourier 定理 和 Plancherel 定理 的 一 点 应 用 . 
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习 题 16.5 


16.5.1 设 f 是 C(R/Z;C) 中 的 函数 , 定义 了 的 三 角 Fourier 系数 an 和 bn(n = 1,2,3,.…) 
为 


Gn = 2/ f(x) cos(2nnz)dz, bn := 2/ f(z)sin(2xnz)dz. 
[0,1] [0,1] 


(a) 证 明 级 数 
300 + ) {an cos(2rmz) + bn sin(2xnz)) 
n=1 
依 L? 度量 收敛 到 f. (提示 : 使 用 Fourier 定理 , 并 把 指数 函数 分 成 正弦 和 余弦 两 
部 分 , 把 正 n 的 项 与 负 2 的 项 合 起 来 .) 
(b) 证 明 : 如 果 三 an 和 2 bn 是 绝对 收敛 的 , 那么 上 面 的 级 数 不 仅 依 L? 度量 收 
敛 ， 而 且 实 际 上 是 一 致 收 化 到 f 的 . (提示 : 使 用 定理 16.5.3.) 


16.5.2” 设 当 ze [0,1) 时 f 是 函数 f(z) = (1 一 2z)?, 并 以 Z 周期 延 拓 至 全 实 轴 . 
(a) 使 用 习题 16.5.1, 证 明 : 级 数 


1 之 4 
3 十 >》 一- 元 7 cos(2xnz) 


nl 
一 致 收敛 到 了 . 
(b) 证 明 : 2 二 = , (提示 : 计算 上 面 的 级 数 在 x = 0 处 的 值 .) 
(c) 证明: 支 = 奇 - 徊 . (提示 : 把 余弦 写成 指数 形式 , 然后 使 用 Plancherel 定理 .) 
16.5.3 设 fe CR7Z;C) 六 证 二 用 记 翅 直 证 明 : 对 一 切 整数 
fx P(n) = fl(n)en = fl(n)P(n). 
更 一 般 地 , 如 果 f,g e C (RR/Z;C), 那么 对 一 切 整数 m， 
F*g(n) = f(n)9(n). 


(表述 此 事 的 奇特 说 法 是 , Fourier 变换 把 卷 积 与 乘积 缠 结 在 一 起 .) 

16.5.4 设 f ee C(R/Z;C) 是 可 微 的 , 而 且 它 的 导数 f 还 是 连续 的 ， 证 明 : f' 也 属于 
C (R/Z;C), 并 且 对 于 一 切 整数 mw 户 (n) = inf(n). 

16.5.5 设 jgeC(R/Z;iC). 证 明 Parseval 等 式 


R [ f(z)9r)dz = RY Fn)dn). 


nez 


3 


(提示 : 对 于 f 十 g 和 f 一 g 使 用 Plancherel 定理 , 然后 把 两 者 相 减 .) 从 而 断定 , 式 中 
的 实 部 可 以 去 掉 , 也 就 是 说 


人 f(z)9r)dz = 5 Fln)n). 


neZ 


16.5.6 
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(提示 : 把 了 换 为 if 后 使 用 第 一 个 恒等式 .) 
此 习题 中 , 我 们 对 于 以 任意 的 固定 的 工 为 周期 的 函数 建立 Fourier 级 数 的 理论 . 
设 工 > 0, 并 设 了 :RR 一 C 是 连续 的 、 工 周期 的 复 值 函 数 . 对 于 每 个 整数 mw, 定义 


数 1 
cn :二 二 f(T)e- sinzt dz. 
L Jo 
(a) 证 明 : 级 数 
bp cne2rinz 十 


依 二 ”度量 收敛 到 f. 更 准确 地 说 , 证 明 : 


lim 
及 一 co [0,5) 


x 2 
f(z) 一 > Cne2rinz 去 dz 一 0. 


n=—N 


(提示 : 对 函数 f(Lz) 使 用 Fourier 定理 .) 
(b) 证 明 : 如 果 级 数 2 |cn| 绝对 收敛 , 那么 


二 et 
cne nr 


人 一 一 Oo 


一 致 收敛 到 f. 
(c) 证 明 


1 oo 
> |, fsaz = Yo jen 


nN 二 00 


(提示 : 对 函数 f(Lzx) 使 用 Plancherel 定理 .) 


第 17 章 ”多 元 微分 学 


817.1 线性 变换 


我 们 现在 转换 到 另 一 个 主题 , 即 多 元 微 积 分 中 的 微分 学 . 更 准确 地 说 , 我 们 要 
处 理 从 一 个 欧 几 里 得 空间 到 另 一 个 欧 几 里 得 空间 的 映射 f : R" 一 R™, 并 试图 理 
解 , 这 种 映射 的 导数 (derivative) 是 什么 . 

但 在 开始 之 前 , 我 们 需要 线性 代数 中 的 一 些 概念 , 其 中 最 重要 的 是 线性 变换 以 
及 和 矩阵 的 概念 . 此 处 我 们 做 相当 简要 的 叙述 , 详细 的 处 理 可 在 任何 一 本 线性 代数 的 
教材 中 找到 . 

定义 17.1.1( 行 向 量 ) 设 n>1 是 整数 . 我 们 把 R" 的 元 素 叫 作 n 维 行 向 量 . 
一 个 典型 的 n 维 行 向 量 的 写法 是 


企 一 (zl1)……， 2) 


并 可 简写 作 (zi)i<i<n， 量 z1,… ,zn 当然 都 是 实数 .如 果 (zi)igign 和 (yi)1gign 
都 是 n 维 行 向 量 , 定义 它们 的 向 量 和 为 


(Ti)1<ign 十 (Vi)igign :二 (zi 加 Yi)l<ign; 
而 如 果 ce 及 是 标量 , 定义 标量 积 ( scalar product) c(zi)1<ign 为 
c(Ti)i<ign := (CTi)1gign: 


当然 , 在 Rm 中 也 有 类 似 的 运算 . 但 是 当头 mm 时 , 我 们 不 定义 R" 中 的 向 量 与 R™ 
中 的 向 量 的 加 法 运算 (例如 , (2,3,4) 十 (5,5) 是 无 定义 的 ). 我 们 还 把 R* 中 的 向 量 
(0,… ,0) 叫 作 零 向 量 , 并 且 仍 用 0 来 表示 . (严格 地 说 , 我 们 应 该 把 R" 的 零 向 量 记 
作 0gn，, 因为 对 于 不 同 的 n, 它们 当然 是 彼此 不 同 的 , 而 且 它 们 也 与 数 零 不 同 , 但 我 
们 不 在 意 这 种 区 别 ). 我 们 把 (-1l)z 简写 作 -zx. 站 

向 量 加 法 和 标量 乘法 的 运算 遵从 一 系列 算 律 : 

引 理 17.1.2(R" 是 向 量 空间 ) 设 z,y,z 是 恨 " 中 的 向 量 , 并 设 c,d 是 实数 . 那 
么 有 

加 法 交换 律 : TXT 十 Y 二 Yy 十 工 ， 

加 法 结合 律 : (ZT 十 Yy) 十 z= 二 人 十 (Yy 十 之 )， 
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加 法 恒 等 性 : Zz 十 0 = 二 0 十 X=， 

加 法 逆 元 性 : TZ 十 (一 2X) = (一 2X) 十 ==0， 

数 乘 结合 律 : (cd)z = c (dz)， 

分 配 律 : c(T 十 y) 二 cr 十 cy， (c+d)z= crt+dz, 

数 乘 恒等式 : 17 = 7Z. 

证 明 见习 题 17.1.1. 莉 

定义 17.1.3( 转 置 (transpose)) 设 (zi)isisn = (zi…… ,zn) 为 n 维 行 向量 . 定 
义 它 的 转 置 (zi;)T<i;<， 为 


T1 

工 T . 
(zi)i<i<n = (Z1;…， , Tn) 有 : . 

Tn 


我 们 把 形 如 (zi)T<i<。 的 对 象 叫 作 n 维 列 向 量 . 

注 17.1.4 行 向 量 和 列 向 量 之 间 完 全 没有 功能 上 的 差别 (例如 , 加 法 和 标量 乘 
法 等 , 对 于 列 向 量 完全 可 类 似 行 向 量 那样 定义 ), 但 是 (相当 让 人 烦恼 ), 为 了 与 矩阵 
乘法 的 规定 相 协 调 , 我 们 需要 把 行 向 量 进行 转 置 , 关于 和 矩阵 的 乘法 我 们 下 面 会 看 到 . 
注意 , 我 们 把 行 向 量 和 列 向 量 看 作 是 属于 不 同 的 空间 的 元 素 , 所 以 , 譬如 说 , 我 们 不 
定义 行 向 量 与 列 向 量 的 和 , 即使 它们 有 同样 的 维 数 . 

定义 17.1.5( 标 准 基 行 向 量 ) 我 们 把 Rn" 中 的 n 个 特别 的 向 量 e1,… ,en 叫 
作 标 准 基 行 向 量 , 其 中 对 于 每 个 1 < j < n, e; 是 第 j 个 分 量 为 1, 其 他 分 量 为 0 的 
向 量 . 

例如 , 在 R3 中 , el = (1,0,0), ea = (0,1,0), es = (0,0,1)， 注意 , 如 果 z = 
(zj)isisn 是 有" 的 一 个 向 量 , 那么 


nn 
了 一 Tlel 十 .…' 十 Znen = > TjEj: 
I=1 


所 以 Rn 中 的 每 个 向 量 都 是 标准 基 向 量 e1,.… ,en 的 线性 组 合 . (记号 oe 的 


意思 是 明确 的 , 因为 向 量 加 法 运算 既是 交换 的 也 是 结合 的 ). 当然 ， 恰 如 每 个 行 向 量 
都 是 标准 基 行 向 量 的 线性 组 合 一 样 , 每 个 列 向 量 也 都 是 标准 基 列 向 量 的 线性 组 合 : 


rT = zlei 十 ‘+ znel > zjey. 


有 (许多 ) 不 同 构 作 Rn 的 基 的 方法 , 但 这 是 线性 代数 课程 的 论题 , 此 处 不 予 讨 
论 
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定义 17.1.6( 线 性 变换 ) ”从 欧 几 里 得 空间 R" 到 哆 几 里 得 空间 R™ 的 函数 T， 
如 果 满 足下 述 两 公理 , 就 叫 作 线性 变换 . 

(a) (加 性 ) 对 于 每 两 个 z,z' < R", 有 T(z 十 2 ) = 了 Tz 二 Tc/. 

(b) ( 齐 性 ) 对 于 每 个 ze 有" 和 每 个 ce R, 有 T(ez) = cTz. 

例 17.1.7 由 人 rz := 5z 定义 的 膨胀 算 子 :R33 一 R3 〈 即 它 把 每 个 向 量 z 
膨胀 5 倍 ) 是 线性 变换 , 因为 

对 于 一 切 z,z' e 及 3, 5(z 十 z/) = 5c 十 5z/; 

对 于 一 切 ze 有 3 和 一 切 ce R, 5(cz) = c(5z). 

例 17.1.8 R? 绕 原点 顺 时 针 旋 转 # 弧度 的 旋转 变换 好 : R? 一 R? (那么 
T2(1,0) = (0,1), 72(0, 1) = (一 1, 0), 等 等 ) 是 线性 变换 . 最 好 从 几何 而 不 从 分 析 上 来 
考察 此 变换 . 

例 17.1.9 由 3(z,y,z) = (z,y) 定义 的 投影 算 子 Ts : R3 一 R? 是 线性 变换 
(为 什么 ? ). 由 Ts(z,y) := (zx,y,0) 定义 的 嵌入 算 子 Ts : R? 一 R3 也 是 线性 变换 
(为 什么 ? ). 最 后 , 对 于 任意 n, 由 Ihz := z 定义 的 恒 等 算 子  : Rn 一 Rn 也 是 线 
性 变换 (为 什么 ? ). 

我 们 就 要 看 到 线性 变换 与 矩阵 之 间 的 联系 . 

定义 17.1.10 (和 矩阵) 形 如 


Qll QQ12 Qn 

Q21 422 U2n 
A= 

Qml QQm2 *** QQmn 


的 对 象 A 叫 作 m xm 矩阵, 简写 为 


A= (aij) 


1<i<rnilsJSsm 


当然 , n 维 行 向 量 是 1 x n 和 矩阵 , 而 n 维 列 向 量 是 n x 1 矩阵 . 


定义 17.1.11 (和 矩阵 乘积 ) 给 定 m x n 和 矩阵 4 和 n xp 和 矩阵 B, 定义 矩阵 乘 
积 4B 为 如 下 的 mm xz 矩阵 


n 
(ai) 1<i<mil<ji<n (ok) 1<j<nilkk<p 一 EE wb) 
j=1 


ligm;l<ksp 


当然 , 如 果 zT = (zi)i<isn 是 n 维 列 向 量 , 而 4 = (a WE jcn 是 mxzm 和 矩 
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阵 , 那么 Az 是 m 维 列 向 量 : 


n 
4zT 一 ( 》 wo] 
j=1 1&igm 


现在 来 把 矩阵 与 线性 变换 联系 起 来 . 设 4 是 m xm 矩阵 , 我 们 用 公式 


T 


(CAz)T := 4zTI. 


来 定义 变换 La: R"— R™. 
例 17.1.12 设 4 是 矩阵 


oe ( 1 2 3 | 
4 5 6 
而 z = (zl, zz,zs) 是 三 维 行 向 量 . 那么 L 4x 是 由 下 式 定义 的 二 维 行 向 量 


1 
12 3 
(CAz) 四 7Z1 十 272 十 3z3 
4 5 6 471 十 572 十 6z3 
3 


LA(T1, 72, T3) = (T1 + 272 + 3T3, 4T1 十 522 十 673). 
更 一 般 地 , 如 果 


即 


a1 Qa12 Qn 
Q21 Qa22 Q2n 

A 一 2 ? 
Qml Qm2 Grmn 


渤 
N 
a 


n 
LA(Tj)igijsn = (; | ， 
lgig<m 


j=1 
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对 于 任意 的 m x n 矩阵 4, 变换 LA 自动 地 是 线性 的 . 可 以 容易 地 验证 , 对 于 任意 


的 ” 维 行 向 量 z,y 和 任意 的 标量 c， 
La(T+Yy)=LAT+LAYy, LA(crT)= c(LAZ), 


(为 什么 ? ) 


358 第 17 章 多 元 微分 学 


或 许 令 人 惊奇 的 是 , 反 过 来 也 是 对 的 . 也 就 是 说 , 从 有" 到 Rm 的 每 个 线性 变 
换 都 是 由 一 个 m x n 和 矩阵 给 出 的 : 

引 理 17.1.13 设 T 了 : 民 "* 一 民 "m 是 线性 变换 , 那么 恰 存 在 一 个 m xn 矩阵 4， 
使 得 了 三 工 4. 

证 明 设 T:R" 一 Rm 是 线性 变换 . 设 el,:… ,en 是 R" 的 标准 基 行 向 量 . 那 
么 Tel,… ,Ten 是 Rm 中 的 向 量 . 对 于 每 个 1 < ; < n, 我 们 把 Te; 写成 坐标 形式 


Tej 一 (al … ,Amj) = (Qij)1<igm, 
即 , 定义 os 为 Te; 的 第 i 分 量 . 那么 对 于 任意 的 n 维 行 向 量 z = (z1,… ,zn), 有 
了 一 下 位 oj 
j=1 
由 于 了 是 线性 的 , 那么 
Tz = >》 T(zje;) = Dj ziT(e;) 
j=1 j=1 
2 (a)igigm = 》 (azj)ictkm = (Do) 
j=1 j 二 1 


j=1 


如 果 我 们 让 4 是 矩阵 


lI<i<m 


A= (Qi)1gigm;lgign, 


那么 上 述 向 量 就 是 Lax. 于 是 对 于 一 切 n 维 向 量 xz，Tx = Laz, 从 而 全 = 工 4. 
现在 我 们 证 明 A 是 唯一 的 , 即 不 存在 任何 与 4 不 同 的 矩阵 


bl1 bi2 bin 

b21  b22 bon 
B= 

brmi1 bm2 es Ori 


使 得 T= LB. 假设 不 然 , 那么 工 4 = LB. 当然 , 对 于 每 个 1 < j < n, Lae; = LBe;. 
但 从 LA 和 LB 的 定义 我 们 看 到 


LAe; = (Qij)igigm, 


LBe; = (bij)1gigm, 


于 是 对 于 每 个 1<i<m 和 1<j<n, aij= bi;, 于 是 A 和 B 相等. 加 


817.2 ”多 元 微分 学 中 的 导数 ”359 


注 17.1.14 引 理 17.1.13 建立 了 线性 变换 与 矩阵 之 间 的 一 一 对 应 , 这 也 是 拢 
阵 在 线性 代数 中 是 如 此 重要 的 一 个 基本 原因 . 那么 可 能 会 问 , 为 什么 我 们 不 只 是 处 
理 矩 阵 就 行 了 , 干吗 不 嫌 麻 烦 地 还 要 处 理 线 性 变换 呢 ? 理由 是 这 样 的 , 有 时 人 们 并 
不 想 在 标准 基 el,… ,en 上 工作 , 代 之 而 使 用 其 他 的 基 . 这 时 , 矩阵 与 线性 变换 之 间 
的 对 应 关系 就 要 改变 . 所 以 保持 线性 变换 的 概念 与 矩阵 的 概念 相 区 别 还 是 重要 的 . 
关于 此 种 有 点 微妙 的 事项 的 更 详细 的 讨论 可 在 任何 一 本 线性 代数 课本 中 找到 . 

注 17.1.15 当 工 = LA 时 , 也 把 4 叫 作 了 的 矩阵 表示 , 有 时 记 4 = [T]. 但 
我 们 避免 使 用 这 个 记号 . 

两 个 线性 变换 的 复合 仍 是 线性 变换 (习题 17.1.2). 下 面 的 引 理 表明 线性 变换 的 
复合 运算 对 应 于 矩阵 的 乘法 . 

引 理 17.1.16 设 和 A 是 mxn 矩阵 , 并 设 昌 是 nxp 引 阵 . 那么 


LaLpB = LAB. 


证 明 见习 题 17.1.3. 国 


习 题 17.1 


17.1.1 ”证 明 引 理 17.1.2. 

17.1.2 设 T:R” 一 RW 是 线性 变换 , 而 且 5S : R? 一 R” 是 线性 变换 . 证 明 : 由 TS(x) := 
T(S(z)) 定义 的 复合 TS : R? 一 RW 也 是 线性 变换 . (提示 : 细心 地 把 TS(z 十 y) 和 
TS(cz) 展开 , 适当 地 使 用 括号 . ) 

17.1.3 ”证 明 引 理 17.1.16. 

17.1.4 设 T: RR” 一 R” 是 线性 变换 . 证 明 存在 数 M > 0, 使 得 对 于 一 切 x € Rn， 
Tzl| < Mllzll. (提示 : 用 引 理 17.1.13 把 人 写成 矩阵 形式 , 然后 令 M 是 此 和 矩阵 的 
一 切 元 素 的 绝对 值 之 和 . 多 用 三 角形 不 等 式 , 它 比 估计 平方 根 之 类 的 数 要 容易 . ) 由 此 
断定 , 从 RR*” 到 民 ” 的 每 个 线性 变换 都 是 连续 的 . 
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复习 了 线性 代数 的 一 些 知识 之 后 , 我 们 现在 转向 本 章 的 主题 , 即 理解 从 欧 几 里 
得 空间 R" 到 欧 几 里 得 空间 R™ 的 函数 f : Rn" 一 Rm 的 微分 . 
例如 , 如 何 对 于 由 
f(T,Yy,2) = (TY,Yz, TZ, TYZ) 


定义 的 函数 f : Rs 一 R4 进行 微分 . 
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在 单 变量 微 积分 理论 中 , 设 有 函数 : RR, 其 中 已 是 及 的 一 个 子 集 , 而 点 
zo e 已 , 要 对 三 在 zo 处 微分 , 意思 是 求 导数 
ff) 一 flao) 


/ 村 一 一 
f (ro) : ZT0;TEE\{zo} T—ZXo 


可 能 会 想 在 多 变 元 情形 模仿 这 个 定义 , 此 时 f :一 R™, 其 中 巨 是 R" 的 子 集合 . 
但 这 时 我 们 遭遇 到 一 个 困难 : 量 f(x) - f(zo) 属于 Rm, 而 zx- zo 属于 及 ", 而 我 们 
不 知道 如 何 用 一 个 n 维 向 量 去 除 一 个 m 维 向 量 . 
为 解决 这 个 问题 , 我 们 先 重 写 (一 维 情形 的 ) 导数 的 概念 , 使 得 不 合 向 量 除法 
办 法 是 把 在 一 点 zo 处 可 微 看 作 是 断言 函数 f 在 zo 附近 是 “近似 线性 ”的 . 
. 引 理 17.2.1 设 妃 是 月 的 子 集 , 丰 : 互 一 及 是 函数 , To E 万 并 且 LE 恨 . 那么 
下 述 两 命题 是 等 价 的 . 
(a) f 在 zo 处 可 微 且 f'(z0) = 工 . 
(b) : [f(z) — (f(z0) + L(x 一 Zo))| 
rT0;TEE\{ro0} |z — zol 
证 了 明 见习 题 17.2.1. 加 
从 上 述 引 理 我 们 看 到 , 导数 f'(zo) 可 以 被 理解 为 数 工 , 它 使 得 当 x 趋 于 zo 时 ， 
即使 我 们 用 很 小 的 数 jz - zo > 0 去 除 量 |f(z) - (f(zo) 十 L(z 一 zo))j, 所 得 结果 依 
然 很 小 . 更 不 正式 地 说 , 导数 是 量 L, 它 使 得 有 近似 式 


f(z) — f(z0) ~ L(z — x0). 


这 好 像 与 通常 的 微分 概念 并 没有 多 大 差别 , 但 要 点 是 , 我 们 不 再 明确 地 用 xz 一 zo 
去 除 . (我 们 依然 用 lz -~ zo| 去除 , 但 这 是 可 行 的 . ) 当 我 们 转向 多 变 元 情形 f : 5 一 
Rm, 其 中 马 C Rn 时 , 应 该 仍然 使 导数 是 某 个 量 L, 它 使 得 f(x) 一 f(z0) ~ L(z 一 zx0). 
但 由 于 f(x) - f(zo) 现在 是 m 维 向 量 而 z - zo 是 n 维 向 量 , 再 也 不 能 指望 工 是 
一 个 标量 (scarlar), 我 们 要 求 工 是 一 个 线性 变换 . 精确 地 说 : 

定义 17.2.2( 可 微 性 ) 设 忆 是 R" 的 子 集合 , f :一 Rm 是 函数 , zo e 五 , 并 
设 工 : R"* 一 Rm 是 线性 变换 . 如 果 

f(z)— f(zo) — Lz— zo _ 
ZT— Po;PEE\{To} lz — zoll 
那么 就 说 f 在 zo 处 可 微 (differentiable), 具有 导数 (derivative) L. 这 里 zl| 是 z (以 
12 度量 测量 ) 的 长 度 : 


=0. 


1 
zt , Zn)|| = (z2 十 … 十 2)?. 


例 17.2.3 设 f:R? 一 R? 是 映射 f(z,y) := (z?,y7), 设 zo 是 点 zo := (1,2)， 
并 设 工 : R? 一 R? 是 映射 L(z,y) := (2z, 4y). 我 们 断言 f 在 点 zo 处 可 微 , 具有 导 
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数 工 . 要 证 明 此 事 , 我 们 计算 
lim f(z,y) (f(1,2)+ L((z,y) (1,2)))|| 
(z,9)—(1,2);(z,9)#(1,2) |(z, vy) — (1, 2)|| 
作 变 量 替换 (z,?y) = (1,2) + (a,5), 此 式 成 为 
es If(1+a,2+5)— (f(1,2)+L(a,b))l 
(a,b)—(0,0);(a,b)#(0,0) (a, ol | 
把 f 和 工 的 表达 式 代 进 去 , 这 就 成 为 
|((1 + a)?, (2 + 6)?) — (1,4) — (2a, 45)|| 
(a,b)—(0,0);(a,b)#(0,0) l(a, Dl ， 


它 化 简 为 
上 (ao2, 6°) 
(a,6)—(0,0);(a,b)#(0,0) (a, 6)|| 
我 们 使 用 挤 压 判别 法 . 表达 式 风光 让 显然 不 是 负 的 . 另 一 方面 , 根据 三 角形 不 等 
式 ,有 


上 (ob 的) le ON + (0, 0) = 0 +b, 
从 而 


2 .2 
lI(a®, 57)| < Varp. 
l(a, 2)|| 


由 于 当 (a,b) 一 0 时 Va 十 太一 0, 所 以 根据 挤 压 判别 法 , 上 述 极限 存在 并 等 于 0. 
于 是 f 在 zo 处 可 微 , 导数 为 厂 . 

你 已 看 到 , 由 定义 验证 函数 的 可 微 性 可 能 是 相当 宛 烦 的 事 . 后 面 我 们 将 找 出 验 
证 可 微 性 和 计算 导数 的 更 好 的 方法 . 

在 继续 进行 之 前 , 我 们 必须 证 明 一 个 基本 的 事实 , 那 就 是 一 个 函数 在 它 的 定义 
域 的 任何 内 点 处 , 最 多 可 以 有 一 个 导数 : 

引 理 17.2.4( 导 数 的 唯一 性 ) 设 马 是 有 R* 的 子 集合 了 : 轧 一 民 m 是 函数 ， 
zo EE 是 忆 的 内 点 , 并 设 Li:R" 一 Rm 和 Lo:R" 一 民 m 都 是 线性 变换 . 假设 了 
在 zo 处 可 微 , 有 导数 L1, 并 且 也 有 导数 L2, 那么 Ll = Ls. 

证 明 见习 题 17.2.2. 图 

根据 引 理 17.2.4, 我 们 现在 可 以 谈论 f 在 内 点 zo 处 的 导数 (the derivative), 并 
记 之 为 (zo0). 于 是 P(zo) 是 从 R" 到 Rm 的 满足 下 式 的 唯一 的 线性 变换 


je 0) feo) + f(r) zo) _ 


LP— D0;P Po lz — zoll 


0. 
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非 正 式 地 说 , 这 表示 导数 f(zo) 是 满足 下 式 的 线性 变换 
jz) — f(xo0) ~ f "(zo0)(z 一 zzo)， 


也 就 是 
f (2) ~ f(z0) + f(z0)(z — x0) 

(这 就 是 著名 的 Newton 近似 , 与 命题 10.1.7 比照 ). 

引 理 17.2.4 的 另 一 个 结果 是 , 如 果 你 知道 对 于 一 切 = e EE, f(z) = g(z), 并 且 
f,g 都 在 zo 处 可 微 , 那么 你 也 就 知道 当 zo 是 内 点 时 f(zZ0) = g'(zo0). 但 当 zo 不 
是 内 点 时 此 事 未 必 成 立 . 例如 , 当 EE 是 单 点 集 {zo} 时 , 只 知道 f(z0) = g(zo) 并 不 
蕴含 f(z0) = g'(zo). 我 们 不 考虑 这 种 边界 情形 , 而 只 计算 在 定义 域 的 内 点 处 的 导 
数 


有 时 我 们 也 把 f' 叫 作 7 的 全 导数 , 以 区 别 于 下 面 介绍 的 偏 导数 和 方向 导数 . 
全 导数 /也 与 下 一 节 介绍 的 导数 矩阵 Df 有 紧密 的 联系 . 


习 题 17.2 


17.2.1 证明 引 理 17.2.1. 

17.2.2 ”证 明 引 理 17.2.4. (提示 : 用 反 证 法 证 . 如 果 Li 地 L2, 那么 存在 向 量 v 使 Liv 尖 Dov， 
这 个 向 量 必定 不 是 零 向 量 (为 什么 ? ). 再 使 用 导数 的 定义 , 并 专门 用 于 z = zo 十 如 
的 情形 , 其 中 t 是 某 个 数 , 来 得 出 予 盾 . ) 


817.3 ” 偏 导 数 和 方向 导数 


我 们 现在 来 介绍 偏 导数 和 方向 导数 的 概念 , 并 将 它们 与 可 微 性 的 概念 联系 起 
来 . 
定义 17.3.1( 方 向 导数 ) 设 巨 是 R" 的 子 集合 , f :已 一 Rm 是 函数 , 设 zo 是 
互 的 内 点 . 并 设 v 是 及 " 中 的 非 零 向 量 . 如 果 极 限 
f(zo+tv) — f(zo) 
t 


t_,0;t>0,06+tvEB 
存在 , 则 说 / 在 zo 处 沿 方向 v 可 微 , 并 把 上 面 的 极限 记 作 Dwf(zo): 


Dwf (zx0) := , limo N+) -fleo). 
注 17.3.2 应 把 此 定义 与 定义 17.2.2 进行 比较 . 注意 , 我 们 是 用 一 个 标量 来 
除 而 不 是 用 向 量 来 除 , 所 以 这 个 定义 是 有 意义 的 , 而 Dwf(zo) 是 Rm 中 的 向 量 . 有 
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时 也 可 能 在 EB 的 边界 点 处 定义 方向 导数 , 当然 向 量 要 指向 “向 内 ”的 方向 (这 推广 
了 单 变 元 微分 学 中 的 左 导数 和 右 导 数 的 概念 ), 但 此 处 我 们 不 探讨 这 些 事情 . 
例 17.3.3 若 j: 及 一 及 是 函数 , 则 Dif(z) 与 了 在 zx 处 的 右 导数 (如 果 存 
在 的 话 ) 是 一 样 的 , 而 D_1f(z) 与 f 在 z 处 的 左 导数 (如 果 存 在 的 话 ) 是 一 样 的 . 
例 17.3.4 设 了:R? 一 R? 是 前 面 定义 过 的 函数 f(z,Yy) := (z2,72). 设 zo := 
(1,2), 2 := (3,4). 那么 


二 


t—0;t>0 t 
1 (1 十 6 十 9t2,4 十 16t 十 162) 一 (1)4) 
to0 t 


= lim (6+9t,16+16t) = (6,16). 
t—0;t>0 


方向 导数 与 全 导数 的 联系 如 下 : 
引 理 17.3.5 设 妃 是 下" 的 子 集合 , : 瑟 一 及 m 是 函数 , zo 是 己 的 内 点 , 并 
设 v 是 有 "中 的 非 零 向 量 . 如 果 了 在 zo 处 可 微 , 则 了 在 zo 处 沿 方 向 u 也 可 微 ， 
并 且 
(Duj(zo))7 = f (v0)vT. 


证 明 见习 题 17.3.1. 加 

注 17.3.6 此 引 理 的 一 个 结果 是 全 可 微 性 蕴含 方向 可 微 性 , 但 反 过 来 是 不 对 
的 , 见习 题 17.3.3. 

偏 导数 的 概念 是 与 方向 导数 的 概念 紧密 相关 的 . 

定义 17.3.7( 偏 导数 ) 设 马 是 R" 的 子 集合 , f :已 一 Rm 是 函数 , 设 zo 是 蕊 
的 内 点 , 并 设 1 < j < m. 那么 f 在 zo 处 关于 变 元 x; 的 偏 导数 记 作 这 (v0), 它 
的 定义 是 

直人) pe Pf feo + tes) le=0, 

当然 , 前 提 是 此 极限 存在 . (如 果 此 极限 不 存在 , 就 说 总 (wo) 不 存在 . ) 

非 正式 地 说 , 关于 变 元 zj 的 偏 导数 可 以 用 这 样 的 办 法 得 到 : 保持 除 z; 以 外 
的 各 变 元 固定 , 然后 把 函数 看 成 是 关于 zj 的 单 变 元 函数 ,而 求 其 导数 ， 注 意 ,如 
果 f 在 Rm 中 取 值 , 则 训 也 在 Rm 中 取 值 . 确实 , 如 果 我 们 用 分 量 的 形式 写 出 
f= (有 1,… , fm), 那么 容易 看 到 (为 什么 ? ) 


下 co0=( 缮 co…, 爱 o)， 


也 就 是 说 , 对 于 一 个 向 量 值 函数 求 导数 , 恰恰 就 是 分 别 对 于 每 个 分 量 求 导数 . 
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有 时 我 们 用 其 他 的 符号 代替 训 中 的 变 元 zx). 例如 , 当 我 们 处 理 函数 f(z,y) = 
(z2, 儿 ) 时 ,可 以 用 丸 代替 站 ,用 引 代替 剖 . (在 这 种 情况 下 , 如 (2,y) = (2z,0)， 
8 (e,y) = (0,2y)). 但 是 必须 注意 , 只 有 在 绝对 清楚 哪个 符号 代表 第 一 个 变 元 , 哪个 
符号 代表 第 二 个 变 元 .…… 时 , 才 可 以 重新 标 写 各 变 元 , 否则 很 可 能 引起 意外 的 浊 
清 . 例如 , 在 上 面 的 例 中 , 表达 式 对 (z,z) 恰恰 是 (2z,0), 但 是 很 可 能 误 算 为 


于 (cz) = (27,27) = (202,22); 


这 里 , 问题 在 于 符号 z 不 仅仅 表示 f 的 第 一 个 变 元 . ( 另 一 方面 时 f(z,z) 等 于 
(2z, 2z) 确实 成 立 , 所 以 全 微分 运算 寻 与 偏 微分 运算 她 不 是 一 回 事 . ) 

从 引 理 17.3.5 我 们 知道 , 如 果 函 数 f 在 一 点 mo 处 可 微 那么 在 zo 处 一 切 偏 
导数 关 都 存在 , 并 且 


Orj 


下 Ga) = jleo)ei 


六 有 如 第 证 二 (0 坟 j= > vje;, 那么 (由 于 f(zo) 是 线性 的 ) 


Dujf(zo) = f' (zo0) De = Dvif’ (ro)e;, 
7 一 1 


从 而 
Duflzo)= yw 过 (oo) 
j=1 3 


于 是 , 只 要 函数 在 zo 点 处 确实 可 微 , 就 可 以 把 方向 导数 通过 偏 导 数 表 达 出 来 . 

只 知道 在 点 zo 处 偏 导数 存在 , 还 不 能 断定 函数 在 此 点 可 微 (习题 17.3.3). 但 
是 , 如 果 知 道 偏 导数 不 仅 存 在 而 且 连 续 , 那么 我 们 确实 就 可 以 断定 可 微 性 , 这 是 根 
据 下 面 的 很 灵 的 定理 . 

定理 17.3.8 设 马 是 区? 的 子 集合 , :一 Rm 是 函数 ,下 是 己 的 子 集合 ， 
并 且 zo 是 下 的 内 点 . 如 果 在 已 上 一 切 偏 导数 让 都 存在 并 且 在 zo 处 连续 , 那么 
在 zo 处 可 微 , 而 且 线 性 变换 f'(zT0) : 下" 一 民 W 由 下 式 确 定 : 


/ Of 
三 (rzoj(uj)i<7<n 2 Bo (zx0). 


证 明 设 工 :Rn 一 及 mm 十 是 线性 变换 


Z(uj)i<jisn = 2 ,下 Go 
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我 们 必须 证 明 


i = Veo) + Le -ao 
T—To;TEE\{To} Iz zoll 


设 e > 0. 只 要 能 找到 半径 5 > 0, 使 得 对 于 一 切 = e B(zo,6) \ {zo} 有 
If(z) — fr) + Ls- zo) < 


|z — zoll 
就 可 以 了 . 等 价 地 , 我 们 希望 证 明 , 对 于 一 切 re B(xzo,5) \ {zo} 
f(z) — f(z0) — Lz — zo < ellz — zoll. 


由 于 zo 是 FF 的 内 点 , 所 以 存在 球 B(zo,7) 完全 包含 在 F 内 . 由 于 每 个 偏 
导数 让 都 在 F 上 存在 并 且 在 zo 处 连续 , 所 以 存在 0 < 6; < 7 使 得 对 于 一 切 
TE B(zo, 6;) 有 


=0. 


of of E 

Da 0 Bei (tco) Ce 

如 果 我 们 取 6 = min(51,… ,6n), 那么 对 任何 ze B(xo,6) 和 任何 1< jg<n, 有 
六 加- 总 (20) 


< < 
nm 
设 ze B(xo0,6). 写 z = zo 十 viel 十 … 十 Unen,; 其 中 v1,… ,vn 是 实数 . 注意 
lz 一 zol = 如 十 … 十 吕 ， 
从 而 对 于 一 切 1 < j < n，|vj| < ll - zol, 我 们 的 任务 是 证 明 


f(zo+viet+:.:+vnen) — f(x0) 一 2 站 (mo) | < ellz — zoll. 


把 f 写成 分 量 形 式 f = (及,…: , fm) (于 是 每 个 fi 是 从 已 到 及 的 函数 ). 根据 关于 
z1 的 中 值 定理 , 我 们 看 到 


Fi(zo 十 Viel) 一 户 (zo) = 5 ie1) V1, 
其 中 t; 是 介 于 0 和 wi 之 间 的 实数 . 但 是 
| a (zo 十 去 el) 一 天 Co <| 站 em +tie1) 一 入 Go < 和 
从 而 
Ji(zo 十 Viel) — fi(zo0)— (eo) < a 
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将 此 式 对 于 一 切 1 < i < m 相 加 (并 注意 , 根据 三 角形 不 等 式 , 有 | (ww 
| 十 … 十 |yml) 得 
fleot wey) -f(r0) — 2 (eo)ul < su. 
又 因为 lu < llz 一 zoll, 所 以 
leo tmed) -fe0) - (eol < Bele — zol, 

类 似 的 论证 给 出 

flo t er + ves) ~ f(ro + nes) — BL (eo)wll < ele — zoll 
继续 下 去 , 直到 
lf (zo+tvieit: ‘二 vnen) 一 了 (Zot+viel+: $ “tonen-1)— A (wo)vnl < = E |z2—zoll, 
把 这 个 不 等 式 加 起 来 并 使 用 三 角形 不 等 式 ||z + < zl + ol, 就 得 到 一 个 恢 套 
级 数 , 可 化 简 成 


| ~ 
||f (zo 十 V1e1 十 … 十 vnen) 一 jzo) 一 2 (wo)wl <E Iz = zoll. 图 
j=1 “7 


从 定理 17.3.8 和 引 理 17.3.5 我 们 看 到 , 如 果 函 数 f : EB 一 Rm 在 EE 的 某 子 集 
合 上 有 连续 的 偏 导 数 , 那么 在 下 的 每 个 内 点 zo 处 , 一 切 方向 导数 都 存在 , 并 且 
有 公式 
D(v,... wn) f (20) = Di oh 


在 m = 1 的 特殊 情形 , 车 :EE 一 民 是 实 值 冰雪 我 们 定义 了 在 zo 处 的 梯 

度 Vf(zo) = (如 (z0),… , 谢 :(z0)), 它 是 nn 维 行 向 量 . 那么 只 要 zo 是 定义 域 的 

内 点 , 而 且 在 zo 附近 偏 导数 都 存在 并 且 在 zo 处 连续 ", 我 们 就 有 熟知 的 公式 
Duj(zo) = v. Vf(zo). 


更 一 般 地 , 如 果 f : EE 一 Rm 是 在 Rm 中 取 值 的 函数 ,具有 分 量 形式 f = 
( 户 …… ,fm), 而 zo 是 户 的 内 点 ,在 zo 的 一 个 邻 域 中 Ff 的 偏 导数 都 存在 并 且 连 续 ， 
那么 根据 定理 17.3.8, 有 9 


j 太 (zo)(w)isjkn = Dv; SL (0) = (2 站 (wo) ) 
j=1 < 


这 时 Vf(zo) 就 是 f'(z0). 一 一 译 者 注 
@ 按 定 理 17.3.8, f'(zo) 看 作 线 性 变换 ,下 面 的 式 子 不 理解 为 矩阵 乘法 . 一 一 译 者 注 


l<igm 
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我 们 可 以 把 此 式 重 写 为 
了 Drteo)(uj)i<ji<n， 
其 中 Df(zo)( 就 是 f'(z0)) 是 m x n 矩阵 


~ /of 
Df(z0): = (Be0), nce, 


[7 … 
fm (po0) …. $e (wo) 


Drl 


于 是 我 们 有 
(Dvf(20))™ = (f'(z0)v)" = Df(zo)vT. 


和 矩阵 Df(zo) 也 叫 作 f 在 zo 处 的 导数 矩阵 或 微分 矩阵 , 它 紧密 联系 于 全 导数 
j(zo). 也 可 以 把 DF 写成 


Dr(eo) = (( 芝 co) (站 9) ) 


即 , Df(zo) 的 每 一 列 是 f 的 一 个 表示 成 列 向 量 的 偏 导数 , 或 者 也 可 以 写 


Vfi(zo) 
Df(zo0) = : 
VjJm(zo) 


即 , Df(zo) 的 行 是 f 的 各 分 量 的 梯度 . 当然 , 如 果 f 是 标量 值 函 数 ( 即 m = 1), 则 
Df 与 Vf 为 同 物 . 
例 17.3.9 设 f:R? 一 R? 是 函数 f(z,y) = (z2 + zy, y2). 那么 


0 0 
-ty 0), B= (2) 


由 于 这 些 偏 导 数 都 在 R? 上 连续 , 我 们 看 到 f 在 整个 R? 上 可 微 , 而 且 


Df(zx,y) = ( a - 有 


于 是 , 作为 例子 , 沿 (v,w) 方向 的 方向 导数 是 


D'(vw)f lz, y) = ((27 七 y)v + Zw， 2yw). 


@ jeo)u 中 的 (zo) 看 作 线 性 变换 , 而 不 看 作 和 矩阵 . 一 一 译 者 注 
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习 题 17.3 


17.3.1 ”证 明 引 理 17.3.5. (这 与 习题 17.1.3 类 似 ). 

17:3.2 ” 设 巨 是 R" 的 子 集合 , f :一 RR 是 函数 ,zo 是 马 的 内 点 ,1 < j < n. 证 明 站 (zo) 
存在 的 充分 必要 条 件 是 DD。 f(zo) 和 DD_。 f(zo) 存在 并 且 相 反 ( 即 D。 f(zo0) = 
一 忆 -。jjf(zo)), 而 此 时 站 (zo) = De, f(x0). 

17.3.3 设 f:R? 一 民 是 函数 , 如 下 定义 


_{ a A(z,y) # (0,0), 
I { 0，” 当 (z,y) = (0,0). 
证 明 : 尽管 f 在 (0,0) 处 沿 每 个 方向 v € R? (v 关 0) 都 是 可 微 的 , 它 在 (0, 0) 处 却 不 
是 可 微 的 . 解释 为 何 此 事 与 定 理 17.3.8 并 不 矛盾 . 
17.3.4 设 让 :了 "一 玉 m 是 可 微 函数 , 而 且 对 于 一 切 ze R", f'(z) = 0. 证 明 f 是 常数 .( 提 
示 : 可 以 使 用 单 变 元 函数 的 中 值 定理 或 微 积分 基本 定理 , 但 要 记 住 , 不 存在 这 些 定理 对 
于 多 元 函数 的 直接 类 比 . 我 不 建议 从 定义 开始 .) 作为 一 个 更 酷 的 挑战 , 把 定义 域 R" 
换 为 R* 的 开 的 连通 子 集合 0. 
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现在 我 们 来 叙述 多 元 微分 链 法 则 . 回忆 一 下 , 如 果 站 :X 一 Y, 9g: 了 一 2 是 两 
个 函数 , 那么 复合 go f :X 一 2 的 定义 是 


gojfz) :=g(f(z))， z € X. 


定理 17.4.1( 多 元 微分 链 法 则 ) 设 妃 是 下" 的 子 集合 , 是 民 m 的 子 集合 . 设 
fj :一 了 是 函数 ,g :下 一 RR? 是 另 一 个 函数 . 设 To 是 马 的 内 点 . 假设 三 在 点 z0 
处 可 微 , 并 且 f(zo0) 是 五 的 内 点 . 还 假设 g 在 点 f(z0) 处 可 微 . 那么 gof :EE 一 R? 
也 在 zo 处 可 微 , 并 且 有 公式 


(go j) (ro) = 9 (f(z0))f (zo). 


证 明 见习 题 17.4.3. 图 

应 该 把 这 个 定理 与 单 变 元 的 链 法 则 (定理 10.1.15) 进行 比较 , 确实 可 以 容易 地 
把 单 变 元 法 则 归结 为 多 变 元 法 则 的 一 个 结果 . 

直观 上 , 可 以 如 下 来 想象 多 元 链 法 则 . 让 zx 接近 zo, 那么 Newton 近似 断言 


f(z) — f(zo0) = (co)(z — ro), 
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从 而 f(z) 接近 f(zo). 由 于 9 在 f(zo) 处 可 微 , 再 次 根据 Newton 近似 , 得 
g(f(z)) — g(f(20)) ~ g' (fro)) (F(z) — f(z0)). 

把 两 式 合 起 来 就 得 到 
go f(z)— go f(zo) ~ g (f(z0))f (zo)(z — zo), 


这 就 给 出 (go f)'(z0) = g'(f(zo))f'(zo0). 但 是 , 这 个 论述 是 非常 不 精确 的 ， 要 使 这 
个 论证 成 为 精确 的 证 明 , 必须 严格 地 进行 极限 操作 , 见习 题 17.4.3. 
作为 链 法 则 和 引 理 17.1.16( 及 引 理 17.1.13) 的 推论 , 我 们 看 到 


Dlgo f)(z0) = Dg(f (20)): Df(zo), 


即 , 可 以 把 链 法 则 用 矩阵 和 矩阵 乘法 的 语言 写 出 来 , 取代 线性 变换 和 复合 变换 的 语 
言 . 
例 17.4.2 设 夏 :Rn 一 及 ,9:R" 一 及 都 是 可 微 函 数 . 我 们 定义 

hz) := (f(z), 9(z)) 
来 构成 一 个 联合 的 函数 h : R" 一 及 2. 现在 设  : R2 一 及 是 乘法 函数 k(a,b) := ab. 
注意 到 

_/ Vf(zo) 
Dh(zxo) = ( Vg(zo) ) 


而 且 
Dk(a,b) = (b, a) 


(为 什么 ? ). 根据 链 法 则 , 有 


D(k oh)(zo) 


(gz0), f( »( 全 | 


= 9g(zo)jVjJ(zo) + f(zo)Vg(zo). 


然而 koh = fg( 为 什么 ? ), 而 且 D(fg) = V(f9). 于 是 我 们 证 明了 乘积 法 则 


V(f9) = gVf + fVy. 
类 似 的 论述 给 出 和 法 则 


V(f +9g)= Vf+ Vy, 
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差 法 则 

V(f -9g)=Vf 一 V9， 
还 有 商法 则 (习题 17.4.4). 你 可 以 看 到 , 多 元 链 法 则 是 相当 强 有 力 的 , 可 以 用 来 归 
结 出 微分 学 的 许多 其 他 的 法 则 . 

我 们 再 写 一 个 链 法 则 的 有 用 的 结果 . 设 T : Rn 一 Rm 是 线性 变换 . 从 习题 
17.4.1 我 们 看 到 工 在 每 点 都 是 连续 可 微 的 , 实际 上 对 于 每 个 x, T'(z) = T. (这 个 
等 式 可 能 看 上 去 有 点 奇怪 , 但 如 果 把 它 写成 千 (Tz) = 了 的 形式 , 也 许 就 比较 容易 
消化 了 .) 于 是 , 对 于 任意 的 可 微 函数 f : E 一 R", Tf : EB 一 Rm 还 是 可 微 的 , 从 而 
根据 链 法 则 

(Tf)'(z0) =T(F(zo)). 
这 是 对 于 常数 c 的 单 变 元 法 则 (cj)' = c(f') 的 推广 . 

链 法 则 的 另 一 个 非常 有 用 的 特殊 情形 如 下 . 

设 f : Rn 一 R™ 是 可 微 函 数 , 而 zj : R 一 及 对 于 每 个 7 = 1,… ,n 都 是 可 微 
函数 , 那么 


号 F(e 的 ya 的) 一 六 才 的 过 (的 ya 的) 
j=1 7 
(为 什么 这 是 链 法 则 的 一 个 特殊 情形 ? ) 


习 题 17.4 


17.4.1 设 了 :Rn 一 了 Rm 是 线性 变换 . 证 明 了 在 每 点 都 是 连续 可 微 的 , 而 且 事 实 上 对 于 每 个 
Zz, T'(Z) = T. DT 是 什么 ? 

17.4.2 ” 设 马 是 了 R" 的 子 集合 . 证 明 : 如 果 f: 巨 一 RW 在 巨 的 内 点 zo 处 可 微 , 那么 在 
zo 处 连续 . (提示 : 使 用 习题 17.1.4.) 

17.4.3 ”证 明定 理 17.4.1. (提示 : 也 许 你 要 复习 一 下 原始 的 单 变 元 链 法 则 (定理 10.1.5) 的 证 
明 . 最 简单 易 行 的 办 法 是 使 用 极限 的 序列 式 的 定义 . ( 见 命题 14.1.5(b), 并 使 用 习题 
17.1.4.) 

17.4.4 ， 令 述 并 证 明 多 元 函数 的 某 种 形式 的 商法 则 (这 里 的 多 元 函数 指 形 如 f : 一 民 的 函 
数 , 其 中 已 是 R” 的 子 集合 ). 也 就 是 说 , 叙述 一 个 法 则 , 它 对 于 商 { 给 出 一 个 公式 ， 
把 你 的 答案 与 定理 10.1.3(h) 进行 比较 . 把 你 的 全 部 假定 条 件 说 清楚 . 

17.4.5 设 台 :区 一 R3 是 可 微 函数 , 并 设 r : 及 一 及 是 函数 r(b) := |]| 避 ()|, 其 中 中 丰 || 表 
示 丈 依 通常 的 1? 度量 测量 的 长 度 . 设 to 是 实数 . 证 明 : 如 果 r(to) 关 0, 那么 > 在 
to 处 可 微 , 并 且 

r'(to) = —— (to): T(to). 


二 ) 
(提示 : 使 用 定理 17.4.1.) 
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现在 我 们 来 研究 当 微 分 函数 两 次 时 会 发 生 什么 . 

定义 17.5.1( 二 次 连续 可 微 ) 设 马 是 Rr 的 开 子 集 , 并 设 f : ;Rm 是 函 
数 . 如 果 偏 导数 让，……, 丸 都 在 BE 上 存在 并 且 连 续 , 就 说 f 是 连续 可 微 的 . 如 
果 f 是 连续 可 微 的 而 且 偏 导数 2 让 ，… ,BE 本 身 也 都 是 连续 可 微 的 , 就 说 f 是 二 
次 连续 可 微 的 . 

注 17.5.2 连续 可 微 函数 也 叫 作 C1 函数 , 二 次 连续 可 微 函 数 也 叫 作 C2 函数 . 
也 可 以 定义 C3,C4 等 . 但 此 处 我 们 不 做 此 事 . 

例 17.5.3 设 1 : R? 一 R? 是 函数 f(z,y) = (z2 + zy, 如 )， 那么 ,由 于 
就 (z,y) = (2z +y,0), 如 (z,y) = (z, 2y) 都 在 R? 上 连续 , 所 以 f 是 连续 可 微 
的 .由 于 二 重 偏 导数 尹 名 (xz,y) = (2,0), 名 影 (z,y) = (1,0)， 访 纵 (2,y) = (0,2), 
名 于 (z,g) = (1,0) 都 在 R? 上 连续 , 所 以 f 还 是 二 次 连续 可 微 的 . 

在 上 例 中 哟 履 与 切 癌 是 一 样 的 . 这 事实 上 是 一 个 普遍 现象 : 

定理 17.5.4(Clairaut 定理 ) 设 媚 是 及 "的 开 子 集合 , 并 设 了 :已 人 月 是 五 
上 的 二 次 连续 可 微 函 数 . 那么 对 于 一 切 wo EB 和 1 <i,j<n 

a of 0 of 
Be 和 Ox; OT; Bz; (T°)- 

证 明 当 i=j 时 , 结论 是 平庸 的 , 所 以 我 们 假定 i 关 j. 我 们 将 对 zo = 0 证 明 
定理 , 一 般 情况 是 类 似 的 . (实际 上 , 一 旦 对 于 wo = 0 证 明了 Clairaut 定理 , 对 于 一 
般 的 zo oe f(z 十 0) 而 立即 得 到 结论 .) 


设 a 是 数 a := 奴 吕 (0), 而 a’ 代表 o := 起 如 (0)， 我们 的 任务 是 证 明 
设 e > 0. 由 于 f 的 二 重 导数 连续 , 可 以 找到 5 > 0 使 得 当 |z| < 26 时 ， 
站 让 四 -中 <s 
牙 站 加- <e 
现在 考虑 量 


X:= f(be+6e;)— (bei) - f(se;) — f(0). 
由 关于 变 元 zi 的 微 积分 基本 定理 , 有 


6 
(6ei 十 0ej) 一 f(6e;) = 站 ie 十 be;)dzi, 
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5 
Ha-JO= 人 eied)ae 
从 而 
不 二 (起 - (Ties 十 bei) 一 2 (ce dzi. 
而 根据 中 值 定理 , 对 于 每 个 zi e [0,5], 都 存在 某 0 < z; 和 6 使 得 


0 of 
二 Sf (m6, 二 6e;) > 区 (ie 三 Or: (Zies + zjej), 


于 是 
e6. 


(ee + 6e;) = (rie) 一 ga 入 
根据 此 估计 式 , 从 0 到 5 求 积分 就 得 到 
| 天 一 52a| < e672. 
调换 i 与 7 的 位 置 作 同 样 的 论证 (注意 X 关于 i 和 ; 是 对 称 的 ), 就 得 到 


IX -62a < <62. 


于 是 由 三 角形 不 等 式 , 得 
|62a — 62a'| < 2<62， 
从 而 
la—a’'l < 2e. 


由 于 此 式 对 于 一 切 e > 0 成 立 , 而 a 和 a’ 是 与 s 无关 的 , 所 以 必 有 a = a. 
应 该 注意 ， 如 果 我 们 不 假定 二 重 导数 是 连续 的 ， 则 Clairaut 定理 不 成 立 ; 见 
题 17.5.1. 


Eh 题 17.5 
17.5.1 设 f:R? 一 民 是 函数 


a, (zr,y) # (0,0) 
0, 当 (z,y) = (0, 0). 


证 明 : f 是 连续 可 微 的 , 而 且 名 路 和 好 名 存在 , 但 是 


0 of 0 人 
六 本 '0) 关 到 本 0). 


解释 为 什么 这 并 不 与 Clairaut 定理 相 矛 盾 . 


f(z,Y) := | 
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在 转向 下 一 个 议题 一 一 即 反 函数 定理 之 前 , 我 们 需要 建立 完备 度量 空间 理论 
中 的 一 个 有 用 的 事实 , 即 压 缩 映 射 定 理 . 

定义 17.6.1( 压 缩 ) 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 f : X 一 X 是 映射 . 如 果 对 于 
一 切 zx,y e 了 有 d(f(z), f(y)) < d(z,y), 就 称 f 是 压缩 (contraction)， 如 果 存 在 常 
数 c, 0 < c < 1, 使 得 对 于 一 切 zx,y EX 


d(f(z), f(y)) < cd(z,y), 


就 称 f 是 严格 压缩 , 称 c 为 f 的 压缩 常数 (contraction constant). 

例 17.6.2 由 f(z) :=z+l 定义 的 映射 f:R 一 民 是 压缩 , 但 不 是 严格 压缩 . 
由 f(z) := 肝 定义 的 映射 了 : R 一 民 是 严格 压缩 ,由 f(z) := z 一 zx? 定义 的 映射 
fj :及 一 及 也 是 压缩 , 但 也 不 是 严格 压缩 . (为 证 实 这 些 命题 , 见习 题 17.6.5.) 

定义 17.6.3 (不 动 点 ) 设 了 :和 X 一 X 是 映射 ,并且 ze X. 如 果 f(z) = 7, 就 
说 zx 是 的 不 动 点 . 

压缩 不 必 有 不 动 点 . 例如 由 f(z) = z+1 定义 的 映射 了 :到 一 及 就 没有 不 动 
点 . 但 是 , 严格 压缩 总 有 不 动 点 , 至 少 当 X 完备 时 如 此 . 

定理 17.6.4( 压 缩 映 射 定 理 ) 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 让 :和 一 天 是 严格 
压缩 . 那么 f 最 多 只 能 有 一 个 不 动 点 . 还 有 , 如 果 还 假定 X 不 是 空 的 并 且 是 完备 
的 , 那么 厂 恰 有 一 个 不 动 点 . 

证 明 见习 题 17.6.7. 男 

注 17.6.5 压缩 映射 定理 是 不 动 点 定理 的 一 个 例子 ， 所 谓 不 动 点 定理 , 就 是 
在 一 定 条 件 下 , 保证 一 个 映射 有 不 动 点 的 定理 . 有 一 系列 有 用 的 不 动 点 定理 . 有 
一 个 叫 作 毛 球 定理 ?的 有 趣 的 不 动 点 定理 说 , 任何 从 球面 52 := {(z,y,z) € R3 : 
z2 十 欠 十 和 2=1} 到 自身 的 连续 映射 f: 5S? 一 5? 必 有 一 个 不 动 点 或 一 个 反 不 动 点 
(anti-fixed point)( 就 是 使 f(z) = -z 的 点 ze 5?). 此 定理 的 证 明 可 在 任何 拓扑 课 
本 中 找到 , 但 超出 本 书 的 范围 . 

我 们 将 给 出 压缩 映射 定理 的 一 个 结果 , 它 在 证 明 反 函数 定理 时 起 重要 作用 . 这 
个 结果 基本 上 是 说 , 如 果 球 上 的 一 个 映射 只 是 对 于 恒 等 映射 的 “小 小 的 ”扰动 , 那 
么 它 依 然 是 一 对 一 的 , 并 且 在 球 的 内 部 不 会 留 下 任何 洞 . 

引 理 17.6.6 设 B(0,7) 是 及 ”中 的 球 , 中 心 是 原点 , 半径 是 7. 设 g:B(0,7) 一 


@ 毛 球 定理 (Hairy Ball Theorem): 设 球面 S2 上 长 满 头发 , 用 梳子 连续 地 梳理 , 总 有 一 根 头 发 依然 直 
立 , 定理 由 此 得 名 . 一 一 译 者 注 
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民 * 是 映射 , 使 得 g(0) = 0 并 且 对 于 一 切 zx,y € B(0,7) 
le(e) -gs se ~ all 
(这 里 ||z 代表 民 ” 中 的 zw 的 长 度 ), 那么 
f(7) := £ + g(z) 
定义 的 函数 f : B(0,7) 一 R” 是 一 对 一 的 ， 并且 此 映射 的 象 f(B(0,7)) 包含 球 
| 先 证 f 是 一 对 一 的 . 假设 有 两 个 不 同 的 点 z,y e B(0,7) 使 得 f(x) = 
f(y), 那么 将 有 zx 十 g(z) = y+g(y), 从 而 


lg(z) — g(W)|| = Iz — yl. 


此 事 与 我 们 的 假设 lg(z) - g(y) < 志 z - yll 相 容 的 唯一 可 能 是 lz -yll = 0, 即 
z 二 y. 这 是 一 个 矛盾 . 所 以 f 是 一 对 一 的 . 

现在 证 明 f(B(0,7)) 包含 B(0,5). 设 y 是 B(0,5) 的 任意 一 点 . 我 们 的 目标 
是 找 一 个 点 re B(0,7), 使 得 f(z) = y, 也 就 是 z = y -g(x). 于 是 问题 转化 为 找 
映射 z 五 y 一 g(z) 的 不 动 点 . 

令 下 :B(0,r) 一 了 (0,r) 是 函数 P(z) := y 一 g(z). 注意 , 当 ce B(0,7) 时 ， 


Po < llyll + lel) < 37 + lo(s) —g(O < 3r + lol < 
所 以 下 确实 把 B(0,7) 映 入 B(0,7). 还 有 , 对 于 任意 的 z,z' e B(0,7), 有 
IF(e) - F(z = le(e) — g(e) < 下 lz — ol, 
所 以 到 根据 压缩 映射 定理 *, FP 有 不 动 点 , 即 存在 = 使 得 = 二 4- ‘9) 
这 意味 着 f(z) = 
习 题 17.6 


17.6.1 设 f: [a,48] 一 民 是 单 变 元 可 微 函 数 , 对 于 一 切 z € [a,b] 满足 |f'(z)| < 1. 证 明 
f 是 压缩 2，( 提 示 : 使 用 中 值 定理 (推论 10.2.9).) 证 明 : 如 果 附 加 条 件 , 对 于 一 切 
z € [a, 如 ，|f'(z)| < 1 那么 f 是 严格 压缩 。 

17.6.2 ”证 明 : 如 果 了: [a,5b] 一 恨 是 可 微 的 并 且 是 压缩 , 那么 对 于 一 切 ze [a,0], |f'(z)| <1. 


Q@ 使 用 这 个 定理 的 一 个 条 件 是 : 空间 是 完备 的 ,所 以 应 在 闭 球 上 讨论 . 一 一 译 者 注 
@ 这 里 说 的 压缩 不 要 求 定义 域 和 值 域 一 致 . 一 一 译 者 注 
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17.6.3 ” 举 一 个 函数 的 例子 f : [ae 中 一 R, 使 f 连续 可 微 并 且 是 严格 压缩 , 但 至 少 有 一 个 
Zz € [a,b|] 使 得 |f'(z)|=1. 

17.6.4 ” 举 一 个 函数 的 例子 f : [a, 一 下 使 f 是 严格 压缩 , 但 至 少 在 [o, 刀 中 的 一 个 点 z 处 
不 可 微 . 

17.6.5 ”验证 例 17.6.2 中 的 结论 . 

17.6.6 ”证 明度 量 空 间 X 上 的 每 个 压缩 都 必定 是 连续 的 . 

17.6.7 ”证 明定 理 17.6.4.， [提示 : 用 反 证 法 证 明 最 多 有 一 个 不 动 点 . 为 证 至 少 有 一 个 不 动 点 ， 
任 取 zo e X 并 递归 地 定义 zi = f(z0)，z2 = f(z1)，Z3 = f(x2), 等 等 . 归纳 地 证 明 
d(zn+lzn) 和 c"d(z1, XT0), 然后 (使 用 几何 级 数 公 式 ( 引 理 7.3.3)) 断定 序列 (zn)%%o 
是 Cauchy 序列 . 最 后 证 明 此 序列 的 极限 是 f 的 不 动 点 .] 

17.6.8 ” 设 (X,d) 是 完备 的 度量 空间 , 并 设 f :和 X 一 X, 9:X 一 X 都 是 X 上 的 严格 压缩 ， 
压缩 常数 分 别 为 c 和 c'. 从 定理 17.6.4 知 , f 有 某 不 动 点 zo, 9 有 某 不 动 点 yo. 假设 
有 一 个 s > 0 使 得 对 于 一 切 x E X, d(jF(z),g(z)) < < (也 就 是 说 f 和 g 依 一 致 度 
量 相距 不 超过 <E). 证 明 d(zo,yo) < dae 于 是 , 相近 的 压缩 有 相近 的 不 动 点 . 
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我 们 回想 一 下 单 变 元 反 函 数 定理 (定理 10.4.2), 它 断 言 : 如 果 站: 月 一 肥 是 可 
逆 的 , 可 微 的 , 并 且 f'(z0) 关 0, 那么 f-! 在 he 处 可 微 , 并 且 


(三 ) (f(z20)) = yy 


事实 上 , 即使 f 不 是 可 逆 的 , 只 要 我 们 知道 f 是 连续 可 微 的 , 也 还 是 可 以 说 点 
什么 . 如 果 f(z0) 关 0, 那么 j(zo) 必定 要 么 是 正 的 要 么 是 负 的 , 由 于 我 们 知道 y 
是 连续 的 , 那么 对 于 zo 附近 的 z, f'(z) 必 与 f(z0) 有 同样 的 符号 . 那么 , f 必 在 
zo 附近 是 严格 单调 的 . 于 是 , 只 要 我 们 把 f 的 定义 域 限制 在 zo 附近 , 相应 的 值 域 
限制 在 f(zo) 附近 , 太 就 成 为 可 逆 的 . (描述 此 事 的 技术 术语 是 f 在 zo 附近 局 部 可 
逆 .) 

对 于 f 连续 可 微 的 要 求 是 重要 的 , 见习 题 17.7.1. 

类 似 的 定理 对 于 从 欧 几 里 得 空间 R" 到 自身 的 函数 f : Ra 一 R" 也 成 立 . 但 是 
f'(zo0) 去 0 的 条 件 必须 换 成 稍 许 不 同 的 形式 , 即 f'(zo) 可 道 . 我 们 首先 证 明 , 线性 
变换 的 逆 变 换 仍 是 线性 变换 : 

引 理 17.7.1 设 人 : R* 一 Rm 是 可 北 线 性 变换 . 那么 逆 变 换 了 -1 : R" 一 RR" 
也 是 线性 的 . 

证 明 见习 题 17.7.2. 加 

现在 我 们 可 以 证 明 一 个 重要 的 有 用 的 定理 , 完全 有 理由 说 , 它 是 多 元 微分 学 中 
最 重要 的 定理 之 一 . 
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定理 17.7.2( 反 函数 定理 ) 设 轧 是 有 R" 的 开 集合 , 并 设 T: 马 一 RR" 是 在 E 上 
连续 可 微 的 函数 . 假设 zo E 忆 使 得 线性 变换 f(z0) : RR"* 一 区" 是 可 逆 的 , 那么 存 
在 含有 Zo 的 开 集 UE 忆 以 及 含有 f(zo) 的 开 集 V ER", 使 得 f 是 从 UU 到 VV 的 
双 射 . 而 且 逆 映射 f-1:V 一 U 在 点 flzo) 处 可 微 , 而 且 


(ff(zeo)) = (Flzo))! 
证 明 首先 注意 到 , 一 旦 知道 逆 映 射 f-:! 是 可 微 的 , 那么 公式 
(FF(zo)) = (Ptzo))-: 
就 是 自动 成 立 的 . 这 可 以 从 U 上 的 恒 等 映 射 
I=f-lof 


出 发 而 得 到 , 其 中 工 : Rn" 一 R* 是 恒 等 映 射 Tz := z, 由 此 式微 分 两 边 , 在 zo 处 使 
用 链 法 则 , 就 得 到 
T(zo) = (f7°) (f(z0))f’ (vo). 


由 于 7(zo) = 7, 我 们 就 得 到 (f-1)'(f(z0)) = (f'(z0))-1. 

注意 , 这 个 论述 表明 , 如 果 f'(zo) 不 是 可 逆 的 , 那么 就 没 法 存在 在 f(zo) 处 可 
微 的 逆 映 射 f-1. | 

接 下 来 , 我 们 注意 到 只 要 对 于 f(xo) = 0 的 情形 证 明定 理 就 够 了 , 一 般 情 形 可 
从 代替 f 而 考虑 f(z) := f(z) - f(zo) 得 出 (注意 Y 将 必须 平移 f(z0))， 注 意 
f-1(y) = 广 !(y + f(z0))( 为 什么 ? ). 因此 我 们 将 永远 假设 ftzo) = 0. 

类 似 地 , 我 们 还 可 以 假定 zo = 0. 一 般 情形 可 从 代替 f 而 考虑 函数 f(z) := 
jf(z + zo) 而 得 出 (注意 已 和 U 将 必须 平移 zo). 注意 广 !(y) = 广 :(y) + zo( 为 什 
么 ? ). 因此 我 们 将 永远 假定 zo = 0. 

于 是 我 们 现在 有 f(0) = 0 以 及 f'(0) 是 可 道 的 . 

最 后 , 我 们 可 以 假定 f'(0) = 了 其 中 本: Rn 一 Rn 是 恒 等 变换 Jo = x. 一 般 
情形 可 代替 以 f(z) := (f'(0))-!f(zx) 而 用 已 得 结果 推出 . 注意 , 根据 引 理 17.7.1， 
(f'(0))-! 是 线性 变换 . 当然 , 我 们 注意 到 f(0) = 0 以 及 


f°(0) = 7"(0)-1f'(0) =1, 


所 以 , 根据 特殊 情形 的 反 函 数 定理 知 , 存在 一 个 含 原点 的 开 集 z 以 及 含 原点 的 开 
集 V', 使 得 了 是 从 z 到 V' 的 双 射 , 而 且 产 ! : V' _， UV' 在 0 处 可 微 , 导数 为 了 
但 我 们 有 f(z) = f'(0)f(z), 于 是 f 是 从 UV' 到 fr'(0)(V') 的 双 射 (注意 f'(0) 也 是 
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双 射 ). 由 于 了 (0) 和 它 的 逆 都 是 连续 的 , 所 以 f'(0)(V') 是 开 集 , 并 且 它 肯定 含有 0. 
现在 考虑 反 函 数 f-1 : f(0)(V') 一 U', 由 于 f(x) = f'(0)f(z), 我 们 看 到 


f-1(y) = 1(F(0) 1y), ye fF(O)V') 


(为 什么 ? 使 用 了 是 从 UV' 到 V' 的 双 射 这 一 事实 ). 当然 , 我 们 看 到 f-! 在 0 处 可 微 . 
于 是 , 现在 我 们 所 要 做 的 一 切 就 是 对 特殊 情形 zo = 0，f(z0) = 0 以 及 f'(0) = 
I 来 证 明 反 函数 定理 . 
设 9g :五 一 有 Rn" 是 函数 g(z) = f(z) 一 Zz. 那么 g(0) = 0，g'(0) = 0. 当然 , 对 于 
了 一 1 ,Nn, 
B20) 三 有 
由 于 9 是 连续 可 微 的 , 所 以 存在 B 中 的 球 B(0,r) 使 得 


Og 1 
eA)| < Dn2’ TE B(0,7). 


(关于 zz 并 没有 什么 特别 的 意思 , 此 处 我 们 只 是 需要 一 个 小 的 数 而 已 . ) 那么 , 对 
于 任何 ze B(0,7) 以 及 v= (v1,… ,vn), 有 


IDvg(z)l| = 


从 
:Js , 
到 中 


人 


> wl 吉 3 < 元 llol， 
对 于 任何 z,y € B(0,7), 根据 微 积分 基本 定理 , 有 


1 
sw) -sl®) = [ hle+ty oe))at 


ee J ‘Dp,_o0(0 + LAN 
0 


根据 前 面 对 于 Dwg 的 估计 , 向 量 Dy_zg(zx +t(y - z)) 的 大 小 至 多 为 直上 |y 一 zll. 
于 是 这 些 向 量 的 每 个 分 量 的 大 小 也 不 超过 去 ||y 一 zjl, 从 而 g(y) g(x) 本 身 的 大 
小 不 超过 #|ly 一 z||( 实 际 上 , 它 真正 小 于 此 量 , 但 这 个 界 对 于 我 们 的 目的 已 经 足够 
了 ). 于 是 , 9 是 压缩 ， 根据 引 理 17.6.6, 映射 f = g++ 是 B(0,r) 上 的 一 对 一 
映射 , 而 且 象 f(B(0,7)) 包含 B(0,5)、 当 然 ,我们 有 定义 在 B(0,5) 上 的 逆 映 射 
:了 B(0,5) 一 也 (0,7). 
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对 于 y=0 应 用 压缩 界 得 
Iga) = lg(w) -ojll < 和 ly 一 zl = 3lzl, ze B(O,r) 
于 是 , 根据 三 角形 不 等 式 
allzll < f(D < zlzl， = € BO, 站) 


现在 设 V := B(0,5), U := f-1(V). 那么 f 是 从 U 到 V 的 双 射 . V 显然 是 
开 集 , 而 由 于 f 是 连续 的 , 7 = f-1(V) 也 是 开 集 . (注意 , 如 果 一 个 集合 是 相对 于 
B(0,7) 的 开 集 , 它 也 必 是 Rn" 的 开 集 .) 现在 我 们 要 证 明 f-!:V 一 UV 在 0 处 可 微 ， 
且 导 数 为 I-! = 工 也 就 是 说 , 我 们 要 证 明 


i fi(z)— fF71(0)— I(z— 0) De 
Zz—0;mEV\{O} lIzl| 


由 于 f(0) = 0, 所 以 f-1(0) = 0, 从 而 上 式 简化 为 
f(g) -ol _ 


lim 
z 一 0izEVN\{0} llzl| 


设 (zn)se_; 是 V\ {0} 中 的 任意 的 一 个 收敛 到 0 的 序列 . 根据 命题 14.1.5(b), 只 要 
证 


Div fi(wn) — Pnl| 


No0 Tn|| 


就 可 以 了 . 记 y， := f-!1(zn). 那么 ye B(0,7) 并 且 xz, = f(y,,). 当然 我 们 有 


0. 


0 


sly < lenll < Sllyall 
由 于 zu 收敛 到 0, 所 以 yall 也 收敛 到 0, 而 它们 的 比 保持 有 界 . 所 以 只 要 证 明 


no0 [ya 
就 可 以 了 . 但 由 于 y, 收敛 到 0, 而 f 在 0 处 可 微 , 我 们 有 


im Ga) 一 Fo 一 Fo 一 ol _ 0 
nm 一 co lIyal 
由 于 f(0) = 0，f'(0) = 1, 上 式 就 是 所 要 的 . 时 
反 函 数 定理 对 于 何 时 函数 在 一 点 zo 处 局 部 可 逆 给 出 了 一 个 有 用 的 准则 一 一 
我 们 所 需要 的 就 是 它 的 导数 f'(zo) 可 逆 ( 那 时 我 们 甚至 得 到 进一步 的 信息 , 例如 我 
们 可 以 计算 f-1! 在 f(zo) 处 的 导数 ). 当然 , 这 就 要 问 , 怎样 判断 线性 变换 f'(zo) 是 
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可 逆 的 还 是 不 可 逆 的 . 回忆 一 下 , 我 们 有 f(zo0) = 二 Djtzu, 所 以 根据 引 理 17.1.13 
和 引 理 17.1.16 知 , 线性 变换 户 (zo) 是 可 逆 的 当 且 仅 当 和 矩阵 Df(zxo) 是 可 逆 的 . 有 很 
多 办 法 验证 像 Df(zo) 这 样 的 矩阵 是 不 是 可 道 的 . 例如 可 以 用 行列 式 , 或 用 Gauss 
消 元 法 . 此 处 我 们 不 讨论 这 件 事 , 只 是 建议 读者 去 读 线 性 代数 教材 . 

如 果 F(zo) 存在 但 不 可 逆 , 那么 反 函 数 定理 不 适用 . 在 这 种 情况 下 , 不 可 能 使 
广 ! 存在 并 且 在 zo 处 可 微 , 此 事 已 在 上 面 的 证 明 中 说 明 . 然而 , f 仍然 可 以 是 可 道 
的 . 例如 由 f(z) = z3 定义 的 单 变 元 函数 f : R 一 及 是 可 道 的 , 尽管 f'(0) 不 是 可 
逆 的 . 


习 题 17.7 
17.7.1 设 f: 民 一 民 是 函数 


| z+z?sin( 汉 )， 当 z 冯 0， 
Te | 0， 当 z = 0. 


证 明 f 是 可 微 的 并 且 f'(0) = 1, 但 是 在 任何 含有 0 的 开 集 中 了 都 不 是 单调 增 的 ( 提 
示 : 证 明 不 管 z 多 么 接近 于 0，f'(z) 都 可 能 取 负 值 . 画 出 f 的 图 像 可 能 有 助 于 你 的 直 
观 . ) 

17.7.2 ”证 明 引 理 17.7.1. 

17.7.3 ” 设 f :R” 一 R" 是 连续 可 微 函 数 , 而 且 对 于 每 个 re R"，f'(z) 都 是 可 逆 线 性 变换 . 
证 明 只 要 Y 是 R" 的 开 子 集合 , f(V) 就 也 是 开 集 . (提示 : 使 用 反 函 数 定理 . ) 
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回忆 一 下 (见习 题 3.5.10), 一 个 函数 f : R 一 R 给 出 一 个 图 像 
{(z, f(7)) : x € R}, 


它 是 R? 的 一 个 子 集合 , 通常 看 上 去 像 一 条 曲线 . 但 并 不 是 一 切 曲线 都 是 函数 的 图 
像 , 图 像 必 须 遵从 垂 线 判别 法 , 即 对 于 每 个 z, 恰 有 一 个 y 使 (z,y) 在 曲线 上 . 例如 ， 
圆周 {(z,y) e R? : z2 +y = 1} 就 不 是 图 像 , 但 是 当 限制 于 半圆 周 {(z,y) e R? : 
z? +y = 1,y > 0} 时 , 它 仍 是 图 像 . 于 是 , 整 条 曲线 不 是 图 像 时 , 它 的 一 定 的 局 部 
片断 可 能 是 图 像 (圆周 在 (1, 0) 附近 的 部 分 及 在 (-1,0) 附近 的 部 分 都 不 是 关于 变 
元 z 的 图 像 , 但 却 是 关于 变 元 y 的 图 像 ) 

类 似 地 , 任何 函数 f: Rn 一 及 都 在 Rn+l 中 给 出 一 个 图 像 {(z, f(z)) : = < Rn] 
它 看 上 去 一 般 像 是 R"+! 中 某 种 n 维 曲面 (技术 术语 是 超 曲面 ) 反 过 来 , 可 以 问 ， 
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什么 样 的 超 曲 面 实 际 上 是 某 函 数 的 图 像 , 以 及 这 个 函数 是 不 是 连续 的 或 者 是 不 是 可 
微 的 . : 

如 果 几 何 地 给 出 超 曲 面 , 那么 仍然 可 以 援引 垂 线 判别 法 来 鉴别 它 是 不 是 图 像 . 
但 若 超 曲面 是 由 代数 的 方式 给 出 的 , 例如 曲面 {(z,y,z) € R3 : zy 十 yz 十 zz = 一 1 
情况 又 将 如 何 呢 ? 或 者 更 一 般 地 , 一 个 形 如 {zx < R" : f(z) = 0} 的 曲面 , 其 中 
f :R" 一 及 是 某 个 函数 , 能 不 能 是 一 个 函数 的 图 像 呢 ? 在 这 种 情况 下 , 根据 隐 函 数 
定理 , 仍然 可 以 判断 曲面 , 至 少 局 部 地 是 不 是 一 个 图 像 . 

定理 17.8.1( 隐 函数 定理 ) 设 媚 是 下 "” 的 开 子 集合 (m >1) 而 厂 : 瑟 一 了 及 是 
连续 可 微 函 数 , 并 且 设 2 = (1,… ,yn) 是 马 的 点 , 使 f(y) = 0， zy) 关 0. 那么 
存在 民 "-1 的 开 子 集合 U, 它 含 有 点 (人 ,Yn-1), 而 且 存 在 忆 的 一 个 含有 2 的 
开 子 集 V, 及 函数 g:U 一 民 , 使 得 g(yi1,… ,yn-1) = yn, 并 且 


{(z ,Tn) EV : f(r1,:. ,Tn) = 0} 
一 {(zl…… ,Tn—1, 9(T1,: ，， ,Zn_1)) : (zl1,…， ,Zn_1) E U}. 
也 就 是 说 , 集合 {ZT EV : f(T) = 0} 是 U 上 的 函数 g 的 图 像 .还 有 ,g 在 (Yi,… ,yn-1) 
处 可 微 , 并 且 


vo i i 
Bei ;Yn-1) = B27; (9)/ Boz) 1gjgn-l1. (17.1) 


注 17.8.2 等 式 (17.1) 可 用 隐 式 微分 法 导出 . 基本 点 在 于 , 如 果 你 知道 
f(z1,..* ,Tn) = 0, 


那么 (只 要 总 关 0) 变 元 zn 就 “ 隐 含 地 ”被 其 他 n 一 1 个 变 元 所 确定 , 于 是 就 可 
沿 zj 方向 对 上 述 恒 等 式 使 用 链 法 则 求 微分 而 得 


这 就 是 (17.1) 的 隐 式 形式 (我 们 用 g 来 代表 由 z1,… ,zn-_1 确定 zn 的 隐 函 数 ). 于 
是 , 隐 函 数 定理 使 我 们 隐 含 地 用 一 种 约束 的 方式 而 不 是 用 形 如 rn = g(z1,… ,zn-1) 
的 直接 的 公式 来 确定 一 个 依赖 关系 . 

证 明 ”这 个 定理 看 起 来 有 点 吓人 , 但 实际 上 它 是 反 函 数 定理 的 一 个 相当 快捷 的 
结果 . 设 FF: 琅 一 R" 是 函数 


F(z1,- ;Ti = (z1,: 和 on lepine on ,Tn—1)). 
这 个 函数 是 连续 可 微 的 , 而 且 还 有 


F(y) 至 (2 ,Yn—1,0), 
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prw =-【《( 坚 @) (EW) (EW) ,) 
1 0 全 0 0 
0 1 … 0 0 
上 串 乓 

六 WY) 玉 W io 就 (9) 


由 于 假定 站 (y) 不 为 零 , 这 个 矩阵 可 道 , 其 可 逆 性 可 由 计算 行列 式 看 出 , 也 可 用 行 
的 约 化 看 出 , 也 可 明确 算出 逆 和 矩阵 DF(y)-1: 


1 0 0 0 
0 1 0 0 

DF(y)-! = : | : : 
0 0 二 1 0 

-$y) -380) ti) 1 


其 中 简 记 a = 头 (y). 于 是 可 用 反 函 数 定理 , 从 而 我 们 可 在 E 中 找到 含 y 的 开 集 
V 和 R" 中 舍 F(y) = (W1,… ,yn,0) 的 开 集 W, 使 得 F 是 从 V 到 W 的 双 射 , 而 
且 F771 在 点 (y1,… ,yn,0) 处 可 微 . 
把 F-! 写成 分 量 形式 
FL(z) 一 (hi(z), h2(7), 全 全 , hn(7)), 
其 中 ze W. 由 于 F(F-1(z)) = z, 我 们 有 
hj(z1,°* ,Tn) 一 Th l1<jgn-l,7zeW, 
以 及 
f(z1, “** ,Tn—l, hn (ZT1, ty J = Tn. 
还 有 , 由 于 F-! 在 (y,… ,yn-1,0) 处 可 微 , 所 以 ji 也 是 如 此 . 
. 现在 令 U := {(z1,… ,Zn_1) ERn1:(z ,Zn_1,0) €E W}. 注意 U 是 R"-! 
中 的 开 集 并 且 含 有 点 (yi1,… ,yn-1). 现在 定义 g:U 一 民 为 
9g(z1 ,Zn_1) := hn(z1… ,Zn-1;0). 
那么 g 在 (yi,… ,yn-1) 处 可 微 . 现在 我 们 来 证 明 
{(zi 7n)EeV:fc ,Tn) = 0} 
= {(z1, ns ,Tn—1,9(T1, by ,Tn—1)) : (Z1, pl , Tn—1) € U}. (17.2) 
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首先 设 (zl ,zn) EV 并 且 f(z1,… ,zn) = 二 0. 那么 
下 (zl ,Tn) = (zl ,Tn-1,0) € W. 
于 是 (x1,… ,zn-_1) EU. 使 用 F-1, 我 们 看 到 
(zl ,Tn) 一下 -1(zl ,Tn_1,0). 
那么 
Tn = hn 人 (zl ,Zn-l1,0) 一 9g(z1) ,Zn 1)， 


我 们 证 得 (17.2) 左 端 集合 中 的 元 都 属于 右 端 的 集合 . 反 过 来 的 包含 关系 只 要 把 上 
面 的 步骤 反 过 来 就 能 得 到 , 留 给 读者 去 完成 . 
最 后 , 我 们 证 明 9 的 偏 导 数 的 公式 . 从 上 面 的 讨论 得 到 


jz Zn-ig(zl Zn)) 一 0 


对 于 一 切 (Z1)…， , Tn—1) EU 成 立 . 由 于 9 在 (V1,* ;Yn 1) 处 可 微 ， 而 且 下 在 
(y1 “Yn—l; 0 2 ,Yn—1)) = 处 可 微 ， 所 以 根据 链 法 则 ， 对 Ti 微分 就 得 到 


+ )3 Wn =0, j=1,:……,n—1, 
由 此 推出 (17.1). 国 
例 17.8.3 考虑 曲面 5 := {(z,y,z) € R3 : zy 十 yz 十 zz 二 一 1}, 把 它 重 写 为 
5 := {(2,y, 2) € R3 : f(z,y,z) = 0}, 其 中 


f(z,Yy,2) := TY + YZ+ T+1, (zz) € 下 3. 


显然 , f 可 微 并 且 
of 
Oz 
于 是 对 于 使 zo 十 yo 关 0 的 (zo, yo,z0) € 5, 在 (zo,yo, zo) 附近 我 们 可 以 把 曲面 5 写 
成 形 如 


=7+y. 


{(z,y, 9(7,y)) : (x,y) ED 


的 图 像 形式 , 其 中 U 是 含 (zo, yo) 的 开 集 , 而 9 是 在 (zo,yo) 处 可 微 ( 且 g(xo, yo) = 
z0) 的 一 个 函数 . 确实 , 我 们 可 经 隐 式 微分 求 得 


yo+z0 0g _ _ Xo 二 20 
zo+yo” Bz (To Yo) ”zo 二 +yo 

在 隐 和 函数 定理 中 , 如 果 导 数 # 在 某 点 处 为 零 , 那么 集合 {z € R" : f(z) = 0} 
好 像 不 能 在 此 点 附近 写成 变量 z。 作为 其 他 n 一 1 个 变量 的 函数 的 图 像 . 但 是 如 


0 
了 (zuyo) = 一 
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果 某 个 其 他 的 导数 总 不 是 零 , 那么 根据 隐 函 数 定理 就 可 以 把 变量 zj 表 成 其 他 
n 一 1 个 变量 的 函数 .于 是 , 只 要 梯度 Vf 不 整个 是 零 , 那 就 总 可 以 把 集合 {z € 
Rn : f(z) = 0} 局 部 地 写成 某 变量 zj 作为 其 他 n 一 1 个 变量 的 函数 的 图 像 . (圆周 
{(z,y) ER2:z2+o2 一 1= 0} 就 是 这 样 的 一 个 很 好 的 例子 , 它 既 不 是 y 作为 x 的 函 
数 的 图 像 , 也 不 是 z 作为 y 的 函数 的 图 像 , 但 在 每 一 点 附近 , 局 部 地 它 必 是 两 者 之 
一 . 这 正 是 因为 zz + 一 1 的 梯度 在 圆周 上 永 不 为 零 . ) 但 是 , 如 果 Vf 在 某 点 zo 
处 消失 , 那么 我 们 说 ro 是 f 的 一 个 临界 点 (critical point), 在 这 种 点 处 的 性 状 要 复 
杂 得 多 . 例如 , 集合 {(7z,y) € R? : z? 一 y= 0} 有 临界 点 (0, 0) (函数 z? -- y2 的 临 
界 点 ), 在 (0, 0) 附近 此 集合 不 能 看 作 任何 一 种 函数 的 图 像 ( 它 是 两 条 直线 的 并 集 ). 

注 17.8.4 在 每 点 附近 都 可 看 作 连 续 函 数 的 图 像 的 集合 有 一 个 名 字 , 叫 作 流 
形 (manifold). 如 果 集 合 {z € R" : f(z) = 0} 不 含 f 的 临界 点 , 它 就 是 一 个 流 形 . 流 
形 的 理论 在 近代 几何 理论 中 (特别 是 微分 几何 和 代数 几何 中 ) 是 非常 重要 的 , 但 此 
处 我 们 不 拟 讨 论 , 因为 这 是 研究 生 水 平 的 课题 . 
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上 一 章 我 们 讨论 了 多 元 微分 , 现在 自然 要 考虑 多 元 积分 的 问题 . 我 们 希望 回答 
的 一 般 问 题 是 : 给 定 Rn" 的 某 个 子 集合 Q, 以 及 某 个 实 值 函数 f: 9 一 及 , 可 不 可 以 
在 Q 上 积分 f 而 得 到 某 个 数 几 /? (也 可 以 考虑 其 他 类 型 的 函数 , 如 复 值 的 或 向 
量 值 的 函数 , 但 是 一 旦 掌握 了 实 值 函数 的 积分 就 容易 积分 这 类 函数 , 因为 可 以 通过 
分 别 积分 这 类 函数 的 每 个 实 值 分 量 来 完成 复 值 函数 或 向 量 值 函数 的 积分 ，) 

一 维 时 我 们 已 经 (在 第 11 章 ) 建立 了 Riemann 积分 /|。 6 f 的 概念 , 它 对 于 Q 
是 区 间 Q = [a,0], 并 且 了 是 Riemann 可 积 的 情形 回答 了 这 个 问题 . 这 里 , Riemann 
积分 到 底 是 什么 意思 并 不 重要 , 我 们 仅仅 指出 , 每 个 逐 段 连续 的 函数 是 Riemann 可 
积 的 ,当然 每 个 逐 段 常 值 的 函数 是 Riemann 可 积 的 . 但 是 , 并 不 是 一 切 函数 都 是 
Riemann 可 积 的 .Riemann 积分 的 概念 也 可 以 推广 到 高 维 情形 , 但 要 花 点 力气 , 而 且 
依然 只 能 积分 “Riemann 可 积 的 ”函数 , 这 些 函 数 构 成 很 小 的 函数 类 , 相当 不 让 人 
满意 . (例如 Riemann 可 积 函 数 序列 的 极限 不 必 是 Riemann 可 积 的 , 而 且 尽 管 我 们 
已 经 看 到 Riemann 可 积 函 数 序列 的 一 致 极限 保持 Riemann 可 积 , 但 二” 极限 就 不 
一 定 了 . ) 

由 于 这 个 缘故 , 我 们 必须 在 Riemann 积分 之 外 去 寻求 真正 令 人 满意 的 积分 概 
念 , 一 个 可 以 处 理 即便 是 很 不 连续 的 函数 的 概念 . 这 就 导致 Lebesgue 积分 的 概念 ， 
我 们 将 用 本 章 和 下 一 章 来 建立 这 个 概念 ， Lebesgue 积分 可 以 处 理 很 大 的 一 类 函数 . 
事实 上 , 可 以 说 本 质 上 它 能 积分 任何 在 数学 中 我 们 实际 需要 的 函数 , 至 少 当 我 们 与 
欧 几 里 得 空间 打交道 时 , 它 能 积分 我 们 实际 需要 的 任何 绝对 可 积 的 函数 . (如 果 使 
用 选择 公理 , 那么 会 有 很 多 可 以 构 作 出 来 的 病态 函数 不 能 用 Lebesgue 积分 来 处 理 ， 
但 这 些 函 数 决 不 会 在 实际 生活 的 应 用 中 出 现 . ) 

在 转 入 细节 之 前 , 先 作 一 个 非 正式 的 讨论 . 为 了 明白 如 何 计算 一 个 积分 /of， 
必须 首先 明白 一 个 更 基础 的 和 更 根本 的 问题 : 如 何 计 算 9 的 长 度 , 或 面积 , 或 体积 ? 
要 想 看 到 为 什么 这 个 问题 联系 着 积分 法 , 只 要 注意 在 集合 Q 上 积分 常 值 函数 1, 就 
得 到 9 的 长 度 (如 果 ,9 是 一 维 的 ), 或 Q 的 面积 (如 果 Q 是 二 维 的 ), 或 8 的 体积 
(如 果 Q 是 三 维 的 ). 为 了 避免 划分 依赖 于 维 数 的 多 种 情形 , 我 们 把 Q 的 长 度 、 面 
积 、 体 积 (或 超 体积 等 ) 这 些 依赖 于 我 们 所 研究 的 欧 几 里 得 空间 R" 的 维 数 的 名 称 
统一 称 作 Q 的 测度 . 

理想 的 情况 是 , 对 于 R" 的 每 个 子 集 合 9, 我 们 都 能 指派 一 个 非 负 的 数 mm(9)， 
它 能 作为 Q 的 测度 ( 即 长 度 、 面 积 、 体 积 等 ), 允许 m(Q) 取 值 零 (例如 Q 恰 是 一 
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个 单 点 的 集合 或 者 是 空 集 ), 也 允许 m(Q) 取 值 无 限 (co) (例如 当 Q 是 整个 R" 时 ). 
测度 应 该 具备 一 定 的 合理 的 性 质 . 例如 , 单位 立方 体 (0,1)" := {(zi……，,zn) :0 < 
zi < 11= 1,… ,n} 的 测度 应 该 等 于 1, 当 4 和 B 不 相交 时 应 该 有 m(AUB) = 
m(4) 十 m(B), 当 4 C B 时 应 该 有 m(4) < m(B), 并 且 对 于 任意 的 z e R", 应 该 有 
m(z 十 4) = m(4)( 即 , 如 果 4 平移 向 量 z, 测度 应 该 不 变 ). 

值得 注意 的 是 , 这 样 的 测度 是 不 存在 的 , 无 法 对 于 R" 的 每 个 子 集合 都 指派 一 
个 非 负 的 数 (包括 oo), 使 得 上 述 性 质 成 立 . 这 是 一 个 相当 令 人 惊奇 的 事实 , 因为 它 
与 人 们 关于 体积 概念 的 直觉 不 符 , 我 们 后 面 将 证 明 此 事 . (这 种 直觉 发 生 错 误 的 一 
个 更 为 戏剧 性 的 例子 是 Banach-Tarski 悖 论 , 它 说 的 是 R3 中 的 一 个 单位 球 被 分 
成 5 块 , 然后 这 5 块 经 平移 和 旋转 重新 聚合 成 两 个 完全 不 相交 的 单位 球 , 这 违背 了 
体积 守恒 的 概念 . 此 处 我 们 不 讨论 这 个 悖 论 .) 

上 述 事实 表明 , 不 可 能 用 一 个 合理 的 方式 对 于 R" 的 每 个 子 集合 都 指派 一 个 测 
度 . 但 是 我 们 可 以 补救 的 是 , 只 测量 R" 中 的 一 类 特定 的 集合 一 一 可 测 集合 . 我 们 
只 在 这 些 集合 Q 上 定义 测度 m(Q), 一 旦 我 们 把 注意 力 限制 在 可 测 集 上 时 , 我 们 就 
重新 获得 上 述 的 一 切 性 质 . 更 进一步 , 几乎 我 们 在 实际 生活 中 能 遇 到 的 一 切 集合 都 
是 可 测 的 (例如 一 切 开 集 和 闭 集 都 是 可 测 的 ), 所 以 这 对 于 分 析 学 已 经 足够 好 了 . 


818.1 目标 : Lebesgue 测度 


设 R" 是 欧 几 里 得 空间 . 本 章 的 目标 是 定义 可 测 集 . 可 测 集 是 R" 的 一 类 特殊 
的 集合 , 对 于 每 个 可 测 集 Q € R", 我 们 将 定义 Lebesgue 测度 m(Q) 为 [0, co] 中 的 
一 个 特定 的 数 . 可 测 集 的 概念 遵从 下 述 性 质 . 
(i) (Borel 性 质 ) R" 中 的 每 个 开 集 都 是 可 测 集 , 每 个 闭 集 也 都 是 可 测 集 . 
(ii) ( 补 性 质 ) 如 果 Q 是 可 测 的 , 那么 R*\ 9 也 是 可 测 的 . 
(这 ) (Boole 代数 性 质 ) 如 果 (Qj);ey 是 可 测 集 的 有 限 族 ( 即 J 是 有 限 的 ), 那 
么 并 集 U;ey Di 和 交集 站 cy 9; 都 是 可 测 集 . 
(iv) (c 代数 性 质 ) 如 果 (Dj)iey 是 可 测 集 的 可 数 族 ( 即 了 是 可 数 的 ), 那么 并 
集 U;ceJ 9; 和 交集 站 iey 9; 都 是 可 测 集 . 
注意 , 这 些 性 质 中 的 某 些 是 多 余 的 . 例如 , (iv) 蕴含 (过 ), 而 且 一 旦 知道 开 集 是 
可 测 的 , (ii) 就 蕴含 一 切 闭 集 都 是 可 测 的 . 性 质 (i)~(iv) 保证 本 质 上 我 们 遇 到 的 每 
个 集合 都 是 可 测 的 , 虽然 在 引言 中 己 指出 , 的 确 存在 不 可 测 的 集合 . 
对 于 每 个 可 测 集 9, 我 们 指派 给 它 Lebesgue 测度 m(9)，m 必须 遵循 下 述 性 
质 . 
(v) ( 空 集 零 性 ) 空 集 g 的 测度 是 m(Z) = 0. 
(vi) ( 正 性 ) 对 于 每 个 可 测 集 Q, 0 < mm(Q) < oo. 
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(vii) (单调 性 ) 如 果 4, B 都 是 可 测 集 并 且 4 Cc B, 那么 m(4) < m(B). 

(viii) (有 限 次 加 性 ) 若 (4;);jey 是 可 测 集 的 有 限 族 , 则 m(U;eJ 4;) < 包 m(A;). 

(ix) (有 限 加 性 ) 若 (4;)jey 是 互 不 相交 的 可 测 集 的 有 限 族 , 则 

m(U 4) = m4) 
jEJ jeJ 
(x) (可 数 次 加 性 ) 若 (hj)jey 是 可 测 集 的 可 数 族 , 则 m(U;eJ 4;) < 加 m(A;). 
(xi) (可 数 加 性 ) 若 (4j)jey 是 互 不 相交 的 可 测 集 的 可 数 族 , 则 
m(() 4) = Tm(4;). 
jEJ jeJ 

(xii) (正规 化 性 质 ) 单位 立方 体 [0,1]* = {(z1,:… ,zn) ER"*:0<z;<1,j= 
1,… ,n} 的 测度 m([0,1]") = 1. 

(xiii) (平移 不 变性 ) 如 果 9 是 可 测 集 而 re R", 那么 z+0:= {z++y:y en} 
也 是 可 测 的 , 并 且 m(z + 0) = m(0). 

同样 , 这 些 性 质 中 有 些 是 多 余 的 , 例如 可 数 加 性 可 用 来 导出 有 限 加 性 , 有 限 加 
性 又 可 用 来 导出 单调 性 (与 正 性 联合 使 用 ). 还 可 以 从 加 性 导出 次 加 性 . 注意 m(Q) 
可 以 是 co, 所 以 上 述 诸 性 质 中 的 某 些 和 可 以 等 于 ce. (由 于 一 切 都 是 正 的 , 我 们 绝 
对 不 会 遇 到 -ce + oo 这 样 的 不 确定 的 形式 .) 

本 章 的 目的 可 叙述 如 下 : 

定理 18.1.1(Lebesgue 测度 的 存在 性 ) 存在 可 测 集 的 概念 , 以 及 对 每 个 可 测 集 
QC R" 指派 一 个 数 rn(O) 的 方法 , 使 得 全 部 性 质 (~(xiii) 都 成 立 . 

研究 的 结果 是 Lebesgue 测度 在 很 大 程度 上 是 唯一 的 , 任何 其 他 可 测 的 概念 及 
测度 的 概念 只 要 遵从 公理 (i)~(xii), 将 极 大 地 与 我 们 给 出 的 结构 重合 . 但 是 也 有 其 
他 的 测度 , 只 服从 上 述 公理 中 的 一 部 分 . 另外 , 我 们 也 可 能 对 于 欧 几 里 得 空间 Rn 
之 外 的 其 他 区 域 上 的 测度 产生 兴趣 . 这 导致 测度 论 , 其 本 身 是 一 个 完整 的 课题 , 此 
处 不 拟 讨 论 . 但 我 们 要 说 明 , 测度 的 概念 在 现代 概率 中 以 及 在 分 析 的 更 深入 的 研究 
中 (例如 在 广义 函数 论 中 ) 是 很 重要 的 . 
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在 构建 Lebesgue 测度 之 前 , 我 们 先 来 讨论 寻找 一 个 集合 的 测度 的 一 种 相当 朴 
素 的 办 法 那 就 是 我 们 试图 用 一 些 盒子 来 覆盖 集合 , 然后 把 每 个 盒子 的 体积 都 
加 起 来 . 这 个 办 法 几乎 总 能 奏效 , 它 给 我 们 提供 一 个 叫 作 外 测度 的 概念 , 外 测度 适 
用 于 每 个 集合 并 且 具 有 性 质 (v)~(xiii), 但 除了 加 性 (ix) 和 (xi) 之 外 . 后 面 我 们 将 
必须 稍稍 修正 外 测度 , 使 其 获得 加 性 . 


我 们 从 开 盒 子 的 概念 开始 . 
定义 18.2.1( 开 盒子 ) 把 R" 中 如 下 形状 的 集合 


B= Te, := {(zi Zn) E RY? :zi€E (Qi,bi),l <ign} 
叫 作 开 盒 子 (简称 为 盒子 ), 其 中 a; < b; 都 是 实数 . 定义 这 个 盒子 的 体积 vol(B) 为 
vol(B) := le — ai) = (b1— a1):… (bn — an). 


例如 , 单位 立方 体 (0,1)* 是 盒子 , 其 体积 为 1. 在 一 维 情形 , 即 ”= 1 时 , 盒子 
就 是 开 区 间 (当然 是 有 界 的 ). 容易 验证 , 在 一 般 的 维 数 下 , 开 盒子 确实 是 开 集 . 注 
意 , 如 果 对 于 某 i 有 ui = 5bi, 那么 盒子 变 成 空 集 , 体积 为 0, 然而 我 们 依然 认为 它 是 
盒子 (即使 是 个 相当 无 聊 的 盒子 )， 有 时 , 用 vol,(B) 来 代替 vol(B) 以 强调 我 们 是 
在 处 理 n 维 体积 . 于 是 , 作为 例子 , vol1(B) 是 一 维 盒子 B 的 长 度 , volza(B) 是 二 维 
盒子 的 面积 , 等 等 . 

注 18.2.2 ”我们 当然 希望 盒子 的 测度 m(B) 与 它 的 体积 vol(B) 一 样 . 事实 上 
这 是 公理 (i)~(xiii) 的 必然 结果 (见习 题 18.2.5). 

定义 18.2.3( 开 盒 覆 盖 ) 设 Q 是 R" 的 子 集合 . 如 果 一 个 开 盒 族 (Bj);jey 满足 
8 SUicyr Bi 就 说 它 履 盖 0. 

设 Q C R" 可 被 开 盒 的 有 限 族 或 可 数 族 (Bi)iey 所 覆盖 . 如 果 我 们 希望 Q 是 
可 测 的 , 并 且 希 望 测度 m 遵从 单调 性 和 次 加 性 ((vii)，(vii)，(x)), 如 果 我 们 还 希望 
m(B;) = vol(B;) 对 于 每 个 7 都 成 立 , 那么 必须 有 


m(O < m(U Bi) < Sm(Bs) = 人 vol(Bi 


JEJJ jE€J 


于 是 我 们 断定 
m(Q) < inf{> ,vol(Bi) : (B;)jey 是 9 的 开 盒 覆 盖 , J 至 多 可 数 }. 


jE€J 
受 此 启发 , 我 们 定义 
定义 18.2.4( 外 测度 ) 如 果 Q 是 集合 , 我 们 定义 它 的 外 测度 m*(9) 为 量 


m* {0) :一 nt vol(B;) - (Bj;)321 覆盖 0}. 


由 于 三 vol(B;) 不 取 负 值 , 我 们 知道 对 于 一 切 Q，m*(9) > 0. 然而 m*(0) 完 
全 可 能 等 于 co. 注意 由 于 我 们 许可 使 用 可 数 开 盒 覆盖 , 那么 R" 的 每 个 子 集 应 该 至 
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少 有 一 个 可 数 开 盒 覆盖 . 事实 上 , R" 本 身 就 可 以 被 单位 立方 体 (0,1)" 的 可 数 个 平 
移 所 覆盖 (怎样 覆盖 ? ). 有 时 也 把 m*(Q) 写成 m*(Q) 以 强调 我 们 使 用 的 是 ” 维 外 
测度 . 
注意 , 外 测度 对 于 每 个 集合 (不 只 是 可 测 集 ) 都 有 定义 , 因为 我 们 可 以 对 任何 非 
空 集合 取 infimum. 外 测度 遵从 测度 所 需 的 一 些 性 质 : 
引 理 18.2.5( 外 测度 的 性 质 ) 外 测度 具有 下 述 6 条 性 质 . 
(Vv) ( 空 集 零 性 ) 空 集 多 的 外 测度 是 m*(@) = 0. 
(vi) ( 正 性 ) 对 于 每 个 集合 Q, 有 0 和 mm*(O) < co. 
(vii) (单调 性 ) 如 果 4CBCR", 那么 m*(A) < m*(B). 
(viii) (有 限 次 加 性 ) 如 果 (hj)jeJ 是 R” 的 子 集合 的 有 限 族 , 那么 
m(() 4;) < > m’(4;). 
jEJ jE€J 
(x) (可 数 次 加 性 ) 如 果 (Aj)jeJ 是 RR” 的 子 集合 的 可 数 族 , 那么 
mx( 作 4) < Dm (A;). 


jEJ jEJ 
(xiii) (平移 不 变性 ) 如 果 是 及 ”的 子 集合 , 并 且 ZE 有 Rn, 那么 
m(z+N) = m*(N). 


证 明 见习 题 18.2.1. 加 
闭 盒子 的 外 测度 也 是 我 们 所 期 待 的 那样 . 
命题 18.2.6( 闭 盒子 的 外 测度 ) 对 于 每 个 闭 金 子 


B= Tlei, 0 :二 {(z1,*…- ,Tn) ER”": Ti 和 [ai, bi], 1 二 < n}, 
1 一 1 


我 们 有 
m’(B) = [le: — ai). 
i=1 


证 明 显然 , 对 于 每 个 。 > 0, 都 可 以 用 开 盒 子 TI” (ai 6,bi 十 2) 覆盖 B. 于 


m*(B) < vol (ie 一 E; bi 十 9 = IY, —Qi++2e),e>0. 


一 “一 1 


令 s 一 0 取 极限 , 得 ， 
7 (也 ) < [le: 3 Qi). 


t=1 
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为 了 完成 证 明 , 我 们 需要 证 明 
m*(B) > Ue — ai). 
根据 m*(B) 的 定义 , 只 要 证 明 当 (Bj);ey 是 B 的 有 限 或 可 数 覆 盖 时 必 有 
Dvol(B;) > TI: — ai) 
JEJJ 一】 
就 可 以 了 . 
由 于 B 是 有 界 闭 集 , 它 是 紧 致 的 (根据 Heine-Borel 定理 (定理 12.5.7)), 从 而 
每 个 开 覆 盖 都 含有 有 限 的 子 覆 盖 (定理 12.5.8). 于 是 , 要 对 于 可 数 覆 盖 证 明 上 面 的 
不 等 式 , 只 需 对 于 有 限 覆 盖 证 明 这 个 不 等 式 就 可 以 了 (这 是 因为 , 如 果 (Bi)ie 是 
(Bi)7ey 的 有 限 子 覆 盖 , 那么 总 vol(B;) 必 将 小 于 或 等 于 为 vol(B;)). 
总 而 言 之 ， 现在 的 目标 是 证 明 ， 只 要 (BO))iey 是 [To 的 有 限 子 覆 盖 ， 
就 有 
> vol(BO)) > le — ai), (18.1) 


jE€J 
把 下 标 B; 换 成 上 标 BV) 是 因为 我 们 将 用 下 标 表示 分 量 . 

我 们 使 用 对 维 数 n, 进行 归纳 的 方法 来 证 明 (18.1)， 首 先 考虑 n = 1 的 基础 
情形 . 这 时 B 恰 是 一 个 闭 区 间 B = [a,9], 而 且 每 个 盒子 BW) 恰 是 一 个 开 区 间 
BY) = (a;,b;). 我 们 要 证 的 是 

(bj — 4;) > (6 — oa). 
JEJ 
为 做 此 事 , 我 们 使 用 Riemann 积分 . 对 于 每 个 je J, 设 ff 四: 民 一 民 是 (a;,b;) 的 
特征 函数 , 即 
On | lb ze (0,b;), 
f(z): | 二 
那么 16) 是 Riemann 可 积 的 (因为 它 是 逐 段 常 值 的 , 并 且 是 紧 支 撑 的 ), 而 且 


/ f0) = bj — as. 


把 此 式 对 于 一 切 jy es J 加 起 来 , 并 交换 积分 与 有 限 和 的 次 序 , 我 们 得 到 
人 D100 = Yb;—a. 


T° jeJ j€J 


然而 由 于 区 间 族 {(a;,b;) :Je J 覆盖 [a,0], 我 们 有 
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DS f(z) >1, zel[a,d 
JEJ 了 7 
(为 什么 ? ). 对 于 [a,9] 外 的 其 他 z, 有 马 jG)(z) > 0. 于 是 
(7) 二 
三 >》 8 > / ,1= b—a, 


jeyJ 


从 而 所 要 的 结果 由 此 不 等 式 联合 前 面 的 等 式 而 得 出 . 这 证 明了 (18.1) 当 n=1 时 
成 立 . 

现 假设 n> 1, 并 且 已 经 对 于 维 数 m-- 1 证 明了 不 等 式 (18.1). 使 用 与 前 面 类 似 
的 论述 . 每 个 盒子 BW) 具有 形状 


n 
BO) = ITI, 00). 
i==1 


我 们 可 以 把 它 重 新 写成 
B() = 40) x (at)， b0)), 


其 中 40) := IT (4 中 ,5b 四) 是 n 一 1 维 盒子 . 注意 
vol(BY)) = voln_1(A®)(bY) 一 ag))， 
其 中 我 们 用 带 下 标的 vol,_i 来 强调 这 是 n 一 1 维 体积 . 我 们 类 似 地 写 
B = A x [an, bn), 
其 中 4 := TI" [ai, bl, 而且 还 有 
vol(B) = voln_1(A)(bn — an). 
对 于 每 个 Je 小 设 f0) 是 函数 


(7) 二 voln_i(40))， 当 zw €E (a®), bt)), 
f 7 (Tn): | 0， 当 zu ¢ (al), 58)). 


那么 JG) 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 

/| 0 = voln1(AD) GN ~ al) = val(BO) 
从 而 
> vol(BW)) = 2 


J€J 
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现在 让 z。e [an,bn] 而 且 (zi ,Zn_1) e 4. 那么 (Zz1,… ,zn) € B, 从 而 属于 某 
个 BY). 很 清楚 ， 我 们 有 Tn 所 (a®y), bt)), 并 且 (zl,…. ,Zn_1l) €E 4G). 那么 ， 我 们 看 
到 , 对 于 每 个 zw e [an,bn]，n 一 1 维 盒子 的 集合 


LO :je zn € (al), 20))} 
都 覆盖 4. 使 用 归纳 假设 , 即 n 一 1 维 时 的 (18.1), 我 们 看 到 
voln_1(AW)) > voln_1(A), 
JEJiznE(a8),b5)) 
也 就 是 


On) 之 voln_i(4)， Tn € [an, pn]. 
JEJ 


在 [an,bn] 上 积分 此 不 等 式 两 边 , 就 得 到 
2 f° > voln-1(A)(bn — an) = vol(B), 


[an,bn)] jE€J 


当然 , 因为 人 永 不 取 负 值 ， 
jE 


1 ~ Tf9 > vol(B). 
i 
把 此 式 与 前 面 关 于 三 2 的 等 式 联合 起 来 , 我 们 就 得 到 (18.1), 从 而 完成 了 
jE 
归纳 . 加 


一 旦 我 们 得 到 了 闭 盒子 的 测度 , 对 于 开 盒 子 的 相应 结果 就 容易 了 . 
推论 18.2.7 ”对 于 任意 的 开 人 金子 


nn 
B= [ (ei, 5:) :一 {(zl ,Tn) ER :zi € (gi,bi),1 < i < n), 
i=1 


我 们 有 
m*(B) = [|(6; — oi). 


i=l1 
从 而 外 测度 具有 规范 化 性 质 (xii). 
证 明 假设 对 于 一 切 i,b; > ai, 因为 如 果 b; = ai, 结论 从 引 理 18.2.5(v) 得 出 . 
现在 注意 , 对 于 一 切 使 5; 一 e > ai 十 e(i=1,…,n) 的 a>0 成立 


II +é,bi—é]CS Ti,b) © Te 
i=1 


1 一 1 《一 1 
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使 用 命题 18.2.6 以 及 引 理 18.2.5(vii), 得 


[Tle; —ai— 2ée) < m’(B) < vol(B). 
te=1 
令 ce 一 0 并 用 挤 压 判别 法 (推论 6.4.14), 就 得 到 所 要 的 结果 . | 
我 们 现在 举 一 些 实 直线 RR 上 的 集合 的 外 测度 的 例子 . 
例 18.2.8 我 们 来 计算 RR 的 一 维 外 测度 . 由 于 对 于 一 切 R > 0，(R, R) C R, 
根据 推论 18.2.7, 有 
m*(R) > m*((—R, R)) = 2R 


令 R 一 co, 就 得 到 m*(R) = oo. 

例 18.2.9 现在 我 们 来 算 Q 的 一 维 外 测度 . 从 命题 18.2.6 我 们 看 到 , 对 于 每 
个 比例 数 q, 单 点 集 {q} 有 外 测度 m*({9}) = 0. 由 于 Q 显然 是 并 集 Q = Ueof{q}， 
而 且 Q 是 可 数 集 , 所 以 


m(Q) < > m’({q) = > 0=0， 
gEQ geEQ 

从 而 m*(Q) 必 等 于 零 . 事实 上 , 同样 的 论述 表明 每 个 可 数 集 的 外 测度 都 是 零 . (这 
附带 给 出 了 实数 集 不 可 数 结论 (推论 8.3.4) 的 一 个 另外 的 证 明 .) 

注 18.2.10 mm*(Q) = 0 这 一 事实 的 一 个 结果 是 , 给 定 任意 的 s > 0, 可 以 用 总 
长 度 小 于 es 的 可 数 个 开 区 间 覆 盖 比 例 数 集 Q. 此 事 有 点 不 那么 直观 , 你 能 以 更 直观 
的 方式 构造 Q@ 的 这 样 的 短 区 间 的 可 数 覆 盖 吗 ? 

例 18.2.11 现在 来 计算 非 比 例 数 集 及 \Q 的 一 维 外 测度 . 从 有 限 次 加 性 我 们 
得 到 

mn (R) < m’(R\Q)+m’(Q). 

由 于 Q 的 外 测度 是 0, m*(R) = oo, 所 以 非 比例 数 集合 及 \Q 的 外 测度 是 co. 一 个 
类 似 的 论述 表明 [0,1] 中 的 非 比例 数 的 集合 [0, 1] \ @ 的 外 测度 是 1( 为 什么 ? ). 

例 18.2.12 根据 命题 18.2.6，R 中 的 单位 区 间 [0, 1] 的 一 维 外 测度 是 1, 但 R? 
中 的 单位 区 间 {(z,0) : 0 < z < 1} 的 二 维 外 测度 是 0. 可 见 , 一 维 外 测度 和 二 维 外 
测度 是 相当 不 同 的 . 注意 , 上 面 的 说 明 及 可 数 次 加 性 蕴含 R? 的 整个 z 轴 虽 然 有 无 
限 的 一 维 外 测度 , 但 其 二 维 外 测度 却 是 0. 


习 题 18.2 


18.2.1 ”证 明 引 理 18.2.5. (提示 : 必须 使 用 inf 的 定义 , 大 概要 引入 一 个 参数 <. 可 能 要 把 某 些 ， 


外 测度 等 于 oo 的 情形 分 开 来 处 理 .(viii) 可 从 (x) 和 (v) 导出 . 对 于 (x), 把 指标 集 记 成 


18.2.2 


18.2.3 


18.2.4 


18.2.5 


18.2.6 
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J = { 放 1,j2,j3,…} 并 对 每 个 4; 取 其 开 盒 覆盖 使 盒子 的 总 体积 不 比 m*(Aj) 二 2-7e 
大 .) 

设 4 是 R” 的 子 集 , B 是 及 m 的 子 集 . 注意 笛 卡 儿 乘 积 A4xB:= {(a :ae4,be 
B} 是 R"+m 的 子 集 . 证 明 


mim(AxB) < m:(A)m’(B). 


(事实 上 m*jm(A x B) = m*(A)m*(B), 但 证 明 此 等 式 本 质 上 更 为 困难 .) 
在 习题 18.2.3~18.2.5 中 , 我 们 假定 了" 是 欧 几 里 得 空间 , 而 且 假定 在 及 " 中 还 具 
有 可 测 集 的 概念 (可 与 Lebesgue 可 测 集 的 概念 重合 , 也 可 以 不 重合 ), 还 假定 具有 测 
度 的 概念 (可 与 Lebesgue 测度 的 概念 重合 , 也 可 以 不 重合 ) 服从 公理 (i)~(xiii). 
(a) 证 明 : 如 果 4 C 4 C 4s C … 是 可 测 集 的 增 序 列 ( 即 对 于 每 个 正 整数 j, 
Aj; C Aj+1), 那么 我 们 有 


m ( U 4 = lim m(Ay). 
j=1 5 一 co 


(b) 证 明 : 如 果 4 2 42 2 hs 2 … 是 可 测 集 的 减 序列 ( 即 对 于 每 个 正 整 数 j, 
A; 2 Aj+1), 并 且 m(Ai1) < %, 那么 我 们 有 


m (Ris) = Jam 人 hj) 
证 明 : 对 于 任意 的 正 整数 g > 1, 开 盒子 
(0,1/g)™ := {(z1,°* ,zn) ER":0<Zzi<1/g j=1,...,n)} 
与 闭 例子 
[0,1/q]"™ := {(z pzn)eR" :0<oi 和 lo，7=1 pn} 


的 测度 都 是 g-*，( 提 示 : 先 证 明 对 于 每 个 g > 1，m((0,1/9)”) < g-”， 方 法 是 用 
(0, 1/q)” 的 某 些 平移 来 覆盖 (0, 1)*.， 用 类 似 的 方法 证 明 m([0, 1/q]") > gq-". 然后 
证 明 , 对 于 每 个 。 > 0，m([0,1/qj”\ (0, 3)") < es， 方法 是 用 某 些 很 小 的 盒子 覆盖 
[0, 1/g]* 的 边界 .) 

证 明 : 对 于 任意 的 盒子 B，m(B) = vol(B). (提示 : 先 对 于 坐标 aj,b; 都 是 比例 数 的 
情形 证 明 这 个 结论 , 使 用 习题 18.2.4. 然后 想 办 法 (或 许 使 用 习题 18.2.3(a)) 取 极 限 ， 
对 于 坐标 都 是 实数 的 一 般 情形 得 到 结果 .) 

使 用 引 理 18.2.5 和 命题 18.2.6 给 实数 集 不 是 可 数 集 一 个 另 样 的 证 明 ( 即 重 证 推论 
8.3.4). 
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818.3 ”外 测度 不 是 加 性 的 


从 引 理 18.2.5 来 看 , 好 像 现在 只 要 验证 了 加 性 (ix), (xi), 我 们 就 为 拥有 一 个 可 
用 的 测度 做 完了 所 需 做 的 一 切 事 项 . 不 幸 的 是 , 外 测度 不 具有 加 性 , 即使 在 一 维 时 
也 是 如 此 . 

命题 18.3.1( 可 数 加 性 不 成 立 ) 存在 及 的 可 数 的 互 不 相交 的 子 集 族 (Aj)jeJ， 
使 得 


m“( A;) * Ym’(4;). 
JEJ JEJ 


证 明 ”我 们 需要 一 些 记号 . 设 Q 是 比例 数 集 , R 是 实数 集 . 如 果 对 于 某 实数 z， 
4=z+Q, 就 称 4 为 Q@ 的 陪 集 (coset), 这 里 A CR. 例如 , V2+Q 是 @ 的 陪 集 ， 
Q 自身 也 是 , 因为 Q = 0 +Q@. 注意 , 一 个 陪 集 4 可 能 对 应 于 几 个 z 的 值 , 例如 
2+Q 与 0+Q 完全 是 同一 个 陪 集 . 还 有 , 两 个 陪 集 不 可 能 彼此 重 迭 . 如 果 z+Q 
与 y 十 Q@ 相交 , z 是 它们 的 公共 点 , 那么 z - y 必 是 比例 数 (为 什么 ? 使 用 恒等式 
zy=(z 一 2z) 一 (y 一 Zz)), 从 而 z+Q 和 w+Q 必 相同 (为 什么 ? ). 所 以 任何 两 个 
陪 集 要 么 相同 , 要 么 不 相交 . 

注意 到 , Q 的 每 个 陪 集 4 都 与 [0,1] 有 非 空 的 交 . 实际 上 , 如 果 4 是 陪 集 , 那么 
对 于 某 实数 z，4 = zx 十 Q. 如 果 从 [一 z,1 一 z] 中 取 一 个 比例 数 gq, 就 有 z+ae [0,1]， 
于 是 4 门 [0,1] 包含 Zz 十 4g. 

设 R/Q 代表 Q 的 全 体 陪 集 所 成 的 集合 , 注意 这 是 一 个 元 素 为 (实数 的 ) 集合 
的 族 . 对 于 每 个 陪 集 4 e 了 R/Q, 我 们 取 一 个 za es A 门 [0, 1]. (这 要 用 到 选择 公理 , 见 
§8.4.) 设 巨 是 这 样 的 za 的 集合 , 即 := {zx4 : 4 e R/Q}. 注意 , 根据 这 个 作法 ， 
EC [0,1]. 

现在 考虑 集合 

天 = U (g++ E). 

gaeQ NN[-1,1] 
很 清楚 , 这 个 集合 含 在 [-1,?] 之 中 (因为 , 只 要 gq e [-1,1], zx € BC [0,1], 就 有 
gq 十 ZX € [一 1,2]). 我 们 说 这 个 集合 包含 区 间 [0, 1]. 实际 上 , 对 于 任意 的 ye [0,1,y 
必定 属于 某 个 陪 集 4( 例 如 , 它 属于 陪 集 y+ Q). 但 z4 属于 同一 陪 集 , 于 是 y 一 z4 
等 于 某 比 例 数 g. 由 于 y 和 za4 都 在 [0,1] 中 , 所 以 ge [-1,1]. 由 于 y= gq 十 x4, 所 
以 ye g++ 马 , 从 而 y EXX. 

我 们 断言 
mxX)#z Y, ml(q+E), 
geQ/\[-1,1] 


818.3 ”外 测度 不 是 加 性 的 395 


从 而 得 到 命题 的 结论 . 为 了 证 实 此 不 等 式 , 注意 到 
[0,1] © X C [~1,2), 
从 而 根据 单调 性 及 命题 18.2.6， 
1<m*(X) <3. 
对 于 不 等 式 的 右边 , 从 平移 不 变性 得 
5 mt DD ms 


aeq 门 二 -13] aeQa 门 -13] 
集合 QmI-1,1] 是 可 数 无 限 集 (为 什么 ?” ), 所 以 右边 或 为 0( 若 m*(E) = 0), 或 为 
co( 若 m*(E) > 0). 不 管 哪 种 情形 , 它 都 不 能 介 于 1 和 3 之 间 , 这 就 完成 了 证 明 ， 国 
注 18.3.2 ”上面 的 证 明 用 到 了 选择 公理 , 这 是 绝对 必要 的 . 可 以 使 用 数理 逻辑 
中 的 某 些 技巧 证 明 , 如 果 不 假定 选择 公理 , 那么 就 可 能 有 一 个 数学 模型 , 其 中 外 测 
度 是 可 数 加 性 的 . 
可 以 把 上 述 论证 加 以 精炼 而 证 明 : 事实 上 m* 也 不 是 有 限 加 性 的 . 
命题 18.3.3( 有 限 加 性 不 成 立 ) 存在 月 的 有 限 的 互 不 相交 的 子 集 族 (Aj)jeJ 
(J 是 有 限 集 ), 使 得 
m(U A;) 天 >》 mA;). 
JEJ je 


证 明 这 是 用 非 直接 的 论述 来 证 明 的 . 设 m* 是 有 限 加 性 的 . 设 巨 和 XX 是 命 
题 18.3.1 中 引入 的 集合 . 从 可 数 次 加 性 及 平移 不 变性 得 


mr*(X)< >》 mq+E)= > m’(E). 
qeQ 门 一 1 geQ/ \[—1,y) 


由 于 我 们 知道 1 < mm*(X) < 3, 所 以 有 m*(E) 0, 否则 的 话 将 有 m*(X) < 0, 这 是 
一 个 矛盾 . 

由 于 m*(E) 关 0, 所 以 存在 整数 n > 0, 使 得 m*(B) > +， 现在 设 J 是 
Q 门 -1,1| 的 一 个 基数 为 3n 的 有 限 子 集 ， 如 果 m* 是 有 限 加 性 的 ,那么 我 们 将 
会 得 到 

m(U(gtE)= Ym(at+E)= Ym(E) > ni =3. 
gq€y geJ qEJ 
但 我 们 知道 User(q+ 五 ) 是 X 的 子 集合 , 它 的 外 测度 最 多 为 3. 这 就 与 单调 性 相 矛 
盾 . 所 以 m* 不 能 是 有 限 加 性 的 . 于 
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注 18.3.4 这 里 的 例子 与 Banach-Tarski 悖 论 有 联系 , 这 个 悖 论 表 明 , (使 用 选 
择 公 理 ) 可 以 把 R3 的 单位 球 划分 成 五 份 , 这 五 份 经 旋转 和 平移 可 以 重新 构成 两 个 
完整 的 单位 球 ! 当然 , 这 个 分 法 必定 含有 不 可 测 集合 . 这 里 我 们 不 提供 这 个 悖 论 ， 
为 它 要 求 群 论 的 一 些 知 识 , 超出 本 书 的 范围 . 


818.4 可 测 集 


上 一 节 中 我 们 看 到 , 有 一 类 集合 的 外 测度 的 性 状 很 糟糕 , 以 至 于 可 以 用 来 作成 
违背 有 限 加 性 和 可 数 加 性 的 例子 . 但 这 些 集 合 是 相当 病态 的 , 它们 是 借助 于 选择 公 
理 构成 , 看 上 去 完全 是 人 造 的 . 人 们 会 希望 把 这 些 集合 排除 出 去 , 而 仍 保持 有 限 加 性 
和 可 数 加 性 . 很 幸运 , 这 是 可 以 实现 的 , 这 要 感谢 Constantin Carathéodory(1873 一 
1950) 的 一 个 聪明 的 定义 : 

定义 18.4.1(Lebesgue 可 测 ) 设 巨 是 R" 的 子 集合 . 如 果 对 于 Rn" 的 每 个 子 集 
合 4 都 成 立 

mr(4) = (4 门 已) 十 rm (4\ 石 )， 
就 称 忆 是 Lebesgue 可 测 的 或 简称 为 可 测 的 . 如 果 已 是 可 测 的 , 我 们 就 定义 互 的 
Lebesgue 测度 为 m(E) = m*(E); 如 果 互 不 是 可 测 的 , 我 们 说 m(E) 无 定义 . 

换 句 话说 , EB 是 可 测 的 指 的 是 , 当 我 们 用 EE 把 任意 的 集合 4 划分 成 两 部 分 时 ， 
加 性 保持 . 当然 , 如 果 m* 是 有 限 加 性 的 话 , 那么 每 个 集合 EB 都 将 是 可 测 的 ; 但 从 命 
题 18.3.3 知道 , 外 测度 并 不 是 有 限 加 性 的 . 可 以 把 可 测 集 看 作 是 使 有 限 加 性 成 立 的 
集合 . 有 时 我 们 把 m(E) 标 以 下 标记 作 mn(E) 以 强调 我 们 使 用 的 是 n 维 Lebesgue 
测度 . 

上 述 定 义 有 点 难于 使 用 , 在 实践 中 没 法 直接 从 这 个 定义 来 验证 一 个 集合 是 可 测 
的 . 所 以 我 们 先 用 这 个 定义 来 证 明 可 测 集 的 一 系列 有 用 的 性 质 ( 引 理 18.4.2 至 引 理 
18.4.11), 然后 我 们 将 或 多 或 少 地 仅 只 依靠 引 理 中 的 性 质 去 判断 一 个 集合 的 可 测 性 ， 
而 不 再 使 用 上 面 的 定义 . 

我 们 从 证 明 一 大 类 集合 确实 是 可 测 的 开始 . 空 集 B = gg 和 全 空间 互 = R" 显 
然 是 可 测 的 (为 什么 ? ). 还 有 另 一 个 可 测 集 的 例子 ; 

引 理 18.4.2( 半 空间 是 可 测 的 ) 半空 间 


{(zl Zn)ER":zn>0l 


是 可 测 的 . 
证 明 见习 题 18.4.3. 四 
注 18.4.3 类似 的 论述 还 表明 , 任何 形 如 


{(zi Zn) € R" : 7; > 0} 
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或 者 


{(zl) … , Tn) ER":2; < 0} 


的 半空 间 也 是 可 测 的 , 其 中 1< ;<n. 

现在 给 出 可 测 集 的 更 多 的 性 质 . 

引 理 18.4.4( 可 测 集 的 性 质 ) 

(a) 如 果 马 可 测 , 那么 R"\ 轧 也 可 测 . 

(b) (平移 不 变性 ) 如 果 互 是 可 测 的 , 而 有 全 ZERn", 那么 Z 十 五 也 是 可 测 的 ,并 
且 m(z+E)=m(E). 

(c) 如 果 El 和 Eo 都 是 可 测 的 , 那么 Eli 门 B2 和 El Eo 也 是 可 测 的 . 

(d) (Boole 代数 性 质 ) 如 果 所 ,… ,Ew 是 可 测 的 , 那么 U1; 和 站 六 1 到 
是 可 测 的 . 

(e) 每 个 开 盒子 和 每 个 闭 盒 子 都 是 可 测 的 . 

(f) 任何 外 测度 为 零 的 集合 巨 ( 即 m* (五 ) = 0) 都 是 可 测 的 . 

证 明 见习 题 18.4.4. 图 

由 引 理 18.4.4, 我 们 已 经 证 明了 , 在 我 们 所 希望 的 可 测 集 的 性 质 的 清单 上 的 (ii)， 
(过 ),， (xiii), 而 且 还 正在 向 (i) 前 进 . 我 们 还 有 有 限 加 性 (在 我 们 的 希望 清单 上 的 (ix)). 

引 理 18.4.5( 有 限 加 性 ) 设 (Ej)jey 是 互 不 相交 的 可 测 集 的 有 限 族 , 而 A 是 
任意 的 一 个 集合 (不 必 是 可 测 的 ), 那么 


m*(AN(U BE;)) = > m*(ANE;). 
JEJ 


jE€EJ 
还 有 
m( U B;) = Sm(B;). 
JE jEJ 
证 明 ”见习 题 18.4.6. 图 


注 18.4.6 车 把 引 理 18.4.5 和 命题 18.3.3 合 起 来 , 就 推出 存在 不 可 测 集 , 见习 
题 18.4.5. 
推论 18.4.7 若 ACB 是 两 个 可 测 集 , 则 B\4 也 是 可 测 集 , 并 且 


m(B\4)=m(B)—-m(4)，( 当 m(A4) < oo 时 ). 


证 明 见习 题 18.4.7. 图 

现在 证 明 可 数 加 性 . 

引 理 18.4.8( 可 数 加 性 ) 设 (i;)jeJ 是 互 不 相交 的 可 测 集 的 可 数 族 , 那么 集合 
Ujey E; 是 可 测 的 , 而 且 m(Jjey E;) = > m(E;). 


JEJ 
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证 明 令 万 := Uj;ey BB;. 我 们 先 证 明 EB 是 可 测 的 . 设 4 是 任意 的 集合 , 我 们 
要 证 明 
mnm*(A)=m(ANE)+m(A\ BE). 


ANE = U (ANE,;,) 
大 三 1 
(为 什么 ? ), 从 而 根据 可 数 次 加 性 ， 
ms(4 站 BE) < > me*(4 站 Bi)， 
k=1 


把 此 式 重 写 为 
m"(ANE) < sup >_,m"*(ANE;,). 
”k=1 


设 Fv 是 集合 Fw := UL， Bj.. 由 于 各 4 门 B;, 都 是 互 不 相交 的 , 并 且 它 们 的 
并 集 是 4 门 Fw, 我 们 从 引 理 18.4.5 看 到 


N 

Dm*(ANE;,) = m’*(ANFy), 

k=] 
从 而 

m(ANE) < sup m*(ANFN). 

N>1 
现在 来 看 集合 A\ EE. 由 于 Fw SG 五 为什么? ), 所 以 A\ EC A\ Fw( 为 什么 ? ). 根 
据 单调 性 得 , 对 于 一 切 NN， 
m(A\E)< m'(A\FN). 
那么 
mANE)+nm(A\E) < Sup m(ANFN)+m*(A\EB) 


< sup (mM’(ANFN)+m’*(A\ Fn)).. 
NZ>1 


但 由 引 理 18.4.5 得 知 Fy 是 可 测 的 , 从 而 
m (ANFN)+m(A\ Fn) = m’*(A). 
把 这 些 式 子 合 起 来 , 得 
m(ANE)+m(A\ BE) < m*(A). 


818.4 可 测 集 399 


但 由 有 限 次 加 性 , 我 们 有 
m*(ANE)+m'(A\E) > mr*(4)， 


于 是 推出 所 要 的 等 式 . 这 证 明了 忆 是 可 测 的 . 
为 完成 引 理 的 证 明 , 还 需要 证 m(E) 等 于 二 m(B;). 先 从 可 数 次 加 性 看 到 
jE 


Do 


m(E) < > m(B;) = 2_,m(BE;,). 


jeyJ k=1 


另 一 方面 , 根据 有 限 加 性 和 单调 性 , 我 们 有 
N 
m(E) > m(Fy) = > m(E;,). 
k=1 


m(E) 之 m(E;, )， 


天 一 工 
从 而 得 到 _ 
m(E)= >》 mE) = >_m(E;). 
k=1 jE€EJ 


贸 
这 证 明了 我 们 的 希望 清单 上 的 性 质 (xi). 接 下 来 我 们 处 理 可 数 并 和 可 数 交 . 
引 理 18.4.9(o 代数 性 质 ) 若 (Qj)jey 是 可 测 集 的 可 数 族 (那么 J 是 可 数 集 )， 

那么 并 ;ej 9; 与 交 门 jcyr9Qi 都 是 可 测 集 . 

证 明 见习 题 18.4.8. 图 

我 们 的 希望 清单 上 最 后 需要 验证 的 就 是 (i). 我 们 需要 一 个 预备 引 理 . 

引 理 18.4.10 每 个 开 集 可 以 写成 可 数 个 或 有 限 个 开 鳄 子 的 并 . 

证 明 我们 需要 一 个 记号 . 设 巨 = TI=1(azb) 是 开 盒子 , 如 果 所 有 的 分 量 ai,b; 
都 是 比例 数 , 就 称 B 为 比例 盒子 (rational box). 注意 , 总 共 只 有 可 数 个 比例 盒子 (这 
是 因为 比例 盒子 由 2n 个 比例 数 确定 , 从 而 与 Q?* 有 同样 的 基数 . 但 Q 是 可 数 集 ， 
而 有 限 个 可 数 集 的 笛 卡 儿 乘 积 是 可 数 集 , 见 推论 8.1.14 和 推论 8.1.15). 

我 们 作出 下 述 断 言 : 给 定 任何 开 球 B(z,7), 都 存在 一 个 比例 盒子 B 含 在 B(z,7) 
中 并 且 含有 点 z. 为 证 明 此 断言 , 记 z = (zi …… ,zn). 对 于 每 个 1<ig<n, 让 a; 和 
bi 是 满足 如 下 条 件 的 比例 数 


rT 下 
zi 一 一 Cai<oi<bi<zi 十 一 . 
LA nn 
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显然 [i_1(ai; bi) 是 含有 点 z 的 比例 盒子 . 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 (或 三 角形 不 等 式 ) 

经 简单 计算 得 知 , 此 盒子 包含 在 B(z,7) 中 , 我 们 把 证 明 此 事 的 细节 留 给 读者 . 
现在 设 EE 是 开 集 , 并 设 一 是 全 体 含 在 B 中 的 比例 盒子 的 集合 , 考虑 二 中 的 全 

体 盒子 的 并 集 刷 B. 显然 , 因为 中 的 每 个 盒子 都 含 在 如 中 , 所 以 出 B 含 在 


已 中 . 另 一 方面 由 于 五 是 开 集 , 我 们 看 到 , 对 于 每 个 > e 也， 都 存在 一 个 球 B(x,7) 
含 在 巨 中 . 而 根据 前 面 的 断言 , 这 个 球 包含 一 个 含 z 点 的 比例 盒子 , 从 而 zx 含 在 
U B 中 . 于 是 有 
BeET . 
E= UB. 
Be 

注意 , 是 可 数 的 或 者 有 限 的 , 因为 它 是 全 体 比 例 盒子 的 集合 的 一 个 子 集合 , 而 全 
体 比例 盒子 的 集合 是 可 数 集 . 国 

引 理 18.4.11(Borel 性 质 ) 每 个 开 集 及 每 个 闭 集 都 是 Lebesgue 可 测 集 . 

证 明 只 需 对 于 开 集 进行 证 明 , 因为 对 于 闭 集 的 结果 可 从 对 于 开 和 集 的 结果 借助 
于 引 理 18.4.4(a)( 即 性 质 (ii)) 推出 . 设 如 是 开 集 . 根据 引 理 18.4.10，E 是 盒子 的 可 
数 并 . 由 于 我 们 已 经 知道 盒子 是 可 测 的 , 而 可 测 集 的 可 数 并 是 可 测 的 , 所 以 我 们 就 
知道 刀 是 可 测 的 . EE 

Lebesgue 测度 的 构造 及 其 基本 性 质 , 现在 已 经 研究 完了 . 现在 我 们 要 进入 构建 
Lebesgue 积分 的 下 一 步骤 一 一 刻画 我 们 可 以 进行 积分 的 函数 . 


习 题 18.4 


18.4.1 设 4 是 及 中 的 开 区 闻 . 证 明 m*(4) =mm*(4 站 (0,co)) +m*(4\(0,co)). 

18.4.2 设 4 是 RR” 中 的 开 盒子 , EE 是 半空 间 EE := {(z1,… ,zn) e Rn" : zn > 0}. 证 明 
m*(4)=m*(ANE)+m’*(A\ EB). (提示 : 用 习题 18.4.1.) 

18.4.3 ”证 明 引 理 18.4.2. (提示 : 用 习题 18.4.2.) 

18.4.4 ”证 明 引 理 18.4.4. (提示 : 对 于 (c), 先 证 明 


m*(A)=m’(ANBNE2) + m*(ANB \ Ez) 
+m’(ANBEz2 \ Ei) +m’*(A\ (EIUE2)). 


Venn 图 (Venn diagram?) 或 许 有 用 . 还 有 , 可 能 需要 有 限 次 加 性 . 用 (c) 证 (d), 并 
用 (b) 和 (d) 以 及 引 理 18.4.2 的 各 种 不 同形 式 去 证 (e)). 

18.4.5 ”证 明 : 在 命题 18.3.1 和 命题 18.3.3 的 证 明 中 使 用 的 集合 EE 是 不 可 测 集 . 

18.4.6 ”证 明 引 理 18.4.5. 

，18.4.7 “用 引 理 18.4.5 证 明 推 论 18.4.7. 
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18.4.8 ”证 明 引 理 18.4.9. (提示 : 对 于 可 数 并 问题 , 写 J] = {7,72,… 以 及 Fw := U1 Qi， 
En := Fw \ Fw-_i, 其 中 Fo 理解 为 空 集 . -然后 用 引 理 18.4.8. 对 于 可 数 交 问题 , 使 用 
刚 做 的 一 切 及 引 理 18.4.4(a).) 
18.4.9 ” 设 A CR? 是 集合 4 := [0,1]*\Q@?, 即 4 是 [0,1]? 中 的 坐标 xz,y 不 全 为 比例 数 的 
点 (z,y) 的 全 体 所 成 的 集合 . 证 明 : 4 是 可 测 的 , 并 且 m(4) = 1, 但 4 没有 内 点 .( 提 
示 : 比较 容易 的 作法 是 使 用 外 测度 和 测度 的 性 质 , 包括 上 面 的 习题 中 的 结果 , 要 是 想 从 
定义 出 发 直接 证 明 , 就 困难 得 多 .) 
18.4.10 设 A4CBCR” 证 明 , 如 果 B 是 Lebesgue 可 测 集 并 且 测 度 为 等, 那么 4 也 是 
Lebesgue 可 测 集 , 且 测 度 为 零 . 
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在 Riemann 积分 理论 中 , 我 们 只 能 对 一 类 特定 的 函数 Riemann 可 积 函 数 
进行 积分 . 现在 我 们 可 以 对 大 得 多 的 一 类 函数 一 一 可 测 函 数 进 行 积分 ,更 准确 地 
说 , 我 们 只 能 积分 那些 绝对 可 积 的 可 测 函 数 . 详情 见 后 . 

定义 18.5.1( 可 测 函 数 ) 设 Q 是 R" 的 可 测 子 集 , 并 设 f : 0 一 Rm 是 函数 . 
如 果 每 个 开 集 VE R™ 的 道 象 f-1(V) 都 是 可 测 的 , 则 说 f 是 可 测 的 . 

正如 早先 讨论 过 的 , 我 们 在 现实 生活 中 过 到 的 集合 绝 大 多 数 都 是 可 测 的 , 所 以 
很 自然 的 是 , 我 们 在 现实 生活 中 处 理 的 绝 大 多 数 函 数 也 都 是 可 测 的 . 例如 , 连续 函 
数 自 动 是 可 测 的 . 

引 理 18.5.2( 连 续 函 数 是 可 测 的 ) 设 Q 是 Rm 的 可 测 子 集 , 并 设 了 :0 一 Rm 
是 连续 的 . 那么 f 也 是 可 测 的 . 

证 明 设 V 是 Rm 的 任意 的 开 子 集合 . 由 于 f 是 连续 的 , f-1(V) 相对 于 Q 是 
开 集 ( 见 定理 13.1.5(c)), 也 就 是 说 f-1(V) = W 门 9, 其 中 W 是 Rm 中 的 某 个 开 
集 ( 见 命题 12.3.4(a)). 由 于 W 是 开 集 , 所 以 它 是 可 测 集 ; 由 于 Q 是 可 测 集 , 所 以 
W 门 0 也 是 可 测 集 . 国 

根据 引 理 18.4.10, 我 们 得 到 一 个 容易 判断 函数 是 否 可 测 的 准则 . 

引 理 18.5.3 设 Q 是 下 "的 可 测 集 , 并 设 让 :Q 一 了 mm 是 函数 . f 可 测 的 充分 
必要 条 件 是 对 于 每 个 开 铭 子 BCR"*，f-1(B) 都 是 可 测 集 . 

证 了 明 见习 题 18.5.1. 图 

推论 18.5.4 设 是 Rr 的 可 测 子 集 并 设 f : Q 一 Rm 是 函数 .假设 
f= (有 1,… ,fm), 其 中 广 : 人 一 Rm 是 了 的 第 j 个 坐标 . 那么 是 可 测 的 当 且 仅 当 
每 个 fj; 单独 都 是 可 测 的 . 

证 了 明 见习 题 18.5.2. 加 

不 幸 的 是 , 并 非 两 个 可 测 函 数 的 复合 自动 是 可 测 的 , 然而 我 们 有 下 述 最 佳 结果 : 
一 个 连续 函数 作用 在 一 个 可 测 函 数 上 的 结果 仍 是 可 测 的 . 
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引 理 18.5.5 设 Q 是 Rm 的 可 测 子 集 , 并 设 W 是 民 ” 的 开 子 集 . 如 果 f:Q 一 
W 是 可 测 的 而 g:W 一 R? 是 连续 的 , 那么 gof :0 一 了 2 是 可 测 的 . 

证 明 见习 题 18.5.3. 图 

此 引 理 的 一 个 直接 推论 是 : 

. 推论 18.5.6 设 8 是 Rr 的 可 测 子 集 . 如 果 了 :一 民 是 可 测 函 数 , 那么 | 骨 |， 
max(f,0)，min(f,0) 都 是 可 测 函 数 . 

证 明 ”把 引 理 18.5.5 应 用 于 函数 g(z) := |z|，g(z) := max(z,0)，g(z) := 
min(z, 0) 即 可 . 国 

一 个 稍微 不 太 直 接 的 推论 是 : 

推论 18.5.7 设 Q 是 有 R* 的 可 测 子 集 . 如 果 了 :0 一 及 以 及 g9:0 一 及 都 
是 可 测 函 数 , 那么 十 g，fg，max(f,9)，min(f,9) 都 是 可 测 函 数 . 如 果 对 于 一 切 
ZT EQ，g(z) 关 0, 那么 上 也 是 可 测 函 数 . 

证 明 ”考虑 f +g. 我 们 可 以 把 它 写 成 koh, 其 中 hh:Q 一 R? 是 函数 hz) = 
(f(z),g(z)), 而 大 :有 2 一 玉 是 函数 Ka,b :=a+b. 由 于 f,g 是 可 测 的 , 所 以 根据 推 
论 18.5.4, hh 也 是 可 测 的 . 由 于 是 连续 的 , 于 是 , 从 引 理 18.5.5 我 们 看 到 有 oh 是 
可 测 的 . 可 用 类 似 的 论述 处 理 其 他 情形 ; 只 有 一 件 事 , 当 处 理 4 的 情形 时 , 应 该 用 
空间 {(a,68) e R? :5b 关 0} 来 代替 R? 以 保持 映射 (a,5) 一 & 是 定义 成 功 的 并 且 是 
连续 的 . 区 

可 测 函 数 的 另 一 个 刻画 方式 由 下 述 引 理 给 出 . 

引 理 18.5.8 设 QQ 是 有 Rr 的 可 测 子 集 , 并 设 了 :9 一 及 是 函数 . 那么 f 可 测 
当 且 仅 当 对 于 每 个 实数 ag，f-!((a, co)) 可 测 . 

证 明 ”见习 题 18.5.4. 国 

受 此 引 理 启发 , 下 面 我 们 把 可 测 函 数 的 概念 推广 到 广义 实数 系 


R* := RU{o0}U{—o0}. 


定义 18.5.9( 广 义 实数 系 中 的 可 测 函 数 )” 设 0 是 R" 的 可 测 子 集 . 函数 f: 
Q 一 R* 叫 作 可 测 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 实数 a，f-1((a, co]) 是 可 测 的 . 

注意 , 引 理 18.5.8 保证 可 测 性 的 概念 对 于 取 值 于 广义 实数 集 R* 的 函数 与 对 于 
仅 在 实数 集 及 中 取 值 的 函数 是 一 致 的 . 

可 测 性 关于 极限 具有 良好 的 性 状 : 

引 理 18.5.10( 可 测 函 数 序 列 的 极限 是 可 测 函 数 )” 设 2 是 RR" 的 可 测 子 集 . 对 
于 每 个 正 整 数 上 , 设 内 :QQ 一 民 * 是 可 测 函 数 . 那么 函数 


supfrx, inf fr, limsup fk, liminf f.. 
k>1 k>1 大 一 co 天 一 oo 
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都 是 可 测 函 数 . 当然 , 如 果 ( 厌 ) 中 1 逐 点 收 仇 到 了 :0 一下, 则 f 也 是 可 测 的 . 
证 明 ”我 们 先 证 明 关于 supk>l fi 的 结论 . 把 此 函数 叫 作 9. 我 们 要 证 对 于 每 
个 ag，g-1((a, co)) 是 可 测 的 . 但 根据 上 确 界 的 定义 , 我 们 有 


g 1((a, 00)) = U fr ((a, 00)) 
k31 


(为 什么 ? ). 由 于 可 测 集 的 可 数 并 仍 为 可 测 集 , 所 以 上 面 的 集合 可 测 , 得 到 所 要 的 结 
论 . 
类 似 的 论证 适用 于 infk>i fk. 对 于 上 极限 和 下 极限 的 结论 则 从 恒等式 


limsup fr = infsup fx 
天 一 co 7m 之 1 k>m 
以 及 
liminf fr = supinf fi 
大 一 co m2>1k>m 
( 见 定 义 6.4.6) 推出 . 加 
你 可 以 看 出 , 对 于 一 个 可 测 函 数 所 做 的 差不多 任何 事情 都 将 制造 出 另 一 个 可 测 
函数 来 . 这 基本 上 就 是 为 什么 我 们 在 数学 中 所 处 理 的 几乎 每 个 函数 都 是 可 测 函 数 
的 缘由 . (确实 , 构造 不 可 测 函数 的 唯一 途径 是 使 用 人 造 的 手段 , 像 引用 选择 公理 的 
办 法 .) 


习 题 


18.5.1 ”证 明 引 理 18.5.3. (提示 : 使 用 引 理 18.4.10 和 c 代数 性 质 .) 

18.5.2 ”使 用 引 理 18.5.3 导出 推论 18.5.4. 

18.5.3 ”证 明 引 理 18.5.5. 

18.5.4 ”证 明 引 理 18.5.8. (提示: 使 用 引 理 18.5.3， 作 为 准备 性 的 步 又 , 你 可 能 需要 证 明 : 如 
果 对 于 一 切 ag，f-!((a, co)) 是 可 测 的 , 那么 对 于 一 切 ag，f-!([a, co)) 也 是 可 测 的 .) 

18.5.5 设 j 广 :了 Rn" 一 下 是 Lebesgue 可 测 的 , 并 设 g : 了 "一 下 在 一 个 测度 为 零 的 集合 之 
外 与 f 相同 , 即 , 存在 一 个 集合 4 C Rn"，m(4) = 0, 而 且 对 于 一 切 zx € R"\ 4， 
f(z) = g(z). 证 明 : g 也 是 Lebesgue 可 测 的 . (提示 : 使 用 习题 18.4.10.) 
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在 第 11 章 中 , 我 们 建立 Riemann 积分 的 第 一 步 是 积分 一 类 特别 简单 的 函数 ， 
即 逐 段 常 值 函数 . 逐 段 常 值 函数 的 一 个 特点 是 , 它 只 取 有 限 个 值 (这 与 实际 生活 中 
的 绝 大 多 数 函 数 相反 , 绝 大 多 数 函 数 都 取 无 限 多 个 值 ). 一 旦 知道 如 何 积分 逐 段 常 值 
函数 , 就 可 以 使 用 类 似 的 手段 来 积分 其 他 Riemann 可 积 函 数 了 . 

我 们 将 使 用 类 似 的 体系 (philosophy) 来 构建 Lebesgue 积分 .从 考虑 一 类 特殊 
的 可 测 函 数 简单 函数 开始 , 然后 叙述 如 何 积分 简单 函数 , 由 此 建立 对 于 一 切 可 
测 函数 (或 至 少 是 绝对 可 积 的 函数 ) 的 积分 . 


819.1 简单 函数 


定义 19.1.1( 简 单 函 数 )” 设 9 是 R" 的 可 测 子 集合 , 并 设 f :0 一 R 是 可 测 
函数 . 如 果 象 f(Q) 是 有 限 集 , 就 说 f 是 简单 函数 . 也 就 是 说 , 如 果 存 在 有 限 个 实数 
cl …… ,CN 使 得 对 于 每 个 ze 9, 必 有 某 1 < 7 < N 使 f(x) = 6c;, 那么 f 叫 作 简单 
函数 . 
例 19.1.2 设 Q 是 R" 的 可 测 子 集合 , 并 设 瑟 是 9 的 可 测 子 集合 . 我 们 定义 
特征 函数 xp(z):Q 一 民 为 


1， 如果 z e 一 


-| 0， 如 果 z e RN. 


(在 某 些 教材 中 , Xe 也 写成 1g, 并 叫 作 指示 函数 (indicator function). 那么 Xe 是 可 
测 函 数 (为 什么 ?), 并 且 是 简单 函数 , 因为 象 xz(Q) 是 {0,1} (或 者 , 当 记 = 儿 时 
Xz(O) 是 {0}, 当 忆 = 9 时 xz(9) 是 {1)). 

我 们 对 于 简单 函数 的 三 条 基本 性 质 作 一 注 记 : 它们 构成 线性 空间 , 它们 是 特征 
函数 的 线性 组 合 , 它们 逼近 可 测 函 数 . 更 准确 地 说 , 我 们 有 以 下 三 条 引 理 . 

引 理 19.1.3 设 人 2 是 民 * 的 可 测 子 集 , 并 设 f: 人 0 一 民 以 及 g:Q 一 民 是 简 
单 函数 . 那么 了 二 g9g 也 是 简单 函数 . 还 有 , 对 于 任意 的 数 cE 民 , 函数 cj 也 是 简单 函 
数 . 

证 明 ”见习 题 19.1.1. 国 

引 理 19.1.4 设 8 是 了 Rm 的 可 测 子 集合 , 并 设 有: 一 民 是 简单 函数 . 那么 存 
在 有 限 个 实数 c1,… ,cN, 和 2 中 的 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 集 ,2,… ,En, 使 
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得 f =D cx. 
证 明 见习 题 19.1.2. 转 
引 理 19.1.5 设 风 是 陈 "” 的 可 测 子 集合 , 并 设 :一 民 是 可 测 函 数 . 假设 
f 总 不 取 负 值 , 即 对 于 一 切 z E Q，f(7) > 0. 那么 存在 一 列 简单 函数 有 i, f2, f3,…， 
fk :2 一 民 , 使 得 大 不 取 负 值 并 且 (fi) 中 1 是 增 序 列 , 即 对 于 一 切 zEQ0 


0 < f(z) < fo(7z) < falz) < …, 
而 且 (fk) 忆 1 逐 点 收敛 到 f, 即 对 于 一 切 TEn 
dim fr(z) = f(z). 


证 明 ”见习 题 19.1.3. 图 

我 们 现在 说 明 如 何 计算 简单 函数 的 积分 . 

定义 19.1.6( 简 单 函 数 的 Lebesgue 积分 )” 设 Q 是 R" 的 可 测 子 集 , 并 设 了 : 
Q 一 R 是 简单 函数 , 它 不 取 负 值 , 于 是 f 是 可 测 的 , 并 且 象 f(Q) 是 [0, oo) 中 的 有 
限 集 . 我 们 定义 f 在 Q 上 的 Lebesgue 积分 为 


f+:= yam({z eQ: f(z)=N)). 
D AEf(N);A>0 
有 时 我 们 也 把 jj 写成 fh fdm( 以 强调 Lebesgue 测度 m 的 作用 ) 或 使 用 盆 
候 变 元 , 例如 z, 记 作 / f(z)dz. 
例 19.1.7 设 f:R 一 民 是 函数 , 它 在 [1,2] 上 等 于 3, 在 (2,4) 上 等 于 4, 而 
在 其 他 地 方 都 等 于 零 . 那么 


[f=3x m2) +4x m2,)) =3x 1 十 4x2=11. 
Q 
又 设 9 :及 一 玉 是 函数 , 它 在 [0, ceo) 上 等 于 1, 而 在 其 他 地 方 都 等 于 零 , 那么 
/=1xmlonoo)=1xoo=oo 
Q 


可 见 , 简单 函数 的 积分 可 以 等 于 oo. (我 们 限于 考虑 非 负 函数 的 积分 为 的 是 避 
免 出 现形 如 oo 十 (一 00) 的 无 意义 的 式 子 .) 

注 19.1.8 ”注意 , 积分 的 这 个 定义 对 应 于 把 积分 (至 少 非 负 函 数 的 积分 ) 看 作 
函数 的 图 像 下 方 的 面积 (或 高 维 情形 下 的 体积 ) 的 直观 概念 . 

非 负 简单 函数 的 积分 的 另 一 种 表述 如 下 . 
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引 理 19.1.9 设 Q 是 下 "” 的 可 测 子 集 , 并 设 Bl,… ,En 是 Q 中 的 有 限 个 两 
两 不 交 的 可 测 子 集 . 设 c1,… ,c 为 非 负 实数 (不 必 两 两 不 同 ). 那么 我 们 有 


) Don, - DemB) 
j=1 
证 明 可 以 假定 没有 一 个 cj 是 零 ， 因为 可 以 把 这 些 零 从 等 式 两 边 移 掉 . 设 
f := Bex 那么 f(z) 或 等 于 某 cj ( 当 ze Bj) 或 等 于 0 ( 当 z 4 U7 1B;). 于 
是 f 是 简单 函数 ， 并 且 f(Q) c {0} Uf{e; :1<j< N}. 那么 根据 定义 ， 
下 f= 和 Mm({zeQ:f()=N)) 


AEf{cj:1<j<N} 


Mm(UigjgN:e=sE7): 
Mef{ci:1&j<N} 


但 根据 Lebesgue 测度 的 有 限 加 性 , 这 等 于 
A 9 mBE)= > yom(B,). 


和 efci:lgjigN} 1<j<N;cj=X MAefcj:ligjigNISJSNicy=》 
由 于 每 个 c; 只 从 等 了 个 入 值 , 所 以 每 个 ; 在 这 个 和 式 中 恰 出 现 一 次 . 从 而 上 面 
的 表达 式 等 于 时 cim(E;). 国 


非 负 人 简单 函数 的 Lebesgue 积分 的 一 些 简 单 性 质 : 

命题 19.1.10 设 人 2 是 可 测 集 , 并 设 f:Q 一 RR 以 及 g: 一 民 蕴 为 非 负 简 单 
吉 数 . 

(a) 我 人 有 0< 太 f < oo0. 还 用 f= 二 0 当 且 仅 当 


m({z EQ: Fr) #0})=0. 


fera=/s+ fs 


(c) 对 于 任意 的 正 数 c, 有 
/sr=c/ 


(d) 如 果 对 于 一 切 ZEQ，jftz) 和 9g(z), 那么 


A fs 


(b) 我 们 有 
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我 们 作 一 个 非常 方便 的 符号 约定 : 如 果 一 个 性 质 P(z) 对 于 Q 的 除去 一 个 零 
测度 集 外 的 一 切 点 都 成 立 , 就 说 已 对 于 Q 的 几乎 每 点 (almost every point) 成 立 ， 
或 者 PP 在 Qn 上 几乎 处 处 (almost everywhere) 成 立 . 

证 明 ”根据 引 理 19.1.4 或 由 公式 


f= PD 入 X{fzen:f(tz)=》}， 
Mef(N)\{O} 


我 们 可 把 f 写成 特征 函数 的 线性 组 合 , 即 


N 
f= 》 cjXBi， 


j=1 


其 中 E1,… , En 是 Q 的 互 不 相交 的 子 集合 , 而 cj 是 正 数 . 类 似 地 我 们 可 写 


M 
9 一 pm dkXF:, 
k= 二 1 


其 中 态 ,… ,Fm 是 9 的 互 不 相交 的 子 集合 , 而 di 是 正 数 . 
(a) 由 于 


N 
/ f= cm(E;), 
n jj 


所 以 这 个 积分 值 显然 介 于 0 和 oo 之 间 . 如 果 f 几乎 处 处 等 于 零 , 则 忆 的 测度 必 
为 零 (为 什么 ?), 从 而 /f= 0. 反 过 来 , 如 果 人 了 = 0, 那么 


N 
cim(E;) = 0， 
j=1 
此 式 仅 当 全 部 mm( 已 ) 都 是 零 时 才能 成 立 (因为 全 部 c; 都 是 正 数 ). 那样 的 话 , UJ 六 1 ; 


的 测度 是 零 , 从 而 f 在 Q 上 几乎 处 处 为 零 . 
(b) 写 Bo := QR\UjL1 Bi 以 及 co := 0, 那么 有 


0 = Eol Ei “a UEn, 
N 
f= SciXe,. 
y=0 
类 似 地 , 写 := QR \ Ukci Fi 以 及 do := 0, 那么 


M 
gs >》>， dkXF, * 
k=0 
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由 于 
人 一 EoUEiU 二 看 UEN 一 FoUPU ‘i UFwm, 
所 以 
N M 
J” > 本 台 人 交 
7=0K=0 
M NN 
9 一 0Xa es 
k=0 j=0 
从 而 
f+g= > (G + dk)xXp, fe 
0gij<N;OSkSM 


于 是 根据 引 理 19.1.9, 我 们 有 
hu +g)= > (+dr)m(BfNF:). 


0<j<NiO<k<M 


另 一 方面 , 我 们 有 
[1= SomB)= 5 om(Bna 
0 o<j<N 


0<J 和 NiO<kRSA 
以 及 类 似 地 
hs i ee ee oy 
由 此 推出 结论 (b). 
(ce) 由 于 cf = 2 ccjxa ,我 们 有 


N N 
| = 2 ym = 2 mB) = eh 
(d) 写 h:=g 一 f. 那么 h 是 简单 的 、 非 负 的 , 并 且 g = f+h. 于 是 由 (b) 得 


-人 


但 根据 (a)，Joh > 0, 所 以 hg< of 
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习 题 19.1 


19.1.1 ”证 明 引 理 19.1.3. 
19.1.2 证明 引 理 19.1.4. 
19.1.3 ”证 明 引 理 19.1.5. (提示 : 令 


fn(7) := up {区 :JEZ， < min (2", fo), 


即 f(z) 是 既 不 超过 f(z) 也 不 超过 2” 的 2-" 的 最 大 整数 倍 . 你 可 能 希望 画 个 图 看 
看 及, f2, fa,…. 都 是 什么 . 然后 证 明 fn 具有 所 需要 的 性 质 .) 


819.2 ” 非 负 可 测 函 数 的 积 


我 们 现在 从 非 负 简单 函数 的 积分 过 渡 到 非 负 可 测 函 数 的 积分 .我 们 允许 可 测 
函数 有 时 取 值 ox. 

定义 19.2.1( 优 控 Majorization) 设 j 让 :0 一 术 和 59:Q 一 形 都 是 函数 . 如 果 
对 于 一 切 zeQ 有 jf(z)>9(z), 就 说 f 高 于 ( 即 上 方 控制 )9, 或 9 低 于 即 下 方 控制 了 . 

我 们 有 时 也 用 短语 “f 控制 (dominates) 9” 代 替 “ 广 高 于 g?. 

定义 19.2.2( 非 负 函 数 的 Lebesgue 积分 ) 设 9 是 R" 的 可 测 子 集 , 并 设 f: 
Q 一 [0, co] 是 非 负 可 测 的 . 我 们 定义 f 在 Q 上 的 Lebesgue 积分 人 /为 


大 { [ s : s 是 简单 的 , 非 负 的 , 并 且 低 于 由 


注 19.2.3 ”读者 应 将 此 概念 与 定义 11.3.2 中 的 Riemann 下 积分 概念 进行 比 
较 . 有 趣 的 是 , 这 里 我 们 不 需要 用 上 积分 来 匹配 这 个 下 积分 . 
注 19.2.4 注意 , 如 果 QW’ 是 Q 的 可 测 子 集合 , 则 我 们 可 以 把 f 限制 到 Q' 上 
面 来 定义 /o,f, 于 是 
/ f := . ja 
nN Nr 


我 们 必须 验证 这 个 定义 与 前 面 关于 非 负 简单 函数 的 Lebesgue 积分 的 定义 是 相 
容 的 , 也 就 是 说 , 如 果 f : 9 一 RR 是 不 取 负 值 的 简单 函数 , 那么 人 /由 此 定义 给 出 
的 值 必须 与 按 前 面 的 定义 给 出 的 值 一 样 . 但 这 是 明显 的 , 因为 f 肯定 低 于 它 自己 ， 
而 根据 命题 19.1.10(d), 任何 低 于 /的 非 负 简单 函数 。 的 积分 ( 按 前 面 的 定义 ) 必 
定 小 于 或 等 于 /, /( 按 前 面 的 定义 )， 

注 19.2.5 ”注意 , /了 永远 不 小 于 0, 因为 0 是 简单 的 、 非 负 的 、 低 于 f 的 . 
当然 几 7 可 以 等 于 oc. 
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非 负 可 测 函 数 的 Lebesgue 积分 的 一 些 简单 性 质 (包含 命题 19.1.10): 

命题 19.2.6 设 是 可 测 集 , 并 设 :0 一 [0ocol 和 g:Q 一 [0,oo] 为 非 负 可 
测 函 数 . 

(a) 我 们 有 0 < /of < oo. 还 有 , /4f = 0 的 充分 必要 条 件 是 对 于 几乎 每 个 
ZEegQ 都 有 jz)=0. 

(b) 对 于 任意 的 正 数 c, 有 focf =cjof. 

(c) 如 果 对 于 一 切 TE 0, f(z) < g(z), 那么 我 位 有 /of < Jo9. 

(d) 如 果 对 于 几乎 每 个 zem, f(z) = g(z), 那么 hf = Jog: 

(e) 如 果 人 CQ 是 可 测 的 , 那么 o,f = 人 jxo < Jof. 

证 明 ”见习 题 19.2.1. 图 

注 19.2.7 命题 19.2.6(d) 是 相当 有 趣 的 , 它 说 的 是 可 以 改变 函数 在 任何 测度 
为 零 的 集合 上 的 值 (例如 , 可 以 改变 函数 在 每 个 比例 数 上 的 值 ) 而 完全 不 影响 它 的 
积分 . 也 就 是 说 , 任何 单个 点 , 甚至 点 的 零 测度 集合 , 对 于 函数 的 积分 值 是 什么 都 毫 
无 “贡献 ", 只 有 点 的 正 测度 集合 才 对 积分 发 生 影响 . 

注 19.2.8 ”注意 , 我 们 尚 不 曾 尝试 交换 求 和 与 积分 的 次 序 . 从 定义 可 相当 容易 
地 证 明 (f+g) > hf 十 Jog( 习 题 19.2.2), 但 证 明 相等 却 要 费 些 力气 , 留待 后 面 
完成 . 


在 上 一 章 中 我 们 还 看 到 , 交换 积分 与 极限 (或 类 似 于 极限 的 运算 , 例如 上 确 界 ) 
的 次 序 并 不 总 是 可 行 的 . 但 是 对 于 Lebesgue 积分 , 如 果 函 数 序列 是 增 的 , 那么 交换 
次 序 就 是 可 能 的 . 

定理 19.2.9(Lebesgue 单调 收敛 定理 ) 设 Q 是 R"* 的 可 测 子 集 , 并 设 (fn)%2i 
是 从 R 到 民 的 非 负 可 测 函 数 的 单调 增 序 列 , 即 对 于 一 切 ze， 


0 < fi(z) < fo(z) < fa(z) < … 


(注意 我 们 所 假定 的 是 拓 (T) 关于 大 是 增 的 , 这 与 f(T) 关于 z 是 增 的 是 两 个 不 同 


的 概念 )， 那么 我 们 有 
of nsf nsf ss 


J 
9 天 k Jn 


证 明 ”根据 命题 19.2.6(c), 第 一 个 结论 是 明显 的 . 现在 我 们 证 第 二 个 结论 . 还 
是 根据 命题 19.2.6(c), 我 们 有 , 对 于 每 个 m 


人 ap 大 > 人 各 


以 及 
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关于 m 取 上 确 界 , 我 们 得 到 


suf > sup [fm 
这 是 所 要 的 结论 的 一 半 . 为 完成 证 明 , 我 们 必须 证 


sup fn < sup | fn. 
由 /supm fm 的 定义 可 知 , 只 要 证 明 


[: < sup a 
对 于 一 切 低 于 supy fi 的 简单 非 负 函数 s 成 立 . 
固定 s. 我 们 来 证 明 对 于 每 个 0<e<1,， 
GQ-o fs<sup ft 


然后 令 < 一 0 取 极限 就 得 到 所 要 的 结论 . 
固定 =. 根据 s 的 结构 , 对 于 每 个 ze 9 


s(7) < sup fr(7). 
于 是 , 对 于 每 个 zeQ 存在 N( 依 赖 于 z) 使 得 
jwv(z) > (1— e)s(z). 
由 于 fi 是 增 的 , 这 表明 对 于 一 切 k > N， 
fr(z) > (1 — e)s(z). 


定义 集合 下 为 
BE. := {x € :fr(z) > (1 — a)s(z)), 
那么 我 们 有 
EIC E>»C EsC..:. 以 及 UriBExr = 0. 


从 命题 19.2.6 的 (c)(d)(f) 我 们 得 到 


0 -9 人 = 人 人 4-ess 人 六 < 人 六 


于 是 为 完成 论证 , 只 要 证 明 
ap 上。 =/: 


411 
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就 可 以 了 . 由 于 s 是 简单 函数 , 我 们 可 以 写 s = wxm， 其 中 f; 是 可 测 集 (F; CS 
J 三 
Q)，c; 是 正 数 . 由 于 


N 
/ 3 一 cim(F;) 
人 :和 
以 及 
N N 
上 人 5 一 上 2 XnNe, = 2 mMNE) 
所 以 只 要 证 明 对 于 每 个 7 都 有 
supTR(E 人 EN) = m(F;) 


就 可 以 了 . 但 这 从 习题 18.2.3(a) 推出 . 国 
这 个 定理 是 特别 有 用 的 . 例如 , 使 用 这 个 定理 , 现在 我 们 可 以 交换 加 法 与 积分 
的 次 序 . 


引 理 19.2.10( 加 法 与 积分 换 序 ) ” 设 8 是 RR" 的 可 测 子 集 , 并 设 了 :0 一 [0,ococ] 
以 及 g :人 2 一 [0,o0] 是 可 测 函 数 . 那么 


[ur+n= /s+/s 


证 明 ”根据 引 理 19.1.5, 存在 简单 函数 序列 (sk)‰ 1, 使 得 
0<sigs2<.…<Ff 以 及 supak = 
也 存在 简单 函数 序列 (tk)21, 使 得 
0<tgto<.… gg 以 及 sup fs = 9. 
由 于 (sk) 忠 1 是 增 的 , (tk) 听 1 也 是 增 的 , 所 以 容易 验证 (sk 十 秦 ) 吕 1 也 是 增 的 , 并 且 
sup(sk 二 tk) = 了 二 9. 


根据 单调 收敛 定理 (定理 19.2.9), 我 们 得 到 


人 7=sap fs /=sp ft 
9 天 Nn 0 大 Qn 


fury =sup [ (er + tn). 
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但 根据 命题 19.1.9(b), 有 


上 + 二 = 人 + 上 人 


根据 命题 19.1.9(d)， 太 sk 和 /th 都 是 关于 单调 增 的 , 所 以 


p(n)- (ep): (ph) 


从 而 推出 所 需 的 结论 . 面 
当然 , 一 旦 可 以 交换 积分 与 两 个 函数 的 和 的 次 序 , 根据 归纳 法 就 可 以 交换 积分 
与 有 限 个 函数 的 和 的 次 序 . 更 令 人 惊异 的 是 , 可 以 同样 处 理 非 负 和 函数 的 无 限 和 : 
推论 19.2.11 设 是 R" 的 可 测 子 集 ,而 g1,g2,… 是 从 到 [0,oo] 的 一 列 
非 负 可 测 函 数 , 那么 


oo 


hohe 


n=1 
证 明 ”见习 题 19.2.3. 图 
注 19.2.12 注意 , 我 们 不 必 对 于 上 面 的 和 式 的 收敛 性 作 任何 假设 , 两 边 可 以 
同时 等 于 oo. 但 是 我 们 确实 必须 假定 非 负 性 , 见习 题 19.2.4. 
可 能 发 生 类 似 的 问题 , 问 是 不 是 可 以 交换 一 般 的 极限 与 积分 的 次 序 , 也 就 是 说 ， 
是 否 一 般 地 成 立 下 述 等 式 
/起 lim n= ,lim sf 


不 幸 的 是 , 这 并 不 成 立 , 下 述 “ 移 动 颠 笋 ”就 是 一 个 例子 .对 于 n = 1,2,3,…, 设 
万 :及 一 及 是 函数 f= XInn+1). 那么 对 于 每 个 z， ,lim fn(7) 二 0, 但 对 于 每 个 m， 


上 太太 = 了 1 所 以 
lm, [f=1# /上 u lim fw: 


也 就 是 说 , 极限 函数 im je 可 以 最 终 人 但 
下 面 
原始 的 积分 (的 极限 ) 更 大 

引 理 19.2.13(Fatou 引 理 ) ” 设 Q 是 Rr 的 可 测 子 集 , 并 设 及, f2,:.. 是 一 列 
从 了 到 [0,oo0] 的 非 负 可 测 函 数 . 那么 


) imint < limint 人 
0 No0 n+00 Q 


证 明 ”回顾 定义 
lim inf fn = sup( inf fm), 
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从 而 根据 单调 收敛 定理 
[ma ep [Cm 
根据 命题 19.2.6(c) 我 们 有 
/Gin fm) < 信访 任 何 ) >n, 
Q mn Q 
对 于 7 取 下 确 界 , 就 得 到 


二 
hm eh 
于 是 
/imint < Sup inf 站 fi =liminf / fn. 
nN 7 一 oo n jz>nJon ?一 oo JJn 
国 


注意 , 我 们 允许 函数 在 某 些 点 取 值 oo. 一 个 取 到 oo 值 的 函数 仍然 可 以 具有 有 
限 的 积分 . 例如 , 设 EB 是 测度 为 零 的 集合 , 并 且 f :Q 一 及 在 互 上 等 于 co 而 在 其 
他 地 方 都 等 于 0, 那么 根据 命题 19.2.6(a)，/f = 0. 然而 , 如 果 积 分 是 有 限 的 , 函 
数 必 定 几 乎 处 处 是 有 限 的 . 

引 理 19.2.14 设 Q 是 RR? 的 可 测 子 集合 , 并 设 让 : Q 一 [0,oo] 是 不 取 负 
值 的 可 测 函 数 ， 如果 ff 是 有 限 的 , 那么 f 几乎 处 处 是 有 限 的 (也 就 是 说 集合 
{ZT EQ:f(z) = col 的 测度 是 零 ). 

证 明 见习 题 19.2.5. 国 

从 推论 19.2.11 和 引 理 19.2.14 可 得 到 一 个 有 用 的 引 理 . 

引 理 19.2.15(Borel-Cantelli 引 理 ) 设 Q1,f2,.…. 是 民 * 的 可 测 子 集 ,， 而 且 


oo 


> m(Qk) 是 有 限 的 . 那么 集合 


k=1 
{Zz € R”: 对 于 无 限 多 个 k, ZEQk} 


的 测度 是 零 . 换 句 话说 , 几乎 每 个 点 都 只 属于 有 限 多 个 Qk. 
证 明 见习 题 19.2.6. 大 


习 题 19.2 


19.2.1 ”证 明 命题 19.2.6. (提示 : 不 要 企图 模仿 命题 19.1.10 的 证 明 , 倒 可 以 尝试 使 用 命题 
19.1.10 和 定义 19.2.2， 对 于 (a) 的 一 个 方向 , 从 /f= 0 开始 推断 对 于 每 个 n = 
1,2,3,…，m({z € Q: f(z) > +}) = 0, 然后 使 用 可 数 次 加 性 . 为 证 明 (e) 先 证 明 它 
对 于 简单 函数 成 立 .) 


19.2.2 


19.2.3 
19.2.4 


19.2.5 
19.2.6 
19.2.7 


19.2.8 


19.2.9 


19.2.10 
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设 Q 是 R” 的 可 测 子 集 . 并 设 f : Q 一 [0, oo0]，g : 0 一 [0, oo0] 都 是 可 测 函 数 . 不 使 
用 定理 19.2.9 和 引 理 19.2.10, 证 明 


[urnz/ s+/s 


证 明 推论 19.2.11， (提示: 对 fy := 沁 gn 使 用 单调 收 敏 定理 . 
对 于 每 个 = 1 2, 3,…… 设 九 :及 一 及 是 函数 


fn = X[n,n 二 1) — Xnt+l,nt+2); 


也 就 是 说 
1， 当 ze [n,n+1), 
fn(7) := —1,， 当 z€ [n+ 1,n+2), 
0， 当 z& [n,n 十 2). 
证 明 : 3 2 
[Siz > fn 


解释 为 什么 这 并 不 与 推论 19.2.11 相 矛 盾 ” 
证 明 引 理 19.2.14. 
用 推论 19.2.11 和 引 理 19.2.14 证 明 引 理 19.2.15，( 提 示 : 使 用 指示 函数 xo，.) 
设 p > 2，c > 0. 用 Borel-Cantelli 引 理 证 明 集合 

{tzefol:lz- | < 对 于 无 限 多 个 正 整数 a, 9 成 立 } 
的 测度 是 零 .( 提 示 : 只 需 考虑 满足 0 入 a < gq 的 整数 a( 为 什么 ?). 使 用 推论 11.6.5 证 
明和 se#) 是 有 限 的 .) 
设 re 了 下. 如 果 存 在 实数 p > 0, C > 0, 使 得 对 于 一 切 非 零 整 数 g 以 及 一 切 整 数 a 都 
成 立 |z 一 2| > {年 , 那么 就 称 z 为 丢 番 图 (Diophantine) 数 . 使 用 习题 19.2.7, 证 
明 : 几乎 每 个 实数 都 是 丢 番 图 数 . (提示 : 先 在 [0, 1] 中 考虑 . 证 明 可 以 取 p 和 C 为 比 
例 数 , 也 可 以 取 p > 2. 然后 使 用 测度 为 零 的 集合 的 可 数 并 仍然 是 测度 为 零 的 集合 .) 


对 于 每 个 正 整 数 mw 设 所 : 恨 一 [0, oo0) 是 不 取 负 值 的 可 测 函数 , 并 且 
/< 去: 
证 明 : 对 于 每 个 。 > 0, 都 存在 Lebesgue 测度 小 于 等 于 e 的 集合 瑟 , 使 得 对 于 一 切 


TE 民 \ EB，fn(z) 都 收敛 到 零 .( 提 示 : 先 证 明 对 于 一 切 n= 1,2,3,… 
m({z ER: fn(z)> 志 ]) < 让 

然后 考虑 一 切 集合 {z 及 : f(z) > sz 寺 } 的 并 集 .) 
对 于 每 个 正 整 数 mw 设 fn : 及 一 .[0, oo0) 为 非 负 可 测 函 数 , 而 且 fs 逐 点 收敛 到 零 . 
证 明 : 对 于 每 个 es > 0, 存在 一 个 可 测 集 E, 使 得 m(B) < 而 且 在 R\EL 上 f 
一 致 收敛 到 零 ，[ 这 是 Egoroff(1869 一 1931, 前 苏联 人 ) 定理 的 一 个 特殊 情形 .为 证 
此 定理 , 首先 证 明 , 对 于 任意 的 正 整数 m, 可 以 找到 N > 0, 使 得 对 于 一 切 n > N， 
m({z ER: fn(7) > 各})) < 新 |? 


@ 把 定义 域 R 换 为 [0,1] . 一 一 译 者 注 
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19.2.11 。 举 一 个 非 负 有 界 函 数 了 : N x N 一 R+ 的 例子 ,使 得 对 于 每 个 m 时 f(n,m) 都 收 
敛 , 并 且 对 于 每 个 m， lim f (n,m) 都 存在 , 但 是 


lim Son 这 lim f(n,m). 
m=]1 m=1 


(提示 : 修改 移动 颠 艇 例子 . 甚至 可 以 使 用 只 取 0 和 1 两 个 值 的 函数 f. ) 这 表明 交 
换 极限 与 无 限 和 的 顺序 是 危险 的 . 
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我 们 现在 已 经 完成 了 关于 非 负 函 数 的 Lebesgue 积分 理论 . 现在 来 考虑 如 何 积 
分 一 个 可 以 同时 取 到 正 值 和 负 值 的 函数 . 无 论 如 何 , 我 们 都 希望 避免 没有 意义 的 表 
达 式 co + (一 00), 所 以 我 们 将 把 注意 力 限制 于 一 个 可 测 函 数 的 子 类 , 即 绝对 可 积 函 
数 类 . 

定义 19.3.1( 绝 对 可 积 函 数 )” 设 Q 是 R" 的 可 测 子 集 . 可 测 函 数 f : Q 一 RR* 
叫 作 是 绝对 可 积 的 , 如 果 积 分 /|f| 是 有 限 的 . 

当然 |f| 永远 不 取 负 值 , 所 以 这 个 定义 是 有 意义 的 , 即使 f 是 变 号 的 . 绝对 可 
积 函数 也 叫 作 Li(Q) 函数 . 

设 f :0 一 以 * 是 函数 . 我 们 定义 它 的 正 部 f+ : Q 一 [0, o0] 和 负 部 广 : 0 一 
[0, ce] 为 

ft := max(f,0), f7 := — min(f,0). 

根据 推论 18.5.6, 如 果 f 是 可 测 函数 , f+ 和 广 就 都 是 可 测 函 数 . 我们 还 注意 到 | 
广 和 广 皆 为 非 负 函数 , 而 且 f= f+ 一 了 -, |f|= f+ 十 f- (为 什么 ?). 

定义 19.3.2(Lebesgue 积分 )” 设 f :0 一 R* 是 绝对 可 积 的 函数 . 我 们 定义 f 


的 Lebesgue 积分 为 
(~ [ne 


注意 , 由 于 f 是 绝对 可 积 的 , /a f+ 和 /5 f” 都 小 于 或 等 于 /|f|, 从 而 都 是 有 
限 的 . 于 是 Ja 了 总 是 有 限 的 , 我 们 决 不 会 遇 到 不 确定 的 形式 co - oc. 

还 注意 , 这 个 定义 与 我 们 前 面 关于 非 负 函 数 的 Lebesgue 积分 的 定义 是 相 容 的 ， 
因为 当 f 不 取 负 值 时 f+ = 了 并 且 广 = 0. 我 们 还 有 有 用 的 三 角形 不 等 式 


< 人 产 + 人 六 三 人 (19.1) 
(习题 19.3.1). 


Lebesgue 积分 的 其 他 一 些 性 质 如 下 . 
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命题 19.3.3 设 是 可 测 集 ,并 设 f: 一 民 ,g :一 民 是 绝对 可 积 函 数 . 
(a) 对 于 任意 的 实数 c ( 正 的 、 零 或 负 的 ), cj 也 是 绝对 可 积 的 , 并 且 


[=ef's 


(b) 男 数 f+g 是 绝对 可 积 的 , 并 且 


[urn= /s+ hs 


(c) 如 果 对 于 一 切 x € Q, f(z) < g(7z), 那么 


[ssfs. 


(d) 如 果 对 于 几乎 每 个 ze, f(z) = g(z), 那么 


[ait 


证 明 ”见习 题 19.3.2. 加 
上 节 提 到 , 不 能 随意 交换 极限 与 积分 的 次 序 而 得 到 
人 = 加 

正如 “移动 颠 笋 例子 ”所 表明 的 那样 . 但 是 如 果 我 们 知道 诸 函 数 f, 都 被 同一 个 绝 
对 可 积 函 数 优 控 (majorized) 的 话 , 就 可 以 把 移动 颠 敏 例 子 排除 在 外 而 成 功 地 交换 
极限 和 积分 了 . 

定理 19.3.4(Lebesgue 控制 收敛 定理 ) ” 设 虽 是 R" 的 可 测 子 集 , 并 设 有 i, 户 ;…. 
是 一 列 从 2 到 民 * 的 可 测 函 数 ,， 它们 逐 点 收敛 . 假设 还 有 绝对 可 积 函 数 下 :0 一 
[0, oc] 使 得 


对 于 一 切 Z EQ 和 一 切 k=1,2,.….， |fi(z)| < F(z), 


党 
从 


上 相关 -二 人 大 
证 明 设 f:Q 一 R* 是 极限 函数 


f(z) := lim fi(z), 
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根据 假定 , 这 个 函数 是 存在 的 . 根据 引 理 18.5.10, f 是 可 测 的 . 还 有 , 由 于 |f(z)| < 
F(z) 对 于 一 切 k 和 一 切 ze Q 成 立 , 所 以 每 个 fi 都 是 绝对 可 积 的 , 取 极 限 就 得 到 ， 
对 于 一 切 ze 9, |f(z)| < F(z), 所 以 f 也 是 绝对 可 积 的 . 我 们 的 任务 是 证 明 


lm [f= /+ 


函数 下 + fi 不 取 负 值 , 并 且 逐 点 收敛 到 F + f. 所 以 根据 Fatou 引 理 ( 引 理 
19.2.13) 


/e+ < Jinf /+ 用) 
从 而 
[sr < smint ff 
然而 函数 FF 一 大 ? 也 不 取 负 值 并 且 逐 点 收敛 到 F - f. 所 以 再 次 根据 Fatou 引 理 ， 
[w=n < smint {(F-io) 
由 于 右 端 是 下 一 lim sup jo 到 (为 什么 下 极限 变 成 了 上 极限 ?), 我 们 就 得 到 


J > limsup | fr. 

于 是 ja fi 的 上 极限 和 下 极限 都 等 于 几 f. 加 
最 后 我 们 再 写 一 个 引 理 , 它 本 身 并 不 特别 有 趣 , 只 是 后 面 有 一 些 有 用 的 结果 . 
定义 19.3.5(Lebesgue 上 积分 与 Lebesgue 下 积分 )” 设 9 是 R" 的 可 测 子 集 ， 

并 设 f :9 一 及 是 函数 (不 必 可 测 ). 我 们 定义 Lebesgue 上 积分 [of 为 


I 一 inaf{ /9 :9 是 9 到 及 的 绝对 可 积 函数 1< 引 
并 定义 Lebesgue 下 积分 /, f 为 
7 一 so 人 /9:9 是 Q 到 RR 的 绝对 可 积 函数 17> 中 


易 见 ,7 < Jof( 为 什么 ? 使 用 命题 19.3.3(c)). 当 f 绝对 可 积 时 , 等 号 成 立 
(为 什么 ?). 逆 命 题 也 成 立 ， 


加 由 于 Ff 都 允许 取 co( 在 零 测 度 集 上 ), 下 一 f 在 这 样 的 点 就 没有 定义 了 ，( 对 于 下 十 fi 也 有 类 似 
的 问题 .) 当然 这 不 影响 最 后 的 结果 . 一 一 译 者 注 
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引 理 19.3.6 设 QQ 是 RR" 的 可 测 子 集 , 并 设 了 :9 一 及 是 函数 (不 必 可 测 ). 
如 果 4 是 实数 并 且 [f= [gf = 4, 那么 f 绝对 可 积 并 且 


Ls= /r=hs=4 


证 明 ”根据 Lebesgue 上 积分 的 定义 , 对 于 每 个 整数 k > 1, 可 以 找到 一 个 绝对 
可 积 函 数 f+ : 9 一 R, 使 得 f < f+ 并 且 


. a 
n 大 
类 似 地 , 可 以 找到 一 个 绝对 可 积 函 数 大 : 9 一 R, 使 得 庆 < f 并 且 
1 
[fi 2 4 
令 F+ := infk 凡 , F- := supy 太 . 那么 Ft+ 和 FF- 都 是 可 测 的 (根据 引 理 18.5.10) 


并 且 是 绝对 可 积 的 (因为 它们 都 夹 在 绝对 可 积 函 数 乒 和 三 之 间 ). 还 有 F- < 
f < F+. 最 后 , 对 于 每 个 ， 


从 而 
类 似 地 


0 
但 是 F+ > F-, 从 而 /4。F+ > fhF-. 于 是 必 有 
Ft+=|F-=Ah. 
站 人 A 


(F+—F-)=0. 
0 
根据 命题 19.2.6(a), 我 们 断定 对 于 几乎 每 个 z，F+(z) = F-(z). 然而 , 由 于 f 夹 在 
fF- 和 Ft+ 之 间 , 所 以 对 于 几乎 每 个 z， 
jf(z) = FE (z) = F(z). 


那么 , f 与 绝对 可 积 函数 F+ 只 在 一 个 测度 为 零 的 集合 上 不 同 , 所 以 它 是 可 测 的 ( 见 
习题 18.5.5), 并 且 是 绝对 可 积 的 , 并 且 


[1= /r+= /r=4 


当然 
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习 题 19.3 


19.3.1 ”证 明 : 当 Q 是 R" 的 可 测 子 集 , f : 9 一 R* 是 绝对 可 积 函 数 时 , 公式 (19.1) 成 立 . 

19.3.2 ”证 明 命 题 19.3.3，( 提 示 : 对 于 (b), 把 f,g, f 十 g 都 分 成 正 部 和 负 部 , 试 使 用 引 理 
19.2.10 把 一 切 都 用 非 负 函 数 的 积分 表示 出 来 .) 

19.3.3 设 /让 :了 及 一 及 与 g9: 了 及 一 及 都 是 绝对 可 积 的 可 测 函 数 . 证 明 : 如 果 对 于 一 切 ze RR， 
f(z) < g(z), 而 且 故 f = 及 9, 那么 对 于 几乎 每 个 re 及 ，j(z) = 9g(z)，( 即 对 于 下 
中 除去 一 个 测度 为 零 的 集合 外 的 每 点 zx 都 有 f(x) = g(z).) 


819.4 与 Riemann 积分 比较 


我 们 花 了 很 大 力气 来 构建 Lebesgue 积分 , 但 还 没有 讨论 如 何 实际 计算 Lebesgue 
积分 的 问题 , 也 没 讨 论 Lebesgue 积分 与 Riemann 积分 (比如 在 一 维 情形 ) 有 什么 
不 同 . 现在 我 们 来 证 明 Lebesgue 积分 是 Riemann 积分 的 推广 . 为 了 使 下 面 的 讨论 
更 清晰 , 我 们 暂且 把 Riemann 积分 从 Lebesgue 积分 中 区 别 出 来 而 把 Riemann 积 
分 ff 写成 R.ff. 

我 们 的 目标 是 证 明 : 

命题 19.4.1 设 IC 民 是 区 间 , 设 1:1 一 民 是 Riemann 可 积 函数 , 那么 让 
也 是 绝对 可 积 的 , 并 且 了 = 五 .太太 

证 明 记 4 := R.fif. 由 于 f 是 Riemann 可 积 的 , 我 们 知道 f 的 Riemann 
上 积分 与 Riemann 下 积分 都 等 于 4. 于 是 , 对 于 每 个 。 > 0, 存在 了 的 一 个 分 法 P， 
把 了 工 划分 成 一 些小 区 间 J, 使 得 


A—e< Dd NI inf flz)<4<》> lJ supf(z) < At+e, 
Tep ?Ee) JEeP 7EJ 
其 中 |J 代表 J 的 长 度 . 注意 , 由 于 J 是 盒子 , |J| 与 m(J) 是 一 样 的 . 
设 广 : 了 一 下 以 及 贱 :了 一 及 是 函数 
fe (7) = 2 inf f(z)x7(7) 
JEP 


以 及 
ji 2_sup f(z)xJ(z). 


JEPZE 


它们 都 是 简单 函数 从 而 是 可 测 的 , 并 且 是 绝对 可 积 的 . 根据 引 理 19.1.9, 有 
f= BE 
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以 及 
二 J|sup f(z), 
fs lsup fo) 
从 而 
A-eg [1 <4< /<Ate. 
I 1 


由 于 f+ > fz ,所 以 对 于 每 个 >0 都 有 


A-e< /1</ 1t<Ates 
A 了 I 


[1=/ =4 


那么 , 根据 引 理 19.3.6，f 是 绝对 可 积 的 , 并 且 [1 f = 4. 国 

于 是 , 每 个 Riemann 可 积 的 函数 也 是 Lebesgue 可 积 的 (至 少 在 有 界 区 间 上 )， 
那么 我 们 不 再 需要 记号 R. ff. 但 是 反 过 来 是 不 对 的 . 例如 取 函 数 f : [0,1] 一 到 
如 下 定义 


从 而 


fm: + 当 z 是 比例 数 
”【 0， 当 z 不 是 比例 数 . 


那么 从 命题 11.7.1 得 知 f 不 是 Riemann 可 积 的 . 另 一 方面 , f 是 集合 Q 门 [0, 1|] 的 
特征 函数 , 集合 Q@ 门 [0, 1] 是 可 数 的 , 从 而 测度 为 零 . 于 是 f 是 Lebesgue 可 积 的 , 并 
且 ja f= 0. 可 见 , Lebesgue 积分 比 Riemann 积分 可 以 处 理 更 多 的 函数 , 这 是 在 
分 析 学 中 使 用 Lebesgue 积分 的 朴素 的 理由 之 一 . (其 他 的 理由 是 , Lebesgue 积分 与 
极限 的 交互 作用 很 好 , Lebesgue 单调 收敛 定理 、Fatou 引 理 、Lebesgue 控制 收敛 定 
理 都 说 明了 这 一 点 . 对 于 Riemann 积分 不 存在 可 以 类 比 的 定理 .) 


8$19.5 “Fubini 定理 


在 一 维 情形 , 我 们 已 经 表明 了 Lebesgue 积分 是 联系 于 Riemann 积分 的 . 现在 
我 们 来 努力 理解 在 多 维 情形 中 的 联系 . 为 了 简化 讨论 , 我 们 只 研究 二 维 积分 , 当然 
我 们 这 里 进行 的 讨论 可 以 很 容易 地 推广 到 多 维 情形 . 

我 们 将 研究 形 如 ff 的 积分 . 注意 , 一 旦 我 们 知道 如 何在 R? 上 积分 , 我 们 也 
就 可 以 在 R? 的 可 测 子 集 9 上 积分 , 因为 hf 可 以 写成 有 fxo- 

设 f(z,y) 是 两 个 变 元 的 函数 . 原则 上 说 , 我 们 可 以 有 三 种 方式 在 R? 上 求 f 的 
积分 . 首先 , 可 以 用 二 维 Lebesgue 积分 得 到 ff. 其 次 , 我 们 可 以 固定 zx, 计算 关 
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于 y 的 一 维 积分 , 然后 把 所 得 的 量 关 于 z 积分 , 那么 得 到 捅 (及 Flz,y)dy) dz. 最 
后 , 固定 y, 先 关 于 zx 积分 然后 再 关于 y 积分 , 那么 得 到 fh (ff(zx,y)dz) dy. 

幸运 的 是 , 如 果 函 数 f 是 在 R? 上 绝对 可 积 的 , 那么 三 个 积分 相等 . 

定理 19.5.1(Fubini 定理 ) ” 设 :RR? 一 民 是 绝对 可 积 函 数 . 那么 对 于 几乎 每 
个 YE 有 R f(z,Yy) 是 关于 了 在 下 上 绝对 可 积 的 , 而 且 对 于 几乎 每 个 ZER，f(z,y) 
是 关于 Y 在 了 上 绝对 可 积 的 . 并 且 存 在 绝对 可 积 函 数 已 :下 一 了 以 及 绝对 可 积 函 
数 G: 避 一式 使 得 

F(z) = /yd 
及 


对 于 几乎 每 个 ZE 取 成立 , 并 且 
G(y) = 人 (zy)dz 
对 于 几乎 每 个 ye 了 R 成 立 . 最 后 


/rodaz= 人 7=- /cowdy 


注 19.5.2 ”非常 粗略 地 说 , Fubini 定理 说 的 是 


[(f rewav)ae= /=f (fs,war)ay 


这 使 我 们 在 计算 二 维 积分 时 , 可 以 把 它 化 解 成 两 个 一 维 积分 . 但 是 , 我 们 不 把 Fubini 
定理 写成 这 种 形式 , 其 原因 是 积分 f(z,y)dy 可 能 并 不 对 于 每 个 z 都 确实 存在 ， 
同样 , f(z,y)dz 也 可 能 并 不 对 于 每 个 y 都 确实 存在 , Fubini 定理 只 断言 这 些 积 分 
只 是 对 于 R 上 的 几乎 每 个 z 或 几乎 每 个 y 存在 . 例如 , 设 


1， 当 z>0,y=0， 
f(z,y) :=4 -1， 当 z<0,y=0， 
0， 当 y 关 0 或 z = 0， 
那么 f 在 R? 上 绝对 可 积 并 且 hf =0 (因为 f 在 R? 上 几乎 处 处 等 于 零 ), 但 当 
y= 二 0 时 f(z,0) 关于 zz 不 绝对 可 积 , 从 而 fh f(z,y)dz 不 存在 (当然 f(z,y) 对 于 每 
个 y 关 0, 都 关于 z 绝对 可 积 ). 
证 明 ”Fubini 定理 的 证 明 是 相当 复杂 的 , 此 处 只 给 出 一 个 框架 . 我 们 开始 进行 
一 系列 化 简 . 
粗略 地 说 (忽略 与 测度 为 零 的 集合 相关 的 事项 ), 我 们 要 证 


[ (frewav)ae= fs 
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以 及 调换 z,y 的 位 置 的 等 式 . 我 们 只 证 上 式 , 另 一 等 式 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 

首先 , 由 于 一 般 的 函数 f 可 写成 两 个 非 负 函 数 的 差 f = f+ - 广 , 所 以 我 们 只 
要 对 于 非 负 函数 证 明定 理 就 可 以 了 . 一 般 情形 下 可 对 f+ 与 广 分 别 使 用 Fubini 定 
理 (再 使 用 命题 19.3.3 的 (a) 和 (b)) 而 得 到 . 于 是 , 下 面 假定 f 不 取 负 值 . 

接 下 来 , 只 要 对 于 支撑 在 有 界 集 [-N, N] x [N,N] 上 的 非 负 函 数 f 证 明定 理 
就 可 以 了 , 这 里 N 代表 正 整 数 . 的 确 , 一 旦 对 于 这 样 的 函数 证 得 Fubini 定理 , 就 可 
以 把 一 般 的 函数 f 写成 这 种 紧 支 撑 函 数 的 上 确 界 


f = sup fX[_N,NIx[_N,N), 
N>0 


对 于 每 个 fxl_n,Njx[_N,n] 分 别 使 用 Fubini 定理 , 再 使 用 单调 收敛 定理 取 上 确 界 . 
所 以 , 下 面 假定 f 支撑 在 [-N, N] x [一 N N] 上 . 

根据 类 似 的 论述 , 只 要 对 于 支撑 在 [-N, N] x [-N, N] 上 的 非 负 简单 函数 证 明 
定理 就 可 以 了 , 这 是 因为 , 可 以 根据 引 理 19.1.4 把 f 写成 非 负 简 单 函 数 序 列 的 上 
确 界 (这 些 简单 函数 当然 也 支撑 在 [-N, N] x [-N, N] 上 )， 对 每 个 简单 函数 使 用 
Fubini 定理 , 再 使 用 单调 收敛 定理 取 上 确 界 就 可 以 了 . 于 是 我 们 下 面 假定 f 是 支撑 
在 [-N, N] x [-N, N] 上 的 非 负 简单 函数 . 

接 下 来 , 我 们 看 到 只 要 对 于 支撑 在 [-N, V] x [N,N] 上 的 特征 函数 证 明定 理 
就 可 以 了 . 这 是 因为 每 个 简单 函数 都 是 特征 函数 的 线性 组 合 , 所 以 我 们 可 以 从 对 于 
特征 函数 的 Fubini 定理 导出 对 于 简单 函数 的 Fubini 定理 . 于 是 设 EB Cc [N,N] x 
[N,N] 是 可 测 集 而 f = xg. 我 们 的 任务 是 (忽略 测度 为 零 的 集合 ) 证 明 


A N] (7 N] XE(®, Way) dz = m(E). 
只 要 证 明 对 于 Lebesgue 上 积分 的 估计 式 


ff xs) < ma) (192) 


就 可 以 了 . 我 们 稍 后 将 证 明 此 估计 式 . 一 旦 对 于 每 个 集合 EE 证 明了 此 估计 式 , 我 们 
就 可 以 把 刀 换 为 [-N,N] x [-N,NIN\ 五 而 得 到 


J 1 一 XE(z， Way) dz < 4N? — m(E). 


/ (2n 一 XE(Z， yay ) dz 
[一 No] 4 (—N,N] 


一 vw- | (/ ae Wy jdz 
一 [-N,N、 一 [-N,N] 


但 左边 等 于 
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于 是 我 们 得 到 


( {xs Wey) dz > m(B). 
—[-N,N] —[—N,N] 


当然 我 们 也 有 


se N] (fs way) dz > m(E), 


从 而 根据 引 理 19.3.6 得 知 J nds, y)dy 是 绝对 可 积 的 , 而 且 


人 (fxs (z, yay) dz = m(E). 
类 似 的 论述 表明 


人 LU 了 Wey) dz = m(E), 


| (fea 是 |, xe) dz = 0. 
那么 根据 命题 19.2.6(a), 对 于 几乎 每 个 ze [-N, N] 有 


) XB(Z,y)dy = / XE(Z,y)}dy. 
[N,N] [—N,N] 


从 而 , 对 于 几乎 每 个 z e [N,N]，xg(z,y) 关于 y 是 绝对 可 积 的 , 而 且 在 这 样 的 点 
z 处 , /|_n,nj XE(7z,y)dy 等 于 (几乎 处 处 ) 一 个 函数 F(z), 它 的 积分 是 


| F(z)dz = m(E). 
[-N,N] 


剩 下 的 是 证 明 估计 式 (19.2)， 设 。 > 0 是 任意 的 ， 由 于 m(B) 就 是 外 测度 
m*( 忆 ), 我 们 知道 存在 至 多 可 数 个 盒子 (B)) ,。,, 使 得 


ECcU;jerB; 而 且 》)m(B;) < m(E)+e. 
JEJ 


每 个 盒子 B; 可 写成 B; = J; x ,其 中 ; 和 了 都 是 区 间 . 我 们 看 到 


m(B)=UIGI= /az= (人 aoja 
了 了 i 


=/ (fo xoxs eWay)as 
[N,N] \ /I-N,N] 

= / ( / Xi (cbjdy jdz 
[—N,N]) [-—N,N] 
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对 于 一 切 j € J 使 用 此 式 (用 推论 19.2.11) 我 们 得 到 


多 I J Cs 2 (eay) dz. 
当然 加 
J (Cas 2 Xe (z， wey) dz < m(E)+e. 


但 是 Xe < 2 XBi (为 什么 ?)， 从 而 
JE 


J (f ,xsl way) dz < m(E)+e. 
由 于 < 是 任意 的 , 所 以 我 们 证 得 (19.2). 这 就 完成 了 Fubini 定理 的 证 明 . 
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附录 A ”数理 逻辑 基础 


此 附录 的 目的 是 对 于 数理 逻辑 作 一 个 快速 的 介绍 , 数理 逻辑 是 人 们 用 以 进行 严 
格 的 数学 证 明 的 语言 了解 数理 逻辑 对 于 理解 数学 的 思考 方法 也 是 非常 有 帮助 的 ， 
一 旦 掌握 了 数学 的 思考 方法 , 就 使 你 能 以 清晰 的 、 有 把 握 的 方式 来 研究 数学 概念 和 
数学 问题 , 包括 本 书 中 的 许多 证 明 型 的 问题 . 

合乎 逻辑 地 书写 是 一 项 非常 有 用 的 技能 . 它 有 点 像 清 楚 地 书写 , 令 人 信服 地 书 
写 , 或 者 富 含 信息 地 书写 , 但 也 不 完全 一 样 . 同时 做 到 这 一 切 是 最 理想 了 , 但 是 有 时 
不 得 不 做 出 让 步 , 尽管 随 着 实践 , 你 将 能 使 你 的 书写 越 来 越 多 地 同时 做 到 上 述 各 方 
面 . 那么 , 一 个 合乎 逻辑 的 论述 有 时 可 能 看 上 去 很 策 , 过 份 复杂 , 或 者 显得 不 可 信和 . 
但 是 , 逻辑 地 书写 的 巨大 优点 是 , 可 以 绝对 保证 你 的 结论 是 正确 的 , 只 要 你 的 全 部 
假定 是 正确 的 并 且 你 的 步骤 是 合乎 逻辑 的 ; 使 用 其 他 形式 的 书写 , 人 们 可 以 有 理由 
相信 某 种 事物 是 真 的 , 但 是 在 可 信 (being convinced) 与 肯定 (being sure) 之 间 是 有 
区 别 的 . 

合乎 逻辑 不 仅 是 书写 时 所 要 求 的 品质 , 事实 上 有 时 它 是 挺 碍 事 的 ; 例如 数学 家 
们 常常 采用 简短 的 非 正 规 的 ， 逻辑 上 不 严格 的 论述 企图 使 别 的 数学 家 相信 一 个 未 
经 详细 证 明 的 命题 , 当然 , 非 数 学 家 也 常 这 样 做 . 所 以 , 说 一 个 命题 或 论述 是 “不 合 
逻辑 的 ”不 一 定 是 一 件 坏事 ; 常常 在 很 多 情况 下 , 人 们 有 很 好 的 借口 去 忽视 逻辑 性 . 
不 管 怎么 说 , 必须 知道 合乎 逻辑 的 推理 与 不 正规 的 论述 之 间 的 区 别 , 并 且 绝 不 要 用 
不 合 逻 辑 的 论述 冒充 逻辑 的 严格 性 . 当然 , 如 果 一 道 习题 要 求 给 出 一 个 证 明 , 那么 
它 是 希望 你 的 解答 是 合乎 逻辑 的 . 

逻辑 是 一 项 需要 经 过 学 习 才 能 掌握 的 技能 , 就 像 其 他 任何 技能 一 样 . 但 是 这 项 
技能 对 于 你 来 说 也 是 天 赋 的 一 一 确实 , 你 大 概 是 无意 识 地 使 用 逻辑 定律 于 你 日 常 
的 言谈 以 及 自己 的 内 心 的 ( 非 数 学 的 ) 推理 之 中 的 . 但 是 , 还 是 要 有 点 训练 及 实践 
来 认识 这 项 天 赋 的 技能 并 把 它 应 用 到 在 数学 证 明 中 遇 到 的 那些 抽象 的 情形 中 . 
为 逻辑 是 天 赋 的 , 你 所 学 的 逻辑 定律 就 应 该 讲 得 通 (make sense) 如 果 你 自己 不 
得 不 死记 一 条 逻辑 的 原理 或 定律 而 毫 不 感到 有 心灵 上 的 “碰撞 ”或 者 毫 不 领悟 为 何 
此 定理 该 当成 立 , 那么 你 大 概 将 不 可 能 在 实践 中 正确 有 效 地 使 用 这 条 逻辑 定律 . 所 
以 , 请 不 要 在 期 终 考试 之 前 用 填 鸭 式 的 方法 学 习 这 个 附录 一 那 将 是 没有 什么 用 
处 的 . 取而代之 的 是 , 抛 开 你 的 勾画 重点 的 笔 (highlighter pen), 读 懂 这 个 附录 ， 
而 不 只 是 背诵 它 . 
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否定 命题 “X 不 真 ” 或“X 是 假 的 ”, 或 “X 不 成 立 ” 叫 作 和 的 否定 , 当 且 
仅 当 X 是 假 的 时 它 才 是 真 的 , 并 且 当 且 仅 当 X 是 真 的 时 它 才 是 假 的 ， 例 如 命题 
“2 十 2 = 二 5 不 成 立 ” 是 真 命题 . 当然 我 们 可 以 把 这 个 命题 简写 为 “2 + 2 天 5”. 

否定 把 “和 ”转化 成 “或 ”. 例如 “Jane Doe 是 黑头 发 的 并 且 Jane Doe 是 蓝 眼 
睛 的 ”的 否定 是 “Jane Doe 不 是 黑头 发 的 或 不 是 蓝 眼睛 的 ”, 而 不 是 “Jane Doe 不 
是 黑头 发 的 也 不 是 蓝 眼睛 的 ” (你 能 看 出 为 什么 吗 ?). 类 似 地 , 如 果 z 是 整数 , 那么 命 
题 “z 是 偶 的 和 非 负 的 ”的 否定 是 “z 是 奇 的 或 是 负 的 ”. (注意 , 这 里 “或 ” 是 “包含 
的 或 ”而 不 是 “排斥 的 或 ”是 多 么 重要 . ) 另 一 个 例子 是 , 命题 “z > 2 和 zx < 6”( 即 
“2 < x < 6”) 的 否定 是 “zx <2 或 z > 6” 而 不 是 “<2 和 z>6”( 即 “2<zx> 6”). 

类 似 地 , 否定 把 “或 ”转化 成 “和 ”. 命题 “John Doe 是 棕 头 发 的 或 黑头 发 的 ” 
的 否定 是 “John Doe 不 是 棕 头 发 的 和 不 是 黑头 发 的 ”, 或 等 价 地 说 ,“John Doe 既 不 
是 棕 头 发 的 也 不 是 黑头 发 的 ”. 如 果 z 是 实数 , 那么 命题 “x > 1 或 xx 和 -1 的 否定 
是 “xz<1 和 zr>-l?( 即 -1<z<1). 

一 个 命题 的 否定 完全 可 能 产生 一 个 不 可 能 成 立 的 命题 . 例如 , 如 果 z 是 整数 ， 
那么 命题 “z 或 是 偶 的 或 是 奇 的 ”的 否定 是 “z 既 不 是 偶 的 也 不 是 奇 的 ”, 这 是 不 可 
能 成 立 的 . 但 要 记 住 , 即使 一 个 命题 是 假 的 , 它 依然 是 一 个 命题 , 并 且 使 用 有 时 包含 
假 命题 的 论证 完全 可 能 得 到 一 个 真 命题 . ( 反 证 法 不 属于 此 类 . 另 一 个 例子 是 分 情 
况 进 行 证 明 . 如 果 分 成 三 个 彼此 排斥 的 情形 : 情形 一 、 情 形 二 和 情形 三 , 那么 总 有 
两 种 情形 是 假 的 而 仅 有 一 种 情形 是 真 的 , 但 这 不 必 表 示 整 个 证 明 是 不 正确 的 , 或 者 
结论 是 假 的 .) 

否定 的 作用 有 时 并 不 直观 , 特别 是 有 多 重 的 否定 时 更 是 如 此 ; 一 个 这 样 的 命题 
“命题 ' 或 者 z 不 是 奇数 , 或 者 z 不 大 于 等 于 3, 但 两 者 不 同时 发 生 ' 不 成 立 ” 用 起 
来 让 人 特别 不 愉快 . 幸运 的 是 , 人 们 很 少 必须 同时 使 用 多 于 一 个 或 多 于 两 个 的 否定 ， 
因为 两 个 否定 常常 彼此 相抵 消 . 例如 ,“X 不 真 ”的 否定 恰恰 是 “X 真 ”, 或 者 更 简 
短 地 就 是 “X”. 当然 , 在 否定 较 复 杂 的 表达 式 时 , 对 于 “和 和 ”与 “或 ”的 转换 以 及 类 
似 的 事情 都 必须 加 以 小 心 . 

当 且 仅 当 (if) 设 X 是 命题 ,Y 也 是 命题 , 如 果 只 要 X 是 真 的 , Y 就 必 是 真 
的 , 而 且 只 要 Y 是 真 的 , X 也 必 是 真 的 (就 是 说 , X 与 Y“ 具 有 同样 的 真确 性 ”), 那 
么 我 们 就 说 “XX 真 当 且 仅 当 站 真 ”. 另 一 种 表达 此 事 的 说 法 是 “X 和 是 逻辑 等 
价 的 命题 ”, 或 者 “X 真 地 Y 真 ", 或 “X 一 ，Yy”?. 作为 例子 , 设 zx 是 实数 , 命题 
“z 二 3 当 且 仅 当 2z = 6” 是 真 的 : 这 指 的 是 , 只 要 z = 3 真 , 2z = 6 就 真 , 并 且 只 要 
2z = 6 真 , 那么 z = 3 就 真 . 另 一 方面 , 命题 “zx = 3 当 且 仅 当 x? = 9 是 假 的 , 尽管 
当 zz = 3 真 时 xz? = 9 也 真 , 但 z2 =9 真 时 z= 3 不 自动 是 真 的 ( 想 一 想 当 z = -3 


@ 许多 文献 中 也 使 用 “X < Y". 一 一 译 者 注 
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时 会 发 生 什 么 ). 

具有 同样 真确 性 的 命题 也 具有 同样 的 虚假 性 : 如 果 X 和 YY 是 逻辑 等 价 的 , 并 
且 X 是 假 的 , 那么 Y 必定 也 是 假 的 (如 果 Y 是 真 的 , 那么 X 应 该 也 是 真 的 ). 同 
样 , 任何 两 个 具有 同样 的 虚假 性 的 命题 也 是 逻辑 等 价 的 . 作为 例子 , 2+2 = 5 当 且 
仅 当 4 二 4=10. | 

有 时 证 明 多 于 两 个 的 命题 是 逻辑 等 价 的 是 有 趣 的 . 例如 , 我 们 可 能 想 要 断定 三 
个 命题 X,Y 和 2 都 是 逻辑 等 价 的 . 这 意味 着 , 只 要 一 个 命题 是 真 的 , 那么 全 部 命 
题 都 是 真 的 ; 而 且 这 也 意味 着 , 只 要 一 个 命题 是 假 的 , 那么 全 部 命题 都 是 假 的 . 这 看 
上 去 好 像 要 证 明 一 大 堆 逻 辑 蕴 含 关系 , 但 实际 上 , 一 旦 证 明了 在 X,Y 和 2 之 间 的 
足够 多 的 逻辑 蕴含 关系 , 就 常常 可 以 断言 一 切 其 他 的 蕴含 关系 , 并 从 而 断定 它们 都 
是 逻辑 等 价 的 . 作为 例子 , 见习 题 A.1.5 和 A.1.6. 


习 题 A.l 


A.1.1 命题 “要么 X 真 , 要 么 Y 真 , 但 不 得 二 者 同 真 ”的 否定 是 什么 ? 

A.1.2 命题“X 真 当 且 仅 当 Y 真 ” 的 否定 是 什么 ?( 可 能 有 多 种 方式 表述 这 个 否定 . ) 

A.1.3 ”假定 你 已 经 证 明了 只 要 X 是 真 的 ,Y 就 是 真 的 , 并 且 只 要 X 是 假 的 , Y 就 是 假 的 . 你 
是 否 已 经 证 明了 X 和 是 逻辑 等 价 的 ? 解释 一 下 . 

A.1.4 ”假定 你 已 经 证 明了 只 要 X 是 真 的 , Y 就 是 真 的 , 并 且 只 要 Y 是 假 的 , X 就 是 假 的 . 你 
是 否 已 经 证 明了 X 真 当 且 仅 当 Y 真 ? 解释 一 下 . 

A.1.5 ”假定 你 知道 X 真 当 且 仅 当 Y 真 , 并 且 你 还 知道 Y 真 当 且 仅 当 2 真 . 这 是 否 足 以 表 
明 X,Y, 2 都 是 逻辑 等 价 的 ? 解释 一 下 . 

A.1.6 ”假定 你 知道 只 要 X 真 那么 Y 也 真 , 只 要 Y 真 那么 2 也 真 , 只 要 2 真 那么 XX 也 真 . 
这 是 否 足以 表明 X, Y, 2 都 是 逻辑 等 价 的 ? 解释 一 下 . 
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现在 我 们 来 考察 常用 的 逻辑 关系 中 最 缺乏 直观 的 一 个 一 一 蕴含 . 如 果 X 是 
命题 ,Y 是 命题 , 那么 “关外 则 Y” 是 从 到 Y 的 药 含 , 有 时 也 把 它 写 成 “ 当 所 
成 立时 ,Y 也 成 立 ” 或 “X 歼 含 Y” 或 “Y 真 只 要 X 真 " 或 “X 真 仅 当 Y 真 "( 最 后 
一 个 说 法 要 花 点 精力 去 理解 ). 命题 “ 若 X 则 Y” 所 说 的 事情 依赖 于 X 是 真 的 或 
者 假 的 . 如 果 X 是 真 的 , 那么 当 Y 真 时 “车 X 则 Y*” 是 真 的 , 而 当 Y 假 时 “车 X 
则 Y” 是 假 的 . 但 是 如 果 X 是 假 的 , 那么 “车 X 则 Y ”总 是 真 的 , 不 管 Y 是 真 的 还 
是 假 的 ! 用 另 一 种 方式 来 说 , 当 X 真 时 , 命题 “车 X 则 Y” 蕴 含 Y 是 真 的 . 但 当 
X 假 时 , 命题 “车 X 则 Y” 关 于 Y 的 真 假 不 提供 任何 信息 ; 此 命题 是 真 的 , 但 却 是 
空 的 (也 就 是 说 , 除了 前 提 是 假 的 这 一 事实 外 , 它 不 能 传递 任何 新 的 信息 ). 
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例 A.2.1 设 z 是 整数 . 命题 “ 若 z =2 则 zx? = 4” 是 真 的 , 不 管 xz 确实 等 
于 2 或 是 不 等 于 2( 尽 管 这 个 命题 仅 当 z 是 2 时 才 像 是 有 用 的 ). 这 个 命题 并 不 断 
言 x = 2, 也 不 断言 z2 = 4, 只 是 断言 当 x = 2 时 zx? = 4. 如 果 zx 不 等 于 2, 那么 命 
题 依 然 是 真 的 , 但 不 提供 关于 z 和 zx? 的 任何 说 法 . 

上 述 丝 含 关系 的 一 些 特 例 是 : 丝 含 关系 “ 若 2 = 2 则 2? = 4” 是 真 的 ( 真 命题 
蕴含 真 命题 ). 蕴含 关系 "车 3=2 则 32= 4 是 真 的 ( 假 命题 缠 含 假 命题 ), 蕴含 关 
系 “者 -2=2 则 (-2)? = 4” 是 真 的 ( 假 命题 蕴含 真 命题 ). 后 两 个 蕴含 关系 被 认为 
是 空 的 一 一 由 于 它们 的 前 提 是 假 的 , 它们 不 提供 任何 新 信息 . (不 管 怎么 说 , 在 一 
个 证 明 中 使 用 空 的 蕴含 关系 而 获得 好 的 结果 还 是 可 能 的 一 一 一 个 空 的 真 命题 毕竟 
是 真 的 . 我 们 很 快 就 会 看 到 一 个 这 样 的 例子 . ) 

如 我 们 所 见 到 的 , 前 提 的 虚假 并 不 破坏 蕴含 关系 的 真确 性 , 事实 上 , 情况 恰恰 
相反 !( 如 果 前 提 是 假 的 , 那么 蕴含 关系 自动 地 成 立 .) 推翻 一 个 列 含 关系 的 唯一 途径 
是 证 明 前 提 是 真 的 而 结论 是 假 的 . 那么 命题 “车 2+2 = 4 则 4+4= 2” 是 假 的 ( 真 
不 蕴含 假 ). 

也 可 以 把 命题 “ 若 X 则 Y” 说 成 “Y 至 少 是 同 X 一 样 真 的 "一 一 如 果 X 是 
真 的 , 那么 Y 必定 也 是 真 的 , 如 果 X 是 假 的 , 那么 Y 可 以 同 X 一 样 是 假 的 但 也 可 
以 仍 是 真 的 . 这 可 与 “X 当 且 仅 当 Y” 相 比照 , 后 者 断言 X 与 Y 是 同等 真确 的 . 

空 的 真 列 含 常 用 于 一 般 的 谈话 中 , 而 有 时 并 不 知 蕴含 是 空 的 . 一 个 通俗 的 例子 
是 “倘若 心愿 是 翅膀 , 那么 猪 就 要 飞 起 来 "，( 另 一 个 流行 的 假 前 提 是 “整个 地 狱 都 
结 了 冰 ”. ) 较 严肃 的 一 个 例子 是 “如 果 John 下 午 5 点 钟 下 了 班 , 现在 他 就 已 经 到 
这 里 了 ”. 这 类 命题 常常 用 于 前 提 和 结论 都 假 的 情形 , 然而 蕴含 关系 不 管 怎样 还 是 
真 的 . 顺便 提 及 , 这 个 命题 可 以 用 来 演示 反 证 法 的 技巧 : 如 果 你 相信 “如 果 John 下 
午 5 点 钟 下 了 班 , 现在 他 就 已 经 到 这 里 了 ”, 而 且 你 还 知道 “John 现在 还 没 到 这 里 ”， 
那么 你 就 可 以 断定 “John 下 午 5 点 钟 没 下 班 ”, 因为 John 下 午 5 点 钟 下 班 将 导致 
矛盾 . 注意 , 一 个 空 蕴含 关系 可 以 怎样 用 来 导出 一 个 有 用 的 真实 结果 . 

总 起 来 说 , 蕴含 关系 有 时 是 空 的 , 但 这 在 逻辑 上 其 实 不 是 一 个 问题 , 因为 这 时 
理 含 关系 依然 是 真 的 , 而 且 空 蕴含 关系 在 逻辑 论证 中 还 是 有 用 的 . 当然 , 可 以 放心 
地 使 用 “车 X 则 Y” 这 样 的 命题 而 不 必 担 心 前 提 X 实际 是 真 的 还 是 假 的 ( 即 蕴 含 
关系 是 不 是 空 的 ). 

即使 前 提 与 结论 之 间 毫 无 因果 关系 , 蕴含 关系 也 可 以 是 真 的 . 命题 “如 果 1 十 
1= 2, 那么 Washington D. C. (华盛顿 特区 ) 是 美国 的 首都 ”是 真 的 ( 真 蕴 含 真 ), 虽 
然 相当 怪 个 ; 命题 “如果 2+2 = 3, 那么 New York( 纽 约 ) 是 美国 的 首都 ” 也 同样 是 
真 的 ( 假 蕴 含 假 ). 当然 , 这 样 的 命题 可 能 是 不 稳定 的 (美国 的 首都 可 能 在 某 一 天 改 
变 , 而 1 十 1 却 永远 等 于 2), 但 却 是 真 的 , 至 少 此 刻 是 真 的 . 在 逻辑 论述 中 使 用 非 因 
果 性 的 蕴含 关系 是 可 能 的 , 但 我 们 不 推荐 这 样 做 , 因为 可 能 引起 不 必要 的 混淆 . ( 比 
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如 说 , 一 个 假 命题 确实 可 以 用 来 蕴含 任何 其 他 的 真 的 或 假 的 命题 , 但 太 随 意 地 做 这 
样 的 事情 大 概 不 会 对 读者 有 什么 帮助 .) 

要 证 明 一 个 蕴含 关 系 “ 车 XX 则 Y”, 通常 的 做 法 是 , 先 假定 X 是 真 的 , 然后 用 
它 ( 同 其 他 你 所 知 的 事实 或 假设 一 起 ) 来 推导 出 Y. 即使 以 后 X 变 成 假 命题 , 这 种 
方法 依然 是 可 行 的 . 蕴含 关系 关于 X 的 真 假 无 任何 担保 , 而 只 是 担保 Y 的 成 立 是 
以 和 先行 成 立 为 先决 条 件 的 . 例如 , 下 面 是 一 个 真 命题 的 正确 的 证 明 , 尽管 这 个 命 
题 的 前 提 和 结论 都 是 假 的 : 

命题 A.2.2 若 2+2=5, 则 4=10 一 4. 

证 明 设 2+2=5. 用 2 同时 乘 两 边 得 4+4 = 10. 从 两 边 同 时 减 去 4, 就 得 
到 所 要 的 4= 10 一 4. 图 

另 一 方面 , 一 个 常见 的 错误 是 , 在 证 明 一 个 强 含 关系 时 先 假定 结论 成 立 , 然后 
去 推导 前 提 . 例如 , 下 述 命题 是 正确 的 , 而 证 明 是 错 的 : 

命题 A.2.3 设 2z+3=7, 证 明 z=2. 

证 明 ( 错 的 ) 因为 z= 2, 所 以 2z = 4, 从 而 2z+3=7. 四 

当 进 行 证 明 时 , 重要 的 是 你 要 能 把 前 提 与 结论 区 分 开 , 如 果 不 能 明白 地 区 分 前 
提 与 结论 , 就 会 有 产生 不 希望 发 生 的 混淆 的 危险 . 

这 里 有 一 个 简短 的 证 明 , 它 使 用 了 或 许 是 空 的 列 含 关系 . 

定理 A.2.4 设 n 是 整数 , 那么 n(n 十 1) 是 偶数 . 

证 明 ”由 于 n 是 整数 , 那么 ”或 是 偶 的 或 是 奇 的 . 如 果 n 是 偶 的 , 那么 n(n++1) 
也 是 偶 的 , 因为 偶数 的 倍数 仍 是 偶数 . 如 果 n 是 奇 的 , 那么 (”+ 1) 是 偶 的 , 这 仍 绚 
含 n(n 十 1) 是 偶 的 . 那么 不 管 在 什么 情形 , n(n 十 1) 都 是 偶 的 . 启 

注意 , 这 个 证 明 依靠 两 个 列 含 关系 :“ 若 郊 是 偶 的 , 则 n(n + 1) 是 偶 的 ”以 及 
“着 郊 是 奇 的 , 则 n(n 十 1) 是 偶 的 ”. 由 于 ”不 能 既是 奇 的 又 是 偶 的 , 这 两 个 比 含 关 
系 中 至 少 有 一 个 的 前 提 是 假 的 , 从 而 是 空 蕴含 . 不 管 怎样 , 这 两 个 蕴含 都 是 真 的 , 而 
我 们 需要 两 者 来 证 明定 理 , 因为 我 们 不 能 预先 知道 ”是 偶 的 还 是 奇 的 . 即使 我 们 知 
道 此 事 , 大 概 也 不 值得 找 这 个 麻烦 去 验证 它 . 例如 , 作为 这 个 定理 的 一 个 特殊 情况 ， 
我 们 立刻 知道 : 

推论 A.2.5 设 双 = (253 十 142) x 123 一 (423 十 198)342 十 538 一 213, 那么 n(n 十 1) 
是 偶数 . 

在 这 个 特别 的 情形 , 我 们 可 以 确切 地 找 出 ”的 奇偶 性 , 然后 仅 使 用 上 述 定理 中 
的 两 个 费 含 关系 中 的 一 个 而 抛弃 那个 空 列 含 来 得 到 结论 . 这 看 上 去 好 像 更 有 效 , 但 
却 是 不 经 济 的 , 因为 那 就 必须 确定 n 的 奇偶 性 , 而 此 事 需 要 花 点 功夫 , 比 我 们 把 两 
个 蕴含 关系 , 包括 空 的 那个 都 考虑 在 内 所 花 的 功夫 要 多 . 所 以 , 有 点 像 奇 谈 怪 论 , 把 
空 的 、 假 的 , 甚或 “ 没 用 的 ”命题 包含 在 一 个 论述 当中 , 真 的 可 以 节省 你 在 漫长 的 论 
证 中 的 功夫 ! (当然 , 并 不 是 要 建议 你 把 大 量 浪费 时 间 的 不 相干 的 命题 收 进 你 的 证 明 
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当中 , 这 里 所 说 的 一 切 在 于 , 只 要 你 的 论证 不 管 前 提 是 真 的 还 是 假 的 , 总 是 能 够 给 
出 正确 的 结论 , 就 别 太 在 意 在 你 的 论证 中 , 某 些 假定 可 能 并 不 正确 . ) 

命题 “车 铸 则 YY” 与 “着 Y 则 X” 不 一样. 例如 “车 z=2 则 zx? =4? 是 真 
的 , “车 xz? = 4 则 z = 2” 当 zxz = -2 时 就 是 假 的 . 这 两 个 命题 叫 作 是 互 逆 的 . 那么 
一 个 真 的 列 含 的 逆 不 必 是 真 的 蕴含 . 我 们 使 用 命题 “X 当 且 仅 当 Y” 也 代表 命题 
“ 若 生 则 了 , 且 若 了 则 X”. 作为 例子 , 我 们 可 以 说 “z = 2 当 且 仅 当 2z = 4 和 ,因为 
“车 z=2 则 2z=4 且 若 2z=4 则 z= 2?. 思考 一 个 当 且 仅 当 命题 的 一 种 方式 是 
把 “XX 当 且 仅 当 Y” 看 作 是 说 “X 恰 与 Y 同样 成 立 ",“ 若 一 个 是 真 的 则 另 一 个 也 
是 真 的 ”,“ 若 一 个 是 假 的 则 另 一 个 也 是 假 的 *. 例如 , 命题 “ 若 3 = 2 则 6 = 4 是 真 
的 , 因为 前 提 与 结论 两 者 都 是 假 的 . (在 这 种 观点 之 下 ,“ 若 X 则 Y” 可 看 作 是 命题 
“Y 至 少 同 X 一 样 真 ". ) 于 是 可 以 用 “X 与 了 同样 真 ” 来 代替 “X 当 且 仅 当 YY”. 

类 似 地 , 命题 “车 X 真 则 Y 真 ” 与 “ 若 X 假 则 Y 假 " 不 是 一 回 事 . 说 “ 车 
z=2 则 z2 = 4? 不 蕴含 “车 xz 关 2 则 z? 关 如 ,的 确 , z = -2 就 是 一 个 反例 .“ 车 - 
则 ”命题 与 “ 当 且 仅 当 ”命题 不 是 一 回 事 . (如 果 我 们 知道 “X 真 , 当 且 仅 当 Y 真 ”， 
那么 我 们 就 也 知道 “X 假 , 当 且 仅 当 Y 假 ”.) 命题 “车 X 假 , 则 Y 假 ” 有 时 叫 作 命 
题 “ 若 X 真 则 Y 真 ” 的 否 命题 ", 于 是 真丝 含 的 否 命 题 不 必 是 真 比 含 . 

如 果 知道 “ 若 X 真 , 则 Y 真 ”, 那么 “车 Y 假 , 则 X 假 ” 也 是 真 的 (因为 如 果 
Y 是 假 的 , 那么 X 不 能 是 真 的 , 否则 的 话 , 将 推出 Y 是 真 的 , 这 是 一 个 矛盾 ). 例如 ， 
如 果 知 道 “ 若 z = 2, 则 xz? = 4, 那么 , 也 就 知道 “ 若 x? 关 4, 则 z 尖 2?. 或 者 , 要 
是 我 们 知道 “如 果 John 下 午 5 点 下 班 , 他 现在 就 到 这 里 了 ”, 那么 我 们 就 也 知道 了 
“如 果 John 现在 没 到 这 里 , 那么 他 在 下 午 5 点 时 没有 下 班 ”. 命题 “ 若 Y 假 , 则 X 
假 ” 叫 作 “ 若 XX 真 , 则 Y 真 ” 的 逆 否 命题 (contrapositive of ...), 两 命题 是 同等 真 
确 的 . 

当然 , 如 果 你 知道 X 蕴含 一 个 已 知 不 真 的 事物 , 那么 X 自己 必 是 假 的 . 这 就 
是 隐藏 在 反 证 法 (或 reductio ad absurdum ) 后 面 的 思想 : 要 证 明 某 事 是 假 的 , 先 假 
定 它 是 真 的 , 然后 证 明 它 蕴含 一 个 你 知道 不 真 的 事物 (例如 , 一 个 既 真 且 假 的 命题 )， 
例如 : 

命题 A.2.6 设 z 是 正 数 使 得 sinz =1. 那 么 z> 下 . 

证 明 反 证 . 假设 zx < 革 由 于 z 是 正 的 , 那么 0 < zx < 和 .由 于 sinz 对 
于 0 <z < 各 是 严格 增 的 , 并 且 sin0 = 0, sin# = 1, 所 以 当 0 < z < 于 时 有 
0 < sinz < 1. 但 这 与 snz= 1 的 假定 相 矛 盾 . 所 以 zx > 3. 加 

注意 , 反 证 法 的 一 个 特性 是 在 证 明 的 某 处 你 提出 一 个 假设 (我 们 的 情形 是 z < 
#), 然后 证 明 此 假设 是 假 的 . 但 注意 , 这 并 不 改变 论证 成 立 且 结 论 真确 这 一 事实 , 这 


人 @ 原文 为 the inverse of “ If X is true, then Y is true”. 译 者 注 
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是 因为 终极 的 结论 不 是 靠 假定 的 真确 ( 恰 相 反 , 它 靠 的 是 假定 的 虚假 !). 

反 证 法 对 于 证 明 “ 否 定 的 ”命题 一 一 如 “X 是 假 的 "，“a 不 等 于 b” 之 类 的 命 
题 , 是 特别 有 用 的 . 但 是 肯定 的 命题 与 否定 的 命题 之 间 的 界限 是 模糊 的 (命题 z > 2 
是 肯定 的 还 是 否定 的 ? 它 的 否 命题 是 什么 ? 是 不 是 zx < 2?), 所 以 这 并 不 是 一 个 坚 
实 牢 固 的 法 则 . 

逻辑 学 家 常常 使 用 特殊 的 符号 来 代表 逻辑 关系 . 例如 “X 蕴含 Y” 可 写成 
“X 一 Y”;“X 不 真 ” 可 写成 “~ X”， 4X"， 或 “-X?";i “X 与 Y” 可 写成 
“XAY” 或 “X&Y”, 等 等 . 但 对 于 一 般 目的 的 数学 , 这 些 符号 不 常 使 用 ; 英语 ?词汇 
常 是 更 可 读 的 , 并 且 不 占 太 多 的 位 置 . 还 有 , 使 用 这 些 符号 会 把 表达 式 与 命题 之 间 
的 界限 搞 模糊 , 理解 

“((z=3)AY=5)) = (r+y= 8)” 
不 如 理解 
“如 果 z = 3 并 且 y = 5, 那么 rz 二 yy = 8” 

那么 容易 . 所 以 一 般 说 来 , 我 并 不 推荐 使 用 这 些 符号 (或 许 除 了 一 > 这 个 非常 直观 
的 符号 之 外 ). 
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要 证 明 一 个 命题 人 们 常常 从 提出 假定 开始 并 沿 着 一 个 朝向 结论 的 方式 去 进 
行 , 这 是 证 明 一 个 命题 的 直接 方式 . 这 种 证 明 看 上 去 有 点 像 下 述 证 明 ; 

命题 A.3.1 么 蕴含 了 

证 明 设 4 真 . 由 于 4 真 所 以 C 真 . 由 于 C 真 所 以 真 . 由 于 也 真 所 以 B 
真 , 即 得 所 需 的 结论 . 三 

这 种 直接 证 法 的 一 个 例子 是 : 

命题 A.3.2 若 z=m, 则 sin 于 +1= 2. 

证 明 设 z=r. 由 于 z=m 所 以 于 = 于 由 于 和 = 季 所 以 sn 和 =1. 由 于 
sin 对 = 1, 所 以 sin 肝 十 1 = 2. 加 

在 上 面 的 证 明 中 , 我 们 从 假设 开始 , 稳步 地 朝向 结论 行进 . 倒 过 来 从 结论 开始 ， 
看 它 被 什么 蕴含 ,， 也 是 可 行 的 .例如 , 命题 A.3.1 的 典型 的 这 种 证 法 可 能 像 下 面 
这 样 : 

证 明 要 证 B, 只 要 证 D. 由 于 C 蕴含 D, 我 们 只 需 证 C. 但 C 从 4 推出 . 国 

作为 这 种 证 法 的 一 个 例子 , 我 们 给 出 命题 A.3.2 的 另 一 个 证 明 : 

证 明 为 证 sn 和 +I= 2, 只 需 证 sn 于 = 1. 由 于 至 = 蕴含 sin# = 1, 我 们 
只 需 证 于 = 下. 但 这 从 z = r 推出 . | 


Q@ 当然 也 包括 汉语 . 一 一 译 者 注 
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逻辑 上 说 , 命题 A.3.2 的 上 述 两 个 证 明 是 一 样 的 , 只 是 顺序 安排 不 同 而 已 . 注 
意 , 倒 推 这 种 证 明 方 式 , 不 同 于 从 结论 出 发 来 看 “该 结论 蕴含 什么 ”( 如 在 命题 A.2.3 
中 那样 ) 的 不 正确 的 证 明 , 而 是 从 结论 出 发 寻求 “什么 能 够 蕴含 此 结论 ”; 

另 一 个 倒 推 方式 的 证 明 的 例子 如 下 : 和 

命题 A.3.3 设 0<r<1 是 实数 . 那么 级 数 > nr 是 收 伍 的 . 


证 明 “要 证 这 个 级 数 收敛 , 根据 比例 判别 法 , 中 需 证 当 n 一 oo 时 比例 


rmtl(n+1)| n+tl 
rm | 
收敛 到 某 小 于 1 的 数 ， 由 于 7 已经 小 于 1, 所 以 只 要 证 对 ! 收敛 到 1. 但 由 于 


也 可 以 把 从 假定 出 发 的 前 推 与 从 结论 出 发 的 后 推 结合 起 来 . 例如 下 面 所 述 是 
命题 A.3.1 的 一 个 恰当 的 证 明 : 

证 明 要 证 B, 只 要 证 D. 那么 现在 我 们 来 证 D. 根据 假定 有 4, 于 是 有 C. 由 
于 C 歼 含 D, 即 得 所 求 的 万 . 图 

再 说 一 次 , 从 逻辑 学 的 观点 来 看 , 这 与 前 面 的 证 明 是 一 样 的. 于 是 有 很 多 方式 
来 书写 同一 个 证 明 , 究竟 怎样 做 , 取决 于 你 自己 , 但 是 书写 证 明 的 某 些 方式 比 其 他 
的 方式 更 为 可 读 也 更 自然 , 而 不 同 的 安排 意 在 强调 论述 的 不 同 的 部 分 . (当然 , 如 果 
你 是 进行 数学 证 明 的 新 手 , 你 一 般 会 为 得 到 一 个 结果 的 某 一 种 证 明 而 高 兴 , 倒是 不 
太 在 平 得 到 一 个 “最 佳 ” 安 排 的 证 明 法 , 然而 此 处 的 要 点 在 于 一 个 证 明 可 以 有 很 多 
不 同 的 形式 .) 

上 面 的 证 明 都 是 足够 简单 的 , 因为 只 有 一 个 假定 和 一 个 结论 . 当 有 多 个 假定 及 
多 个 结论 时 , 证 明 就 要 分 情形 进行 , 从 而 变 得 比较 复杂 . 例如 一 个 证 明 可 能 看 上 去 
龟 裂 成 这 个 样子 : 

命题 A.3.4 设 4 和 万 都 是 真 的 , 那么 OC 和 也 都 是 真 的 . 

证 了 明 由 于 4 真 所 以 巨 真 . 从 巨 和 B 知 下 真 . 同时 , 根据 4, 要 证 D 只 需 
证 G. 有 两 种 情况 : 五 和 工 如 果 五 真 , 那么 从 政和 互 得 到 COC, 而 从 A 和 万 得 
到 G. 如 果 了 工 真 , 那么 从 I 得 G, 并 有 旦 从 I 和 G 得 C. 于 是 在 两 种 情况 下 都 得 到 C 
和 G, 从 而 得 到 C 和 也 . 图 

顺便 多 说 几 旬 , 上 面 的 证 明 可 以 安排 成 整齐 得 多 的 形状 , 然而 你 至 少 对 于 一 个 
证 明 能 变 得 多 么 复杂 有 了 一 个 概念 . 要 证 明 一 个 蕴含 关系 , 有 多 种 方式 来 进行 : 你 
可 以 从 假定 出 发 向 前 正 推 , 也 可 以 从 结论 出 发 向 后 倒 推 , 还 可 以 分 成 几 种 情况 把 问 
题 分 解 成 几 个 更 容易 的 子 问题 . 另 一 个 方式 就 是 反 证 法 , 例如 你 可 以 进行 下 述 形式 
的 论证 . 

命题 A.3.5 设 4 是 真 的 , 那么 B 是 假 的 . 
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证 明 反 证 . 假设 B 是 真 的 . 这 蕴含 C 是 真 的 . 但 是 由 于 4 真 , 这 就 蕴含 D 
真 , 这 与 C 相 矛 盾 , 所 以 B 必 是 假 的 . 图 

你 会 看 到 , 当 力 图 进行 一 项 证 明 时 , 有 若干 事情 可 以 选择 . 随 着 经 验 的 增长 , 会 
越 来 越 清楚 , 哪 种 方法 似乎 更 容易 些 , 哪 种 方法 大 概 可 行 但 需要 花 大 力气 , 哪些 方 
法 大 概 行 不 通 . 在 很 多 情况 下 , 确实 只 有 一 种 明显 的 方式 可 行 . 但 是 肯定 会 有 多 种 
途径 来 解决 一 个 问题 , 所 以 当 你 看 到 有 多 于 一 种 方式 可 解决 一 个 问题 时 , 你 恰 可 以 
尝试 选择 一 种 看 来 是 最 容易 的 , 但 要 准备 好 , 一 旦 这 种 方法 开始 变 得 没有 希望 时 , 就 
转换 到 另 一 条 路 上 去 . 

还 有 , 在 进行 证 明 时 , 记 清楚 哪些 命题 是 已 知 的 (作为 假设 , 或 从 假设 推出 , 或 
来 自 其 他 的 定理 或 结果 ), 而 哪些 命题 是 要 证 的 (作为 结论 , 或 是 作为 蕴含 结论 的 命 
题 , 或 是 某 些 用 以 帮助 最 终 获 取 结 论 的 中 间 的 结果 或 引 理 ) 是 有 帮助 的 . 把 两 者 混 
淆 起 来 几乎 永远 是 不 可 取 的 , 那样 可 能 让 人 在 证 明 中 死 定 . 
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只 从 一 个 初始 命题 (如 “2+2=4 或 “John 是 黑头 发 的 ") 出 发 , 使 用 逻辑 连结 
词 构 成 复合 命题 , 然后 使 用 各 种 逻辑 定律 从 一 个 命题 的 假设 过 渡 到 一 个 命题 的 结 
论 , 可 以 按 逻 辑 走 得 相当 远 ; 这 就 是 周知 的 命题 逻辑 或 者 Boole 逻辑 ，( 可 以 列 出 
Boole 逻辑 的 一 大 堆 定 律 , 这 些 定律 足够 用 于 人 们 要 做 的 每 件 事 , 但 是 我 审慎 地 决 
定 不 这 样 做 , 因为 那样 的 话 , 你 可 能 会 竭力 记忆 那些 定律 , 但 那 不 是 想 要 学 会 做 远 
辑 的 人 应 该 学 的 , 除非 你 变 成 了 一 台 计算 机 或 者 其 他 没有 思想 的 设备 . 但 是 如 果 你 
确实 对 那些 逻辑 的 形式 定律 感到 好 奇 , 那 就 去 看 “命题 逻辑 的 定律 ”或 在 图 书馆 或 
互联 网 上 去 查看 类 似 的 东西 吧 .) 

但 要 做 数学 , 这 个 逻辑 水 平 是 不 够 的 , 因为 它 没 有 纳入 变量 的 基本 概念 , 即 那 
些 熟 知 的 符号 如 z,n 等 , 它们 表示 各 种 未 知 量 , 或 者 等 于 某 个 值 , 或 者 假定 是 服从 
某 些 性 质 的 . 其 实 , 我 们 已 经 偷偷 地 引入 了 某 些 这 样 的 变量 来 演示 命题 逻辑 中 的 某 
些 概念 (主要 是 因为 要 是 无 休止 地 谈论 没有 变量 的 命题 , 例如 2 十 2 = 4 或 “John 
是 黑头 发 的 " 之 类 , 过 不 了 多 入 就 会 变 得 十 分 无 聊 ). 那么 数理 逻辑 就 与 命题 逻辑 一 
样 , 只 不 过 是 加 入 了 变量 这 一 附加 成 分 . 

一 个 变量 是 一 个 符号 , 像 或 z, 它 代表 一 定 类 型 的 数学 对 象 一 整数 、 向 
量 、 矩阵 之 类 的 东西 . 在 几乎 一 切 情况 下 , 变量 所 代表 的 对 象 类 型 应 该 明确 , 否则 就 
难于 用 这 个 变量 来 成 功 地 构成 命题 . (只 有 极 少数 的 真 命题 可 以 不 必 知 道 关于 构成 
它 的 变量 的 类 型 . 例如 给 定 一 个 任意 类 型 的 变量 zx, 命题 x = z 都 是 真 的 , 而 且 如 
果 知道 z = 那么 可 以 断定 y = z. 但 是 , 作为 例子 , 我 们 不 能 说 z +y = y+z， 
除非 知道 对 象 = 和 y 的 类 型 以 及 它们 是 否 适 用 于 加 法 运算 ; 例如 , 当 z 是 矩阵 而 y 
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是 向 量 时 , 上 面 的 命题 就 是 病态 构成 的 . 可 见 , 如 果 想 做 一 些 有 用 的 数学 事项 的 话 ， 
每 个 变量 都 应 该 有 明显 的 类 型 .) 

人 们 可 以 构建 包含 变量 的 表达 式 和 命题 , 例如 , 若 z 是 实数 ( 即 , 代表 实数 的 
变量 ) 那么 z + 3 是 表达 式 , 而 x 十 3 = 5 是 命题 . 而 命题 的 真 假 可 能 取决 于 所 含 变 
量 的 值 , 例如 命题 z + 3 = 5, 当 z 等 于 2 时 是 真 的 , 而 当 zx 不 等 于 2 时 是 假 的 . 于 
是 一 个 含有 变量 的 命题 的 真 假 可 能 依赖 于 命题 的 语 境 (context) 一 一 在 当前 的 情况 
下 , 它 依赖 于 z 被 假定 的 值 . (这 是 对 命题 逻辑 法 则 的 修正 , 在 命题 逻辑 中 一 切 命题 
都 有 确定 的 真 假 值 . ) 

有 时 我 们 不 让 一 个 变量 是 任何 具体 事物 (除了 规定 它 的 类 型 ). 于 是 可 以 考虑 
命题 z+3= 5, 其 中 z 是 一 个 不 指定 的 实数 . 在 这 种 情形 下 , 把 这 个 变量 叫做 自由 
变量 , 那么 我 们 正在 考虑 的 是 一 个 带 有 自由 变量 xz 的 命题 z + 3 = 5. 带 自由 变量 
的 命题 可 能 没有 确定 的 真 假 值 , 因为 它们 依赖 于 不 指定 值 的 变量 . 例如 , 我 们 已 经 
说 明 , 如 果 z 是 自由 变量 的 话 , xz +3 = 5 就 没有 确定 的 真 假 值 , 尽管 对 于 z 的 每 个 
给 定 的 值 , 命题 当然 或 是 真 的 或 是 假 的 , 必 有 一 个 确定 的 真 假 值 . 另 一 方面 , 对 于 每 
个 实数 z, 命题 (z 十 1)? = zz2+2z+1 都 是 真 的 , 从 而 , 即使 z 是 自由 变量 , 我 们 也 
可 以 把 这 个 命题 看 作 是 真 命题 . 

有 时 我 们 也 令 (set) 一 个 变量 等 于 一 个 固定 的 值 , 用 “ 设 1=2? 或 “ 令 z=2” 
之 类 的 命题 表达 此 事 . 在 这 种 情况 下 , 变量 叫 作 约束 变量 (bound variable), 只 含有 
约束 变量 而 不 含 自由 变量 的 命题 一 定 有 确定 的 真 假 值 . 例如 , 当 令 z = 342 时 , 命 
题 “z 二 135 = 477” 现 在 是 确定 为 真 的 , 而 当 z 是 自由 变量 时 , 既 可 以 是 真 的 , 也 可 
以 是 假 的 , 视 z 为 何 值 而 定 . 那么 , 如 前 所 述 , 像 “zx + 135 = 477” 这样 的 命题 的 真 
假 , 依赖 于 语 境 一 一 z 是 自由 的 还 是 约束 的 , 而 车 z 是 约束 的 , 它 约束 为 什么 值 . 

也 可 以 用 量词 “对 于 一 切 ” 或 “对 于 某 个 ”来 把 自由 变量 转化 为 约束 变量 . 例 
如 命题 


(z+1)?=7z2+2z+1 
是 含 一 个 自由 变量 > 的 命题 , 不 必 有 确定 的 真 假 值 . 但 命题 
对 于 一 切实 数 z, (z 十 1)?=z? 十 2z 十 1 


是 一 个 带 约束 变量 x 的 命题 , 现在 有 了 确定 的 真 假 性 (在 当前 的 情形 , 命题 是 真 的 ). 
类 似 地 , 命题 
Z 二 3 一 5 


有 一 个 自由 变量 , 没有 确定 的 真 假 值 . 但 是 命题 
对 于 某 个 实数 z, rz 二 3 =5 
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是 真 的 , 因为 对 于 z = 2 它 是 真 的 . 另 一 方面 , 命题 
对 于 一 切实 数 z, zx 十 3 二 5 


是 假 的 , 因为 有 某 个 (其 实 有 许多 ) 实数 z, 使 十 3 不 等 于 5. 

全 称 量词 ” 设 P(z) 是 一 个 依赖 于 自由 变量 x 的 命题 . 命题 “对 于 一 切 工 型 的 
z，P(z) 是 真 的 ” 指 的 是 , 给 定 任 何 T 型 的 z, 不 管 z 的 精确 值 是 什么 , P(z) 都 是 
真 的 . 换言之 , 这 个 命题 与 说 “ 若 z 是 工 型 的 , 则 P(z) 是 真 的 ”一 样 . 于 是 , 证 明 
这 样 的 命题 通常 的 方式 是 , 让 z 是 一 个 工 型 的 自由 变量 (用 “ 令 z 为 任意 的 工 型 
对 象 ” 之 类 的 语句 表达 此 意 ), 然后 对 这 个 对 象 来 证 明 P(z), 如 果 能 造 出 哪怕 只 是 
一 个 反例 , 即 一 个 元 素 z, 它 属 于 T, 却 使 P(z) 是 假 的 , 那么 命题 就 是 假 的 . 例如 命 
题 “ 对 于 一 切 正 数 z，z? 大 于 z” 是 假 的 , 只 要 造 一 个 例子 z = 1, 或 者 z = 3 使 
z? 不 大 于 z 就 证 明了 此 事 . 

另 一 方面 , 造 一 个 例子 使 P(z) 真 并 不 能 证 明 对 于 一 切 z，P(z) 真 . 例如 , 由 于 
Zz 十 3 二 5 恰 有 一 个 解 z = 2, 所 以 这 不 蕴含 z + 3 = 5 对 于 一 切实 数 z 成 立 .( 这 就 
是 时 常 引 用 的 , 尽管 是 有 点 不 准确 的 口号 “不 能 只 用 一 个 例子 来 证 明 一 个 命题 ”的 
缘由 . 更 准确 的 说 法 是 , 不 能 只 用 一 个 例子 来 证 明 “ 对 于 一 切 (for all)” 命 题 , 当然 ， 
可 以 用 这 种 方式 来 证 明 “ 对 于 某 个 (for some)” 命 题 , 而 且 也 可 以 用 一 个 反例 来 推 
翻 “ 对 于 一 切 ” 命 题 .) 

偶而 会 出 现 这 样 的 情况 , 事实 上 并 不 存在 T 型 变量 zx. 这 时 , 命题 “对 于 一 切 
T 型 变量 >，P(z) 真 ” 就 是 一 个 空 真 (vacuously true) 命题 一 一 它 是 真 的 , 但 没有 
内 容 , 就 像 一 个 空 药 仿 一样. 例如 命题 


“对 于 一 切 3 <z<2，6<2r<4” 


是 真 的 , 但 容易 证 明 它 是 空 的 . (在 论述 中 这 样 的 空 命题 仍 可 能 是 有 用 的 ,虽然 这 种 
情形 不 常 发 生 . ) 

可 以 用 短语 “对 于 每 个 (for every)” 或 “对 于 任 一 个 (for each)” 来 代替 “对 于 
一 切 ”, 例如 , 可 以 说 “对 于 一 切实 数 x, (z 十 1)? = z? 十 2z 十 1”, 也 同样 可 以 说 “对 
于 任 一 实数 zy，(z + 1)? 等 于 z? + 2z 十 1”. 在 逻辑 上 这 些 说 法 都 是 等 价 的 . 符号 V 
可 用 来 代替 “对 于 一 切 ”, 于 是 作为 例子 ,“Yz EX : P(z) 真 ” 或 “P(z) 真 Vvz e XX” 
与 “对 于 一 切 re X，P(z) 真 ” 是 同 义 的 . 

存在 量词 命题 “对 于 某 个 TT 型 r，P(z) 真 ” 指 的 是 至 少 存在 一 个 工 型 z， 
使 得 P(z) 真 . 虽然 可 能 存在 多 于 一 个 这 样 的 z，( 如 果 要 使 这 样 的 z 既 存在 又 唯 
一 , 那 就 应 该 使 用 像 “ 恰 对 于 一 个 z” 这 样 的 量词 .) 要 证 明 这 样 的 一 个 命题 , 只 需 
提出 一 个 这 样 的 zx 的 例子 . 例如 , 要 证 明 


对 于 某 实数 zz， zx? 二 218=0 
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所 需 做 的 只 是 找 一 个 实数 z, 使 得 zz + 2z -8= 0, z = 2 就 是 这 样 的 实数 (也 可 以 
使 用 z = -4, 但 不 必 同 时 使 用 两 者 ). 注意 , 在 证 明 一 个 “对 于 某 个 ”命题 时 , 有 选 
择 z 的 自由 ; 这 与 证 明 “ 对 于 一 切 ”命题 相反 , 那 时 必须 让 z 是 任意 的 . (为 了 比较 
这 两 种 命题 , 你 可 以 想象 和 自己 的 对 手 进行 了 两 个 游戏 . 在 第 一 个 游戏 中 , 对 手 出 
示 z, 而 你 必须 证 明 P(z); 如 果 你 永远 能 赢 , 那么 你 就 证 明了 对 于 一 切 zx，P(z) 真 . 
在 第 二 个 游戏 中 , 你 可 以 选择 x, 而 后 给 予 证 明 ; 如 果 你 能 赢 , 那 你 就 证 明了 对 于 某 
个 z，P(z) 真 .) 

通常 说 某 事 对 于 一 切 z 真 , 比 只 说 它 对 于 某 z 真是 强 得 多 的 . 但 有 一 个 例外 ， 
如 果 加 于 z 的 条 件 是 不 可 能 满足 的 , 那么 “对 于 一 切 ” 命 题 是 空 真 的 , 而 “对 于 某 
个 ”命题 是 假 的 . 例如 


对 于 一 切 3 <z<2,6<2z<4 
是 真 的 , 但 
对 于 某 个 3 <z <2, 6<2z<14 


是 假 的 . 

可 以 使 用 短语 “对 于 至 少 一 个 ”或 “存在 ……… 使 得 ”来 取代 “对 于 某 个 ”. 例 
如 , 可 以 把 “对 于 某 实数 z，z? 十 2z 一 8 = 0” 说 成 “存在 一 个 实数 z 使 得 z2?+2z--8= 
0”. 符号 3 可 用 来 代替 “存在 ……… 使 得 ”, 于 是 , 作为 例子 , “3z e X : P(z) 真 ” 与 
“对 于 某 ze X, P(z) 真 ” 是 同 义 的 . 


8A.5 上 幅 套 量词 (Nested quantifiers) 
可 以 把 两 个 或 多 个 量词 典 套 在 一 起 . 例如 , 考虑 命题 
“对 于 每 个 正 数 x， 存在 一 个 正 数 y, 使 得 y? = z.” 
这 个 命题 指 的 是 什么 ? 它 指 的 是 , 对 于 每 个 正 数 z, 命题 
“存在 一 个 正 数 y, 使 得 y? = z” 


是 真 的 . 换 句 话说 , 对 于 任 一 正 数 zx, 都 可 以 找到 z 的 一 个 正 的 平方 根 . 所 以 命题 说 
的 是 每 个 正 数 都 有 正平 方 根 . 

我 们 继续 用 游戏 来 比喻 . 设 你 和 对 手 玩 这 样 的 游戏 , 你 的 对 手 先 拿 一 个 正 数 z， 
然后 你 拿 一 个 正 数 y. 若是 y? = z, 你 就 赢 . 若是 不 管 对 手 怎样 做 你 都 赢 , 那么 你 就 
证 明了 对 于 每 个 正 数 z, 存在 一 个 正 数 y, 使 得 y? = zx. 
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否定 一 个 全 称 命题 就 产生 一 个 存在 命题 .“ 一 切 天 鹅 都 是 白 的 ”的 否定 并 不 是 
“一 切 天 鹅 都 不 是 白 的 ”, 而 是 “ 某 个 天 筷 不 是 白 的 ". 类 似 地 , “对 于 每 个 0<xz<# 
有 cosz > 0” 的 否定 是 “对 于 某 个 0 < z < 下 有 cosz < 0” 而 不 是 “对 于 每 个 
0<z< 于 有 cosz <0”. 

否定 一 个 存在 命题 就 产生 一 个 全 称 命题 “存在 黑 天 我 ” 的 否定 不 是 “存在 非 黑 
的 天 我 " 而 是 “一切 天 鹅 都 不 是 黑 的 ”". 类 似 地 , “存在 实数 z 使 得 zz +z+1= 0” 的 
否定 是 “对 于 一 切实 数 z，xz2 +z+1 尖 0”, 而 不 是 “存在 实数 z 使 rz2+z+1 尖 027.( 这 
里 的 情况 很 像 “和 ”与 “或 ”关于 否定 的 性 状 . ) 

如 果 你 知道 一 个 命题 P(z) 对 于 一 切 z 成 立 , 那么 你 可 以 让 z 是 任何 你 想 要 的 
值 , 而 P(z) 必 对 于 zx 的 那个 值 成 立 , 这 就 是 “对 于 一 切 ” 的 含义 . 于 是 , 作为 例子 ， 
如 果 你 知道 

对 于 一 切实 数 x, (z 十 1)? = zx? 十 2z 十 1 


那么 你 可 以 断定 
(z+1)? = +2n+1, 


也 可 以 断定 
对 于 一 切实 数 y (cosy +1)? = cos?y +2cosy +1 


(因为 , 当 y 是 实数 时 , cosy 也 是 实数 ), 等 等 . 那么 , 全 称 命题 在 其 适用 性 方面 是 很 
富有 功能 的 你 能 让 P(z) 对 于 你 希望 的 任何 z 成 立 . 而 存在 命题 则 相反 , 适 
用 性 是 比较 有 限 的 . 如 果 你 知道 


对 于 某 实数 x, z? +2z -8= 0， 


那么 你 不 可 以 简单 地 用 你 想 要 的 实数 , 例如 r, 代 进 去 而 断言 x? 二 2x 一 8 = 0. 不 
管 怎样 , 你 当然 依旧 可 以 断言 对 于 某 个 实数 zx, z2 + 2z 一 8 = 0, 只 是 你 根本 不 管 哪 
个 zx 使 它 成 立 .( 继 续 用 游戏 来 比喻 , 你 可 以 使 P(z) 成 立 , 但 你 的 对 手 为 你 拿 zx, 你 
自己 不 用 选取 . ) 

注 A.5.1 在 逻辑 学 的 发 展 史上 , 量词 的 正式 研究 比 Boole 逻辑 早 一 千 多 年 . 
的 确 , 由 亚 里 士 多 德 (Aristotle)( 希 腊 人 , 公元 前 384 一 公元 前 322) 及 其 学 术 群 体 
建立 的 亚 里 士 多 德 逻辑 研究 了 对 象 、 对 象 的 性 质 以 及 像 “ 对 于 一 切 ”"、“ 对 于 某 个 ” 
的 量词 . 

在 亚 里 士 多 德 逻 辑 体系 中 , 一 个 典型 的 推理 (或 演绎 ) 方式 是 :“ 人 总 是 要 死 的 ， 
所 以 , 苏 格 拉 底 总 是 会 死 的 ”. 亚 里 士 多 德 逻 辑 是 数理 逻辑 的 一 个 分 支 , 但 不 太 有 表 
现 力 , 因为 它 缺 少 逻 辑 关系 的 概念 , 它 没有 “与 "、“ 或 "、“ 若 .…. 则 ”( 尽 管 有 “ 非 ”) 
等 逻辑 关系 , 而 且 它 也 没有 像 “<” 那 样 的 二 元 关系 . 


. 然 
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交换 两 个 量词 的 次 序 , 对 于 一 个 命题 的 真 假 可 能 有 影响 也 可 能 没有 影响 . 交换 
两 个 “对 于 一 切 ”量词 没有 什么 影响 : 命题 


对 于 一 切实 数 a， 以 及 对 于 一 切实 数 b, 有 
(a+b)? =a?+2ab+b? 
逻辑 上 等 价 于 
对 于 一 切实 数 b, 以 及 对 于 一 切实 数 a, 有 
(a+b)?2=a?+2ab+b? 


(为 什么 ? 理由 是 , 对 于 命题 (a 十 6)? = a? 十 2 由 十 刀 实际 是 真是 假 , 什么 也 没有 做 ). 
类 似 地 , 交换 两 个 “存在 ”量词 也 没有 影响 : 


存在 一 个 实数 并 且 存 在 一 个 实数 b, 使 得 a? +b? =0 
逻辑 上 等 价 于 
存在 一 个 实数 六 并且 存 在 一 个 实数 a, 使 得 只 十 刀 = 0. 


然而 , 交换 “对 于 一 切 ”与 “存在 一 个 ”就 完全 不 同 了 . 考虑 下 述 两 命题 : 

(a) 对 于 每 个 整数 n, 都 存在 一 个 整数 mm 比 n 大 . 

(b) 存在 一 个 整数 mm 比 每 个 整数 ”都 大 . 

命题 (a) 显然 是 真 的 : 如 果 你 的 对 手 拿 出 一 个 整数 n, 你 总 可 以 找到 一 个 整数 
m 比 m 大 . 但 命题 (b) 是 假 的 : 如 果 你 先 选 一 个 整数 m, 那么 你 不 能 担保 m 比 每 
个 整数 n 都 大 , 你 的 对 手 可 以 轻易 地 取 一 个 比 m 大 的 整数 n 来 打败 你 . 两 个 命题 
的 关键 不 同 之 处 是 , 在 命题 (a) 中 整数 m 是 先 取 的 , 而 整数 m 然后 以 依赖 于 nn 的 
方式 来 选取 ; 但 在 命题 (b) 中 , m 被 迫 先行 取 定 , 不 能 预先 知道 n 将 取 何 值 . 简 而 言 
之 , 量词 的 顺序 之 所 以 重要 , 是 由 于 里 面 的 变量 可 能 依赖 于 外 面 的 变量 , 而 反之 不 


习 题 A.5 


A.5.1 下 述 每 个 命题 是 什么 意思 , 它们 当中 哪个 是 真 的 ? 你 能 为 每 个 命题 作 一 个 游戏 比喻 吗 ? 
(a) 对 于 每 个 正 数 z, 以 及 每 个 正 数 y, 有 y2 = z. 
(b) 存在 一 个 正 数 z, 使 得 对 于 每 个 正 数 y, 有 y? = zx. 
(c) 存在 一 个 正 数 >, 并 存在 一 个 正 数 y, 使 得 y= z. 
(d) 对 于 每 个 正 数 y, 存在 一 个 正 数 zx, 使 得 y? = z. 
(e) 存在 一 个 正 数 y, 使 得 对 于 每 个 正 数 zx, 有 vy? = xz. 
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8A.6 关于 证 明 及 量词 的 一 些 例子 


这 里 我 们 举 一 些 关于 含有 “对 于 一 切 ” 量 词 及 “存在 一 个 ”量词 的 证 明 的 一 些 
例子 . 结果 本 身 是 简单 的 , 但 你 应 该 注意 量词 是 怎样 安置 的 , 以 及 证 明 的 结构 如 何 . 

命题 A.6.1 对 于 每 个 s > 0, 看 在 一 个 6 > 0, 使 得 26 < &. 

证 明 设 s>0 是 任意 给 定 的 . 我 们 必须 证 明 存 在 一 个 5 > 0, 使 得 25 < s. 只 
需 取 一 个 这 样 的 6, 取 5 := #e 就 可 以 了 , 因为 那 时 26 = 3e < e. 图 

注意 , s 必须 是 任意 的 , 因为 要 证 明 一 件 对 于 每 个 e 都 成 立 的 事情 ; 另 一 方面 ， 
6 可 按 你 的 意愿 来 选取 , 因为 只 需 证 明 存 在 一 个 5 满足 需求 . 还 要 注意 , 5 可 以 依赖 
于 s, 因为 6 量词 是 幅 套 在 s 量词 内 的 . 如 果 量 词 顺序 颠倒 过 来 , 也 就 是 说 , 如 果 要 
证 明 “存在 一 个 6 > 0, 使 得 对 于 每 个 s > 0, 26 < e”, 那么 就 必须 在 给 定 s 之 前 先 
取 5. 在 这 种 情况 下 , 命题 是 不 可 能 被 证 明 的 , 因为 它 是 假 的 (为 什么 ?). 

规范 地 说 , 当 必须 证 明 一 个 “存在 :……… ”命题 时 , 例如 要 证 明 “ 存 在 一 个 e > 0 
使 得 天 真 ", 你 得 谨慎 地 选择 s, 然后 证 明 对 于 这 个 e, X 是 真 的 . 但 是 这 有 时 要 求 
有 很 强 的 预见 性 , 而 且 直到 后 面 在 讨论 中 s 应 该 满足 怎样 的 性 质变 得 更 清楚 时 , 才 
能 知道 = 的 选取 是 合乎 逻辑 的 . 唯一 必须 留神 的 是 , 要 肯定 s 不 依赖 于 嵌 套 在 X 
中 的 任何 约束 变量 . 例如 : 

命题 A.6.2 存在 e > 0 使 得 对 于 一 切 0<Z< se，sinz > 了 

证 明 设 s>0 将 稍 后 选 定 , 设 0< zx <s. 由 于 sinz 的 导数 是 cosz, 由 中 值 
定理 得 


sinz Snyr 一 Sin0 
= 一 一 一 一 一 cos71/ 
了 X 一 0 


对 于 茶 0 < y < z 成 立 . 那么 为 了 保证 sinz > 有 , 只 要 保证 cosy > # 就 够 了 . 为 此 ， 
只 要 使 0< y < 于 就 可 以 了 (因为 余弦 函数 在 0 处 取 值 1, 在 节 处 取 值 3, 并 在 0 
和 之 间 单 调 减 ). 由 于 0<y< 和 <z 并 且 0<z<es 所 以 0 和 y<es. 如 果 取 e:= 巴 
那么 就 有 0 < vy < 地 ， 满足 要 求 , 从 而 可 以 保证 对 于 一 切 0 < x < =， sinz > $$. 

注意 ”我 们 最 终 选 取 的 s 的 值 不 依赖 于 嵌 套 变量 > 和 y. 这 使 上 述 论证 合乎 
逻辑 . 确实 , 我 们 可 以 把 证 明 安 排 得 不 延迟 任何 行为 : 

证 明 取 &:= ,显然 e > 0. 现在 要 证 对 于 一 切 0 < z < 3, 有 sinz > 到. 那 
么 让 0<z< 了 手 是 任意 的 . 根据 中 值 定理 有 


Sin sinz— sin0 
人 Z 一 0 


对 于 某 0 < y < z 成 立 . 由 于 0 和 < ys 和 z 且 0<z< 节 有 0 入 yy < 各 于 是 


= cosy 
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cosy > cos 隆 = 直 这 是 因为 cos 在 区 间 [0, 引 上 是 单调 减 的 . 于 是 


Sin 2 1 


TI 
从 而 得 到 所 要 的 不 等 式 sinz > 37. 国 
如 果 把 s 选 得 依赖 于 z 和 y, 那么 论证 就 不 成 立 , 因为 e 是 外 部 变量 而 x,% 是 
嵌 套 在 它 里 面 的 . 


) 


8A.7 相 等 


如 前 所 述 , 可 以 从 表达 式 (如 2 x 3 十 5 之 类 ) 出 发 , 问 是 否 一 个 表达 式 遵从 一 
定 的 性 质 , 或 者 是 否 两 个 表达 式 通 过 某 种 关系 (=,<,e 等 ) 相 联 系 , 从 而 造 出 命题 . 
关系 有 很 多 , 但 最 重要 的 一 个 是 相等 . 花 一 点 时 间 来 复习 这 个 概念 是 值得 的 . 

相等 是 联系 同一 类 型 的 两 个 对 象 (例如 两 个 整数 、 两 个 矩阵 、 两 个 向 量 等 ) 的 
关系 . 给 定 两 个 这 样 的 对 象 x 和 y, 命题 x = y 可 以 成 立 , 也 可 以 不 成 立 , 这 取决 于 
2 的 值 和 y 的 值 , 也 取决 于 对 于 所 考虑 的 那 类 对 象 , 相等 是 如 何 定义 的 . 例如 , 作为 
实数 , 0.999 99.… 与 1 是 相等 的 . 在 模 10 的 算术 中 (其 中 把 一 个 数 看 作 与 它 除 以 
10 的 余数 相等 ), 数 12 与 数 2 是 相等 的 , 12=2, 尽管 在 通常 的 算术 中 并 非 如 此 . 

如 何 定 义 相 等 , 依赖 于 所 考虑 的 对 象 的 类 T, 并 且 在 一 定 程度 上 , 只 是 定义 而 
已 . 不 过 , 为 了 逻辑 的 目的 , 我 们 要 求 相 等 遵从 下 列 四 条 相等 公理 : 

。 ( 自 反 公理 ) 给 定 任何 对 象 rz 有 z = z. 

。 (对称 公 理 ) 给 定 同 一 类 的 两 个 对 象 x 和 w 如 果 z = yy 那么 y = xz. 

。 (传递 公理 ) 给 定 3 个 同类 的 对 象 xz,y,z, 如 果 z = 并 且 y= > 那么 rz=>. 

。 (代入 公理 ) 给 定 同类 的 两 个 对 象 z,y, 如 果 z = y, 那么 对 于 一 切 函数 或 运 

算 f, f(z) = f(y). 类 似 地 , 对 于 任何 依赖 于 xz 的 性 质 P(z), 如 果 z=y 那 
么 P(z) 与 P(y) 是 等 价 的 命题 . 

前 三 条 公理 很 清楚 , 它们 合 起 来 断定 相等 是 一 个 等 价 关 系 . 下 面 举 一 些 例子 来 
描述 代入 性 质 . 

例 A.7.1 设 z 和 y 是 实数 . 若 z=y 则 2z=2y 且 sinz = siny. 而 且 对 于 
任何 实数 z 都 有 z 十 z = 十 z. 

例 A.7.2 设 n 和 m 是 整数 . 车 n 是 奇数 上 且 n=m, 则 m 必定 也 是 奇数 . 如 
果 有 第 三 个 整数 k, 并 且 知道 nn > 以 及 n= m, 那么 就 也 知道 不 > 大 

例 A.7.3 设 TY Z 是 实数 . 如 果 知 道 z = siny 以 及 y = 2z2, 那么 (根据 代入 
公理 )siny = sin z?, 从 而 (根据 传递 公理 ) 有 x = sin z2. 

于 是 , 从 逻辑 的 观点 来 看 , 只 要 我 们 愿意 , 我 们 就 可 以 在 一 类 对 象 上 定义 相等 ， 
只 要 它 遵 从 自 反 、 对 称 、 传 递 三 条 公理 , 并 且 与 这 类 对 象 上 的 一 切 其 他 运算 是 相 容 
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的 , 也 就 是 说 对 于 这 一 切 运 算 , 代入 公理 成 立 . 例如 有 一 天 我 们 决定 修改 整数 , 使 得 
现在 12 等 于 2, 那 就 只 能 也 让 2 等 于 12, 并 且 对 于 这 些 修改 了 整数 的 任何 运算 f， 
都 必须 成 立 f(2) = f(12). 例如 , 现在 必须 让 2 +5 等 于 12 + 5. (在 这 种 情况 下 , 沿 
着 这 条 线 走 下 去 , 终 将 达到 模 10 算术 , 即 任何 整数 都 与 它 除 以 10 的 余数 相等 .) 


习 题 A.7 


A.7.1 设 有 4 个 实数 a,b,c,d, 并 且 知 道 a = 5，c= d. 使 用 上 述 4 条 公理 来 导出 a 十 d= 
b+c. 


附录 B 十 进 制 


在 第 2 章 、 第 4 章 和 第 5 章 中 , 我 们 辛苦 地 构造 了 数学 的 基本 数 系 : 自然 数 
系 、 整 数 系 、 比 例 数 系 和 实数 系 . 自然 数 系 是 简单 地 假设 存在 的 , 服从 五 条 公理 ; 整 
数 系 通过 自然 数 (的 形式 差 ) 而 构成 ; 比例 数 系 则 通过 整数 的 (形式 ) 商 构成 , 而 实 
数 则 通过 比例 数 的 (形式 ) 极限 构成 . 

这 一 切 都 很 圆满 很 成 功 , 但 是 这 与 人 们 对 于 这 些 数 的 先 验 的 了 解 好 像 有 些 不 
同 . 特别 是 十 进 制 很 少 用 到 . 在 十 进 制 中 , 所 有 的 数 都 由 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 这 
十 个 数字 组 合 表 出 . 的 确 , 除了 一 些 对 于 主要 结构 并 非 本 质 的 例子 以 外 , 我 们 真正 
用 到 的 十 进 制 数 只 有 数 0, 1 和 2, 而 且 后 两 个 可 以 写成 0 二 + 十 和 (0 十 十 ) 十 十 . 

这 样 做 的 基本 理由 在 于 , 十 进 制 系统 本 身 在 数学 中 不 是 本 质 的 . 十 进 制 系统 对 
于 计算 很 方便 , 而 且 由 于 一 千 多 年 的 使 用 , 我 们 从 小 就 习惯 于 这 个 系统 了 , 但 在 数 
学 史上 , 它 的 确 是 相对 较为 近代 的 发 明 . 数 的 出 现 已 有 一 万 多 年 了 (从 在 洞穴 的 墙 
上 刻 划 记号 算 起 ), 而 现代 的 表示 数 的 印度 -阿拉 伯 十 进 制 系 统 只 起 源 于 大 约 11 世 
纪 . 某 些 早期 文明 社会 中 还 使 用 了 其 他 的 计数 制 . 例如 , 巴比伦 人 使 用 过 60 进位 制 
(此 种 进位 制 在 我 们 的 时 、 分 、 秒 计时 系统 中 仍 在 使 用 ); 古 希腊 人 已 能 进行 相当 高 
深 的 数学 演算 , 尽管 对 于 他 们 来 说 , 可 用 的 最 先进 的 数字 表示 系统 是 罗马 数 系 I, II， 
II TV, …, 用 这 个 系统 进行 计算 , 即使 是 进行 两 位 数 计算 , 也 是 相当 恐怖 的 . 当然 ， 
现代 的 计算 , 代替 十 进 制 , 靠 的 是 二 进 制 、16 进 制 或 比特 进 制 (byte-based) ( 即 256 
进 制 ). 而 且 像 计算 尺 之 类 的 模拟 计算 器 , 其 实 根本 不 依靠 表示 数 的 系统 . 事实 上 , 既 
然 计 算 机 可 以 奴仆 般 地 进行 咬 哮 数字 的 工作 , 在 现代 数学 中 就 很 少 用 得 着 十 进 制 . 
其 实 , 除了 一 位 的 整数 和 分 数 (以 及 e, mr i 之 类 ) 以 外 , 在 现代 数学 活动 中 , 很 少 用 
到 任何 数字 ; 任何 比较 复杂 的 数字 通常 都 用 更 一 般 的 名 字 例如 n 来 称呼 . 

不 管 怎样 , 十 进 制 这 个 题目 , 还 是 值得 作为 一 个 附录 来 说 一 说 的 , 理由 是 , 它 对 
于 我 们 把 数学 应 用 于 日 常生 活 是 太 不 可 少 了 , 而 且 相 对 于 笨重 得 多 的 “LIM。 ,an， 
其 中 al := 3.1, az := 3.14, as := 3.141,……” 而 言 , 我 们 也 希望 使 用 像 3.141 59.… 之 
类 的 符号 来 表示 实数 . 

我 们 先 复习 一 下 十 进 制 是 如 何 用 于 正 整 数 的 , 然后 再 谈 实数 . 注意 , 在 这 个 讨 
论 中 , 我 们 将 随意 地 使 用 前 面 各 章 的 结果 . 
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8B.1 自然 数 的 十 进 制 表示 


本 节 不 使 用 a x。b 的 通常 的 简写 方式 ab, 因为 这 种 简写 可 能 把 十 进 制 34 误解 
为 3x4. 

定义 B.1.1(digit) 一 个 digit 是 0,1,2,… ,9 这 十 个 符号 之 一 . 我 们 把 这 些 digit 
与 自然 数 依 下 述 公 式 等 同 起 来 : 


0 三 0, 1 三 0 十 十 2 三 1 十 十 … ,9 三 8 十 十 . 


我 们 还 定义 数字 拾 为 : 拾 := 9++. (我 们 还 不 能 使 用 十 进 制 符号 10 来 表示 拾 (十 )， 
因为 那 要 预先 知道 十 进 制 , 从 而 导致 逻辑 循环 .) 

定义 B.1.2( 十 进 制 正 整 数 ) ”一 个 十 进 制 正 整数 是 一 个 digit 串 anan_1:…ao， 
其 中 n> 0 是 自然 数 , 并 且 第 一 个 digit an 不 是 零 . 于 是 , 作为 例子 , 3049 是 十 进 
制 正 整数 , 而 0493 不 是 , 0 也 不 是 . 我 们 用 公式 


nT 
和 
anan_1.…ao = > aiX 拾 
《一 0 


使 每 个 十 进 制 正 整数 与 正 整数 相等 . 
注 B.1.3 注意 这 个 定义 当然 蕴含 


10=0x 拾 "+1x 拾 := 拾 ， 


所 以 我 们 可 以 把 拾 写成 更 熟悉 的 形式 10. 另外 , 一 个 单位 的 十 进 制 整数 恰好 等 于 那 
个 digit 自身 . 例如 , 根据 上 面 的 定义 , 十 进 数 3 恰好 等 于 


3==3x 拾 "=3， 


所 以 在 单个 digit 与 一 个 单位 的 十 进 制 数 之 间 不 可 能 发 生 混淆 .( 这 是 一 个 微妙 的 定 
义 , 而 且 是 一 个 不 值得 深思 的 定义 .) 

现在 我 们 证 明 , 这 个 十 进 制 系统 确实 表示 了 正 整 数 . 根据 定义 , 很 明显 , 每 个 正 
的 十 进 制 表 示 给 出 一 个 正 整 数 , 因为 和 式 完 全 由 自然 数组 成 , 而 且 根 据 定义 最 后 一 
项 ao x 拾 ”不 是 零 . 

定理 B.1.4( 十 进 制 表 示 的 存在 性 与 唯一 性 ) 每 个 正 整 数 m 都 恰 等 于 一 个 十 
进 制 正 整 数 . 

证 明 ”我 们 要 使 用 强 归纳 原理 (命题 2.2.14, 其 中 mo := 1). 对 于 任何 正 整 数 
m, 设 P(m) 代表 命题 “m 恰 等 于 一 个 十 进 制 正 整 数 ”. 设 已 经 知道 对 于 一 切 正 整数 
m < m, P(m') 真 , 现在 来 证 明 P(m). 
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首先 注意 到 , 对 于 每 个 正 整 数 m, 或 者 m > 拾 , 或 者 me {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. 
(此 事 容 易 由 通常 的 归纳 法 证 实 . ) 先 设 m e {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, 那么 m 显然 等 
于 一 个 由 单个 digit 构成 的 十 进 制 正 整 数 , 而 且 仅 有 一 个 一 位 的 十 进 制 数 等 于 m. 
另外 , 由 于 n > 0 时 , ao .…'ao 是 十 进 制 数 


PA x 拾 > an x 拾 " > 拾 >m， 
0 
所 以 不 存在 由 两 个 或 多 于 两 个 的 digit 组 成 的 十 进 制 数 等 于 m. 
现 假定 m > 拾 . 那么 由 欧 几 里 得 除法 (命题 2.3.9), 可 以 写 
m= 二 sx 拾 +7, 
其 中 s 是 正 整数 , 而 re {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. 由 于 
sS<5sSx 拾 和 sx 拾 二 =m， 


所 以 可 以 使 用 强 归纳 假定 而 断言 P(s) 是 真 的 . 当然 * 有 一 个 十 进 制 表示 
s=b,...bo = x 拾 .. 
t=0 


用 拾 通 乘 , 我 们 看 到 


然后 加 上 > 就 得 到 
a . 
mm 一 sx 拾 +r=》 x 拾 填 r= bo:…bor. 
i=0 


于 是 m 至 少 有 一 个 十 进 制 表 示 . 现在 要 证 明 m 至 多 有 一 个 十 进 制 表示 . 假设 有 两 
个 不 同 的 表示 


7m0 一 an … ao 一 af al0. 
首先 , 根据 前 面 的 计算 , 我 们 看 到 
an.….ao 一 (an…:al)x 拾 +ao， 


以 及 


av 00 一 (av ai)x 拾 十 af， 
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于 是 , 经 过 运算 , 得 
ad —a0 = (an…al 一 a%.…a1) Xx 拾 . 


右 端 是 拾 的 倍数 , 而 左 端 严格 介 于 一 拾 和 十 拾 之 间 . 这 表明 co = al 而 且 ou …al = 
a .…a4， 但 由 前 面 的 讨论 可 知 a .…as 是 小 于 a .…ao 的 整数 ， 于 是 , 根据 强 
归纳 假定 , 数 a,:…al 有 唯一 的 十 进 制 表示 , 这 表明 n' 必 等 于 n, 而 且 对 于 一 切 
i 二 1,…n, df 必 等 于 ai. 那么 十 进 制 数 a,,:…ao 与 o ab 事实 上 是 完全 一 样 的 ， 
这 与 它们 不 同 的 假定 相 矛 盾 . 男 

我 们 把 由 上 述 定理 给 出 的 十 进 制 数 叫 做 m 的 十 进 制 表示 . 一 旦 有 了 十 进 制 表 
示 , 就 可 以 推导 出 通常 的 把 x +y 或 zxy 的 十 进 制 表示 与 x 及 y 的 十 进 制 表示 联 
系 起 来 的 竖 式 加 法 算 律 及 紧 式 乘法 算 律 (习题 B.1.1). 

一 旦 有 了 正 整 数 的 十 进 制 表 示 , 当然 就 可 以 用 一 个 负 号 (-) 来 作成 负 整数 的 
十 进 制 表示 . 最 后 , 我 们 让 0 也 是 十 进 制 数 . 那么 这 就 给 出 了 一 切 整数 的 十 进 制 表 
示 . 那么 , 每 个 比例 数 (rational) 就 是 两 个 十 进 制 整数 的 比 (ratio)( 当 然 分 母 不 能 为 
堆 ), 例如 器 或 -让 虽然 可 能 有 不 只 一 种 方式 来 表示 比例 数 , 例如 8 二 

由 于 拾 =10, 我 们 以 后 将 如 通常 一 样 , 用 10 代替 拾 . 


习 题 B.1 


B.1.1 ”此 习题 的 目的 是 证 明 你 在 小 学 学 到 的 竖 式 加 法 确实 成 立 . 设 A = an:..ao，B= 
bn.… bo 是 十 进 制 正 整数 . 约定 当 i>n 时 ai=0, 当 i > m 时 bi = 0. 例如 ,车 
4= 372, 那么 ao = 2, al 二 7, as = 0, a4 = 0, 依次 类 推 , 根据 下 述 竖 式 加 法 算法 递 
归 地 定义 co c1,… 以 及 so et 
e@e 令 Eco := 0. 

。 假定 对 于 某 ;> 0, si 已 定义 . 如 果 ai 十 bi 十 ei < 10, 就 令 ci := ai 十 页 十 Ei 并 
且 si+l := 0; 否则 的 话 , 如 果 ai 十 bi 十 ei > 10, 就 令 ci := ai 十 bi 十 6i 一 10, 以 及 
ci+l :一 1. ( 数 si+l 是 从 第 i 个 十 进 制 位 到 第 i 十 1 个 十 进 制 位 的 “进位 数 ”，) 

证 明 数 co, cl … 都 是 digit, 并 且 存 在 ! 使 得 ci 关 0 而 对 于 一 切 i > 1, ci = 0. 然后 

证 明 cic1_1…cico 是 4 十 B 的 十 进 制 表示 . 

注意 , 也 可 以 用 这 个 算法 来 定义 加 法 , 但 那 看 上 去 是 极其 复杂 的 , 而 且 即 使 证 明 (a 十 

b) + c= a 十 (5 十 c) 这 样 简单 的 事情 , 也 是 相当 困难 的 . 这 也 是 在 我 们 的 自然 数 的 构 

造 中 避免 使 用 十 进 制 的 一 个 缘故 . 要 想 严格 地 把 竖 式 乘法 (或 竖 式 减 法 , 或 竖 式 除法 ) 

的 步骤 写 出 来 , 那 就 更 粳 糕 了 , 我 们 不 在 这 里 做 这 些 事情 . 


§B.2 ”实数 的 十 进 制 表 示 
我 们 需要 一 个 新 符号 : 小 数 点 “.”. 
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定义 B.2.1( 十 进 制 实数 ) 一 个 十 进 制 实数 是 一 个 digit 的 序列 连同 一 个 小 数 
点 , 书写 成 


十 au .ao.a_1a_2..， 
其 中 , 小 数 点 左边 是 有 限 的 ( 即 n 是 自然 数 ), 但 小 数 点 右边 是 无 限 的 , 其 中 土 或 取 


+, 或 取 一 , 而 an .…ao 是 一 个 十 进 制 自 然 数 ( 即 或 为 十 进 制 正 整数 , 或 为 0). 这 个 
十 进 制 数 等 于 实数 


也 
士 an .…… ao.Q_10_2… .三 ( 士 1) x > ai x 10". 


1 一 一 co 


这 个 级 数 总 是 收敛 的 (习题 B.2.1). 下 面 我 们 证 明 每 个 实数 都 至 少 有 一 个 十 进 
制 表示 : 
定理 B.2.2( 十 进 制 表 示 的 存在 性 ) 每 个 实数 > 都 至 少 有 一 个 十 进 制 表示 


多 到 士 an 00.0_10Q_-2 


证 明 ” 先 注意 数 z = 0 有 十 进 制 表示 0.000.…. 还 有 , 一 旦 找到 了 z 的 十 进 制 
表示 , 那 就 自动 找到 了 -z 的 十 进 制 表示 , 只 要 改变 符号 士 就 行 了 . 所 以 只 需 对 于 
正 的 实数 z 证 明定 理 (根据 命题 5.4.4). 

设 n > 0 是 任意 的 自然 数 . 根据 阿 基 米 德 性 质 (推论 5.4.13) 知 , 存在 自然 数 
M 使 M x 10-" > z. 由 于 0x10-"<z, 所 以 必定 存在 自然 数 S。, 使 得 


Sn X10 "gz (5 十 十 ) x 10-”> 27. 


(车 这 样 的 自然 数 不 存 在 ， 那么 使 用 归纳 法 就 可 断定 ， 对 于 一 切 自 然 数 s 有 s x 
10-" < zx, 而 这 与 阿 基 米 德 性 质 相 矛盾 .) 
现在 考虑 序列 So, 51, S2,，……. 由 于 


Su x1l0 "<xz<(Sn+1) x10-”， 


所 以 
(10 x Sn) x 10-®++) 和 Z< (10 x Sn 十 10) x 107m++). 


另 一 方面 , 我 们 有 
SI Xx10-t+HD gy < (Sri+1) x10-"+), 


从 而 得 到 
10 x 5。 < 5n+1 十 1， 以 及 Sn+1 < 10x Sn 十 10. 
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由 这 两 个 不 等 式 我 们 看 到 
10 x Sn < Sn+1 < 10 x Sn + 9, 
从 而 可 以 找到 一 个 digit an+il 使 得 
Sn+1 = 10 x S$, + an+1) 
于 是 
Sn x 10-n+D ~ S。x 1077? + antl x 10-"+Y). 
用 这 个 等 式 及 归纳 法 , 我 们 得 到 公式 


Sn, x 10-"= 50 十 Da: x 107i. 


i=1 


现在 对 两 边 取 极限 (用 习题 B.2.1) 就 得 到 


im Sn x 10 三 90 十 So x 10 一 :. 
i=1 
另 一 方面 , 我 们 有 
Z 一 10 "<S,x10 "<z 
对 于 一 切 ”成 立 , 所 以 根据 挤 压 判别 法 (推论 6.4.14) 得 


lim Sn x 10 "=7. 
n=00 


于 是 得 到 轩 
T= So 十 》 ai x 10 一 . 
4 


根据 定理 B.1.4，So 还 有 一 个 十 进 制 正 整 数 表 示 , 于 是 就 得 到 z 的 一 个 所 需 的 十 进 
制 表示 . 国 

但 十 进 制 有 一 个 小 小 的 毛 疲 : 一 个 实数 可 能 有 两 个 十 进 制 表 示 . 

命题 B.2.3( 十 进 制 表示 的 唯一 性 不 成 立 ) 数 1 有 两 个 不 同 的 十 进 制 表示 : 1.000… 
和 0.999.…. 

证 明 表示 1 = 1.000.… 是 明显 的 .现在 计算 0.999.….. 根据 定义 , 这 是 
Cauchy 序列 

0.9, 0.99, 0.999,.… 


的 极限 . 但 根据 命题 5.2.8, 此 序列 以 1 为 形式 极限 . 国 

其 实 , 数 1 只 有 这 两 个 十 进 制 表示 (习题 B.2.2). 事实 上 , 所 有 的 实数 , 当 它 是 
有 限 小 数 ( 即 从 小 数 点 后 某 位 开始 往 后 全 是 零 的 数 ) 时 , 它 有 两 个 十 进 制 表示 , 当 它 
不 能 表示 成 有 限 小 数 时 , 它 只 有 一 种 十 进 制 表示 (习题 B.2.3). 
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习 题 B.2 
如 果 an .… ao.a-14-2.… 是 十 进 制 实数 , 那么 级 数 ”ai x 10! 是 绝对 收敛 的 . 
证 明 数 1 的 仅 有 的 十 进 制 表示 


1 = 士 an "00.0-10-2.…: 


是 1=1.000.… 和 1= 0.999.…. 

一 个 实数 zx 叫 作 是 十 进 制 有 限 小 数 (terminating decimal), 如 果 对 于 某 两 个 整数 mn， 
Z= Tw. 证 明 : 当 zz 是 十 进 制 有 限 小 数 时 , 它 恰 有 两 个 十 进 制 表示 , 而 当 z 不 是 十 
进 制 有 限 小 数 时 , 它 恰 有 一 个 十 进 制 表 示 . 

用 十 进 制 重 写 推论 8.3.4 的 证 明 . 


9 低 于 f, 409 

k 次 导 函 数 , 315 
k 元 多 项 式 , 278 
十 十 , 14 

//, 65 

4 十 , 159 

A—, 159 

B(X 一 了 Y), 297 
C(X — Y), 297 
OC(R/Z:;C), 339 
Cl 函数 , 371 

C? 函数 , 371 

工 乙 周期 函数 , 339 
ZL(Q) 函数 , 416 
IL? 范 数 , 341 

I? 范 数 的 非 退化 , 342 


7 范 数 的 绝对 齐 性 , 342 


72 度量 , 342 

L™” 度量 , 297 

a 长度, 241 

<- 附着 , 112 

e- 接近 , 71, 80, 103 
E- 接近 的 实数 , 102 
e- 稳定 , 77, 102 

7? 函数 , 333 

及 上 的 标准 度量 , 256 
R? 上 的 坐标 函数 , 277 
ZZ 周期 函数 , 339 
LIM, 82 

vol(B), 387 

o 代数 性 质 , 385, 399 
5 函数 , 333 


引 


a—b,59 

f 高 于 g, 409 

f 控制 (dominates) g, 409 

f 与 9 垂直 , 342 

在 五 上 的 党 数值, 224 
f(z)e- 接近 于 工 的 , 180 

ft, f-, 416 

k 次 可 微 性 , 315 

,22,1> 的 等 价 性 , 259 

1? 度量 , 257 

n 次 根 , 99 

n 维 列 向 量 , 355 

n 元 序列 , 51 

n 重 笛 卡 儿 乘积 , 50 
(拓扑 空间 中 点 集 的 ) 闭 包 , 284 
(拓扑 空间 中 点 集 的 ) 边界 点 , 284 
(拓扑 空间 中 点 集 的 ) 内 点 , 284 
(拓扑 空间 中 点 集 的 ) 外 点 , 284 
1 对 1 对 应 , 43 

1 对 1 函数 , 42 

1 周期 函数 , 339 

16 进 制 , 446 

2 对 1, 42 


阿 基 米 德 性 质 , 92 

Abel 定理 , 319 

Abraham Fraenkel 47 

Archimedes, 

Augustus De Morgan, 33 
B 


半 开 区 间 , 174 
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半空 间 , 396 

半 无 限 区 间 , 174 
包含 映射 , 44 

比较 判别 法 , 138 
比较 原理 , 116 

比例 盒子 , 399 

比例 判别 法 , 145 
比例 数 , 65 
比例 数 的 代数 算 律 , 67 
比例 数 的 三 歧 性 , 68 
比例 数 的 商 , 68 

比例 数 的 序 的 基本 性 质 , 69 
比例 数 系 Q, 12 

比特 进 制 , 446 

毕 达 哥 拉 斯 定理 , 11, 342 
闭 包 , 175, 263 
闭 盒 子 , 388 

闭 集 , 263 

闭 球 , 264 

闭 区 间 , 174 

边界 , 262 

边界 点 , 262 

变换 , 38 

变量 , 437 

变量 替换 , 6 

变量 替换 公式 I, 250 
变量 替换 公式 II, 251 
变量 替换 公式 III, 252 
变量 与 量词 , 437 
标准 基 行 向 量 , 355 
表达 式 , 428 

病态 式 的 , 427 

并 , 29 

并 公理 , 46 

补 性 质 , 385 

不 定 积分 , 220 

不 动 点 , 198, 373 

不 动 点 定理 , 198 


不 可 数 集 , 149 
部 分 和 , 133 


Banach-Tarski 履 论 , 163, 385 
Bolzano- Weierstrass 定理 , 121 


Boole 代数 , 33 
Boole 代数 性 质 , 385 


Boole 代数 性 质 (Lebesgue 测度 ), 397 


Boole 逻辑 , 437 

Boole Geovge, 437 
Borel 性 质 , 385, 400 
Borel-Cantelli 引 理 , 414 
Brook Taylor, 316 


C 


测 地 距离 , 258 

测度 论 , 386 

差 集 , 33 

常 值 函数 , 40, 187, 224 
长 度 是 有 限 可 加 的 , 222 

超 几 何 函 数 , 333 

超 曲面 , 380 

超 限 归纳 , 17 

超 限 归纳 原理 , 169 
超越 数 , 75 

乘法 保 序 , 24 

乘法 交换 律 (对 自然 数 ), 24 
乘法 结合 律 (对 自然 数 ), 24 
乘法 消去 律 (对 自然 数 ), 24 
乘积 拓扑 , 298 

程式 逻辑 , 428 

持续 e- 附着 , 112 

抽 屋 原理 , 58 

初始 (primitive) 对 象 , 37 
出 租车 度量 , 257 

除法 , 89 

传递 公理 , 444 

垂 线 判 别 法 , 52, 379 

纯粹 集合 论 , 27 


纯 量 积 , 354 

粗糙 , 171 

存在 量词 , 439 

存在 命题 , 441 

Cantor 定理 , 161 

Cartesian product , 152 

Cauchy 序列 , 76 

Cauchy 准则 , 139 

Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 261 

Cauchy-Schwarz 不 等 式 (关于 L? 范 数 ), 342 

Clairaut 定理 , 371 

Constantin Caratheodory 396 

Continuum Hypothesis, 162 
D 

代入 法 , 130 

代入 公理 , 444 

代数 法 则 , 12 

单 变量 多 项 式 , 190 

单 点 集 的 长 度 , 221 

单调 , 199 

单调 减 , 199 

单调 性 (外 测度 ), 388 

单调 序列 , 111 

单调 增 , 199 

单个 选取 , 28 

单项 式 , 343 

单元 素 集 , 28 

当 且 仅 当 (i), 430 

倒数 , 67, 86 

导出 的 度量 空间 , 256 

导数 , 207 

导数 的 唯一 性 , 361 

导数 和 矩阵, 367 

导数 (多 元 微分 学 中 的 ), 360 

等 价 的 序列 , 81 

等 价 关 系 , 54, 444 


等 价 序列 , 202 

等 距 同 构 , 265 
向 卡 儿 乘积 , 49, 131, 152 
向 卡 儿 平面 , 173 

递归 定义 , 19 

点 集 拓扑 , 262 

调和 分 析 , 3 
调和 级 数 , 141 

定 积分 , 220 

定理 , 20 

定义 域 , 39 

丢 番 图 (Diophantus) 数 , 415 
度量 , 255 

度量 的 对 称 性 , 256 
度量 的 正 性 , 256 
度量 等 价 , 259 

度量 空间 , 255 

度量 空间 的 完备 化 , 268 
度量 空间 中 的 Cauchy 序列 , 267 
度量 球 , 262 
度量 三 角形 不 等 式 , 256 
端点 , 173 

对 称 公理 , 444 

对 合 (involution), 329 
对 偶 性 , 33 

对 数 , 82, 325 

对 于 恒 等 的 台 近 , 306 

对 于 恒 等 的 周期 逼近 , 347 
多 项 式 , 305 

多 项 式 的 次 数 , 305 

多 元 微分 链 法 则 , 368 

de Moivre 等 式 , 336 

De Morgan 律 , 33 

Dirac 士 函数 , 306 


二 次 连续 可 微 , 371 
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二 项 公式 , 132 

二 元 多 项 式 , 277 
Egorov 定理 , 415 
Eduard Heine 177 
Emile Borel, 177 
Ermest Zermelo, 47 
Ernst Schroder, 163 
Euler 公式 , 335 
Euler 数 , 324 


发 散 , 104, 134 
发 散 级 数 , 4 
发 散 序列 , 5 

反 不 动 点 (anti-fixed point), 373 
反常 积分 , 229 

反 导 数 , 220 

反 函 数 定理 , 216, 375 
反正 切 函 数 , 336 

反 证 法 , 428 

泛 函 分 析 , 3 

方 根 判别 法 , 145 
方向 导数 , 362 
方形 波 , 339 

非 比 数 , 75 
非 负 函数 的 Lebesgue 积分 , 409 
非 退化 区 间 , 174 
分 部 积分 , 4 

分 部 积分 公式 , 248 
分 部 求 和 公式 , 319 
分 法 , 221 

分 法 的 公共 加 细 , 223 
分 类 公理 , 31 
分 离 公 理 , 31 

分 配 律 (对 自然 数 ), 24 
分 析 学 , 3 

否定 , 430 

符号 函数 , 191 


复 乘 法 , 328 
复 倒数 , 330 
复 分 析 , 3 
复 共 轿 , 329 
合 , 40 
复合 命题 , 429 
复 极限 , 331 
复 解 析 , 315 
复 绝对 值 , 330 
复 三 角 函 数 , 333 
复数 , 327 


复数 的 标准 极 坐标 表示 , 336 


复数 的 负 运算 , 328 
复数 的 加 法 , 328 
复数 的 距离 , 330 
复数 系 C, 12 

复数 相等 , 327 

复 指数 函数 , 331 
负 部 , 416 

负 实 数 , 90 

负数 , 61 

负 限 制 离开 零 的 , 90 
负 整 数 , 62 
附近 局 部 可 逆 , 375 
附着 点 , 112, 174, 263 
Fatou 引 理 , 413 
Fejer 核 , 347 

Felix Berstein, 163 
Fourier 变换 , 344 
Fourier 定理 , 349 


Eourier 反 演 公式 , 344 


Fourier 分 析 , 306 
Fourier 级 数 , 338 
Fourier 系数 , 344 
Fubini 定理 , 422 


概括 公理 , 36 


根 均 方 , 341 

公理 化 的 , 18 

公理 框架 , 16 

构造 性 的 , 18 

孤立 点 , 176 

关系 , 429 

关于 无 穷 和 的 Fubini 定理 , 155 
关于 有 限 级 数 的 Fubini 定理 , 132 
光滑 函数 , 315 

广义 函数 论 , 386 
广义 实数 的 编 序 , 108 

广义 实数 的 负 运 算 , 108 

广义 实数 集 的 上 确 界 , 108 
广义 实数 集 的 下 确 界 , 108 
广义 实数 系 , 94, 107 

广义 实数 系 中 的 可 测 函 数 , 402 
广义 实 直线 , 173 

Georg Cantor, 161 

Georg Riemann, 159 
Gottfried Leibnitz, 210 
Guiseppe Peano, 13 


H 


函数 , 38 
函数 的 极限 算 律 , 183 
函数 的 极限 值 , 288. 
函数 的 上 方 控制 , 228 
函数 的 算术 运算 , 179 
函数 的 图 像 (graph), 179 
函数 的 无 限 级 数 , 299 
函数 的 下 方 控制 , 228 
函数 的 有 限 和 , 298, 299 
函数 复合 的 消去 律 , 43 
函数 图 像 , 52 

函数 相等 , 40 

函数 在 无 限 处 的 极限 , 205 
函数 在 一 点 处 的 可 微 性 , 207 
函数 在 一 点 处 的 收敛 , 181 


函数 在 一 点 处 发 散 , 181 
和 , 134 

合 联 , 429 
合式 的 , 427 

盒子 , 387 
盒子 的 体积 , 387 

恒 等 函 数 , 189 

恒 等 算 子 , 356 
恒 等 映射 , 44 

后 象 , 45 

环 , 63 

环境 空间 , 265 
Hausdorff 空间 , 285 
Hausdorff 性 质 , 284 
Hausdorff 最 大 性 原理 , 171 
Heine-Borel 定理 , 176 


I 


infimum, 97 
Isaac Newton, 209 


基础 公理 , 37 
基数 , 13, 28, 55 
积分 换 序 , 7 
积分 判别 法 , 148, 239 
极限 , 76 
极限 的 唯一 性 , 103 
极限 点 , 112, 176, 267 
极限 换 序 , 8 
极限 算 律 , 105 

极 值 原理 , 195 
集合 的 象 , 44 
集合 的 族 , 集 族 , 47 


集合 论 的 Zermelo-Fraenkel 公理 , 47 


集合 相等 , 27 
级 数 的 收敛 , 133 
级 数 的 重 排 , 143 
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级 数 算 律 , 137 

挤 压 判别 法 , 10, 116 
几何 级 数 , 4, 139 
几乎 处 处 收敛 , 287 
计算 , 3 

夹 副 定理 , 116 

加 法 保 序 (对 自然 数 ), 22 
加 法 交换 律 (对 自然 数 ), 21 
加 法 结合 律 (对 自然 数 ), 21 
加 法 与 积分 换 序 , 412 
加 群 , 339 

加 性 , 356 

间断 , 187 

间断 性 , 193 

简单 函数 , 404 

简单 函数 的 Lebesgue 积分 , 405 
减法 , 64 

渐 近 间断 , 193 

交 , 32 

交错 级 数 , 136 
交错 级 数 判 别 法 , 136 
交换 环 , 63 
交换 求 和 次 序 , 6 

较 粗 的 分 法 , 223 

较 细 的 分 法 , 223 

阶乘 函数 , 132 

紧 支 撑 函 数 , 305 

紧 致 , 121 

紧 致 度量 空间 , 269 
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